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Dans cette note on désignera par & la famille des fonctions f(z) de
la variable complexe z qui dans le disque unité A |z] < 1 du plan de cette

variable sont analytiques, typiquement réelles et normées dans le sens
suivant :

flz) =z + a2 + ... +at+ ..

Dans le travail [1] de P. MOCANU, M. READE et B ZLOTKIEWICZ on
considere deux problémes relatifs a la famille F, posés antérieurement
par 'un des auteurs. Iun des problémes s'énonce comme suit : Pour
toute paire de points z, et z, de A, il existe un point & = E(zy, 2, f) suf
le segment de droite joignant les points z; et z; et un nombre (complexe)
A= Mz 25 ) (1N = 1), tels que l'on ait

(1 flz) — flz) = M(E)(ze — 21)-
On demande le nombre (non-négatif)

! = Uz, z,) = min | My, 22 )1
fegF

Les auteurs de [1] résolvent le probléme dans le cas olt
Oad y=im-g -l

Dans la note présente on résout le méme probléme dans un cas parti-
culier plus général, — 1 <7, =2 <% =7, < L.



68 DUMITRU RIPEANU 2

(1 — ) (1 — r7y) 5

THEORTME. ST 71 -7, >0, alors | = 1y(ry, 7)) =
: (1 = 7)1l + 7

(1 4 r)(1 — 717y

S vy 1y < 0, alors 1= ly(ry, 75) =
. * 2(1 2) (1—‘”1)(14"2)2.

(L — o)(1 + ¢9

St vy = —1r,=0p(>0), alors I =
(14 o)

Démonsrarion. On se servira des résultats suivants de [1]:

[ — 17" min E\(x), ot
¥y — t1v<=(0,a]
E i (1 + #)? <
) = T —ma e T Drepapesds
E(») = Eq(x) =4x b ARL 2, pour A; < x < 4,
(2) / (1 — 2% (1 4 7%)®
Eo(y) i les AP -4 =y
(%) TR T R AT pour 4, £ x £ a,
et
g TN g el Amad <, A2
1 — 71y a
| 4, =A+1—\JAA+2), 4,=4—1-\A4(4-2), 0<A,<A,<a,

4 la condition qu’il existe une fonction f(z) de & pour laquelle on puisse
choisir une valeur de £ dans lintervalle [7y, #,] telle que la relation (1)
ait licu avec la valeur de [ ci-dessus présentée. Les résultats présentés dans
la formule (2) appartiennent, comme spécifié, aux anteurs de [1].

On en déduit

' | 2 1+ #\22—7 + @2r— D& z -
a(%) it 2[1 — x] D >0 (vu que si 27; — 1 <9,
alors 21 > 1).
“or,
Ei(r) = — 2 (1 = x)22_+ nt 42 g
A ~-2\14 & 1 + n*?
(vu que si 1+ 2,<0, alors — 2+ 14 1), Par suite
1+ 27,
(3) min Ey(x) — Eo0) et min Ey(x) = Ey().

x< [0,4,) x € [4;3,a]
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Quand a

(4) E:’,(,’L) o 4[1 — (24 4 r)x + A 4 Ay — (L4 2A7) x4 + 1, %°

(1 — x92(1 + 72)°

cette dérivée s’annule larsque

1 — 24x + 442 — ¥!
5 y, = R(x) = 22X 2 22
(5) ) (%) 2(1 — 4x® + 242° — &%)

11 s’ensuit que si 'on pose A =% —}-% la dérivée
| 1622 + 24425 — 6(3 + 2424  24.42° - 1620 27
21— 4a? 4 2420 — 2
s'annule lorsque P(A) = A% — 20A% + 24AA + 4(4 — 34?%) = 0.
On en déduit %P’(A) — A% — 10A + 64, %P”(A) — 3A2 — 10 ct
puisque 0 < x < 1, (car Ey0) # 0), A>2
Par suite % P(A) > % P(2) =2 % P'(A) >& Pr(2) = 6(4 —2) >,

P2) = — 12(4 — 2> < 0. ,
Le polynome P(A) posséde donc dans lintervalle (2, o) de la variable A
une seule racine A, Par suite la dérivée R’(x) posséde dans I'intervalle

(0, 1) de Ia variable x la seule racine Xpr= % (Ay — VAL — 4).

R(x) = —

Tablean 1 Tablean 2
x 0 %y e 1 ¥ 0 4, Xy A, 1_
R'() - 0 + Eg(#) + 0 5
Rix | @ N 0N R(x) A -1 Eq(#) OﬂEs(Al)/fEa(xz)\Ea(Aa)\—00]
D’autre part, le dénominateur de R(x) ne R (x)
s'annule pas pour x < (0, 1), car au cas con- T
traire on aurait \
94 — Ry(#) = — ~ + = + % o L(z00) ;
x® % 4 .5
Or, Ri(x) =L (1 — )8 —x2)>0
A WRER fapen? o) < 1)
par suite pour x € (0, 1), Ry(x) < Ry(1) = e
— 4 < 24. (cest d'ailleurs ce qui a permis (Xa, E(xﬁ},)
Q’écrire la relation Ei(x) =0 sous la for-
me (5)) ig. 1
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11 en résulte le tablean 1 et la figure 1, sur la quelle on constate
que Ki(x) de (4) a pour tout 7, (— 1, 1) une racine (et une seule) dans
{"intervalle (0, 1) de la variable. On en déduit le tableau 2. Pour y placer
les valeurs A, et A, on peut, par exemple, remarquer que dans (4) on a
(pour x = (0, 1)) sg Ey(x) = sg Py(x) avee Py(x) = 1 — (24 + r)% + 4% 4+

L 4rya® — (1 4 24r) 5" + 7,1%°

Or, Py(Ady) =24 —2),[—44% 4842 — A4 — 14 (44— 44 — VA —2)—
oy [84% — 2247 - 144 — 1 — 2(44* — 74 + 2 \VAA=2)]);.

11 est facile de constater que pour 4 = 2, on a 843 — 2242 4 144 —1>0
et 442 — 74 4+ 2> 0 et que

AA 11— [84% — 22/ 4 144 — 1 — 2(44° — 74 |- 2) VA(A —2)]-
L [84% — 224% 4 144 — 1 4 2(44* — 74 +2) VAA —2)].

On en déduit 84% — 2247 + 144 — 1 — 2(442 — 74 + 2) VA(4 — 2) >0
ot PyAy) < 2(A — 2)[— 44 +84* — A4 — 1 +

4 (442 — 44 — 1) VA4 — 2) + 84° — 224* +

1+ 144 — 1 —2(44% — 74 + 2) VAMA —2)] =

- 2(A — 2)[443 — 1447 + 134 — 2 —

- (44% — 104 + 5) VA4 —2)].
Tl st & nouveau facile de constater que I'on a 44% — 1442 + 134 — 2 =
— (4 — 2)(44* — 64 4 1) >0 et 442 — 104 +5>0 (pour 4 > 2) to

que pour A > 2,

2(2 — A) = [44° — 144% + 134 — 2 — (44% — 104 + 5) VAA — 2)] -
. [443 — 1447 4134 — 2 + (442—104 +5) VA4 — 2)1<0.

On en déduit que P,(4,) <0, donc, au tableau 2, A, > %, Les calculs

respectifs pour constater qu’'au méme tableau A4, < %, sont présentés

ci-dessous.

Pyd) = 2A + 2 [— (44° 84> + 4 — 1) + (44 +44 =) VA(A+2) +
17 [84° 4 224% 4 144 + 1 — 2(44*474+2) VAA+2) 1

1— 44= [84% + 2242 + 144 + 1 — 2(442 + 74 + 2) VA + 2)1.

. (847 4 2247 + 144 + 1 - 2(44* + 74 + 2) VA + 2)).
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PyAy) > 24 + 2)[— (443 84 + 4 — 1) +
4 (442 4 44 — 1) VA(A + 2) + 84° + 224° + 144 +
1 — 20442 474 + 2)VAA +2)] =
(A + 2)[44° - 1442 + 134 + 2 —
(442 4 104 + 5) VA(A 4 2)] et
2A -+ 2) = [44° 4 144> + 134 + 2 —
(442 4 104 4 5) VA(A 1 2)1[447 + 1447 - 134 4 2+

(442 + 104 + 5) VA4 1 2)).

Par suite, P,(4,) > 0 et 4; < %

44 +2)42
2 A4)=F S St Mt S
Or, (2) donne E,(4,) 3(44) T AT+ )

et E4(dy) = Eu(4y) = {_l_dﬁ_)'(;.‘q_}'_’f_g = Ie tableau 2 ct (3) donnent alors
AR A rdg)?

pour ¥ € (A, 4,): Ey(x) > min (E4(4,), E4(4,) = min (Ey(4,), E (4,) >

~ min (E,(0), Eya)). On déduit également de (3) que pour ¥ < [0, 4,]

on a Ey(x) = E.0) = min (Eo(0), Eq(a)) et pour x = [A, a] on a Ey(¥) 2

> E,(a) = min (E4(0), Eqa)). Il en résulte que dans (2)

(6) min E(¥) = min (Ey(0), E(a)).
x€[0,a]
. a hy _ a(l — a) :l—v.'g’EO.
Or, dans (2) E,(0) e et E,(a) T el e 1t »(0)

Si donc 7% < 73, alors min (E,(0), E,(a)) = E,(a)
et si 72 > 72, alors min (Ex0), Eqfa)) = E0).
1 en résulte dans (2) & Vaide de (6) .

1 -7 F 2
Eufa) st 7i <7,

Yo — "1
— 72 . — 2 .
J 1o g Ey) = { 2SR E(0) st >
¥y — ¥1 x<[0,a] Yo — N
1 — 3 .
"L E0) si vy = —7" = e(> 0),
rq — "1

" ce qui avec la valeur (2) de a démontre le Théoréme*

+ Si I'on tient compte que (1) a lien poux fle) = 2[(1 —2)% E="1a et 1 =1, (voir [1])
et pour f(z) = 2/(1 + 22, E=r et I=1 Nous remarquerons que ces deux fouctions sont
univalentes dans A.
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Remarques. 1°. Le cas 0 <7y <7y traité par les auteurs de [1] rentre
dans le cas ¥, + 7, > 0 du théoréme, qui donrne la méme expressiont pour
! que les auteurs sus-mentionnés. 2°, 1l est intéressant de constater que-au

. . '3 »
cas ¥, = p, ¥y = — p, lorsque p croit de 0 4 1, I décroit de 1 2 0.

; N N ' N 1 — 7y
Lorsque 7, croit de — 1 & 7y, L7y 7 ) crolt de —a 1. La forme de
1 2 PN L 2 FRT:
Ir,, #.) exigeant sculemient r, = 0, il résulte que I(r,, #;) peut prendre

w'importe quelle valeur entre 0 et 1. La meéme conclusion a lieu pour
la forme Ly(ry, vy de f, qui exige seulement 7, £ 0 et qui, lorsque 7, croit
; ; Ly . Lo
de #, & 1, décroit de 1a — " g3° Pgour la démonstration du théoréme,
il est inatile d’établir, ainsi que nous l'avons fait, la disposition mutuelle
des nombres A, x, et A, dans le tablean 2. La maniére dont varie la
fonction E4(x) indique de suite que-quelle que soit la disposition des nombres
A, &, ¢t A, on oo pour

x € (d,, 4,): Ey(x) > min (Ea(44), E4(4,)).

Ceci conduit comme ci-dessus a la conclusion du théoréme.
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