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Dr,)FrNrl.rON 3. on d.it que /,a fort'clionnettc A est nt'ott'otone þar éþi si

elle est nto ort'à chqub épi d'e I'enserublc F et le sen's d'e la' vnono-

tonie est g e utr' éþi þør un øutre

tHEo ioinet'i, À est monotone þal ó!>is', ølor¡, 
1111'

q", iilll = As,chøque'íþi, contient une fonction, et une seulc þour I'equet't'e

A 'þrcnd lø ualeur q.'" t"l; ;ä;;;i;"ti"u du théorème 1 résulte du fait que la fonctionnelle

/ "Jp"; pu, ," réduire à 
'ne 

constante Sur aucun sousensemble d'un épi

et de la définition de l'ensemble /t'
THÉoRÈIIE 2. l; løioncti'ortn'it' A est nt'ono,totle. þar. éþis et æ e As'

ntorr-'iîi.ä1.,üî, tele J É, A(e): a\ est interþoløtoire d'ordre n - ï sul'

I'itoteraalle l&, b).
Pourd.émontrerlethéorème2,onremarque,-àl'aide.duthéorème1'

orle Dour chaquc système fr1, Kz, "', xn-t dd points distincts de f intcr-

iälr""iä'¿Ì';;'q."üq;; i"i"åi lei nombres !t, !2, ' ', )',,- 1 1'ensemble

(6) {sls = F, A(e): ø} : F*(A, æ)

contierit un. fonction et cntc seu,le cltti prend respectirtcment les valeuts yt

strr les points x¡, i : 1,2, , ", '! - 
l.'--. 

'"ro"Èu',3' 
Si f'e.C|ø', b), rtlr'¡.rs l'cnseuoble (6) tonlictit ,l't,n et l,t,lt'

scule tilónt'ettt g¡ þottr leque|

maxl/(r) - sÁx)l: ill ,{ryaxl/(ø) - s(x)l}
1 eln,b1 ' geI;+(A' u\ telt' bl

I,e théorènre 3 est une Conséquence de la propriété cl,inter.polatiorr

contenue dans l'énoncé du théorèrne 2'--- poot faire intervenir les propriétés de la fonc

de la meilleure apProximationl on Peut remplacer.l
ä;"t* Ìã""tionneilie B:Cla, ål -> lì, sur / c'est à
au iieu de l'ensemble (6), l'ensemble

{sls = F, A(s) : B(Í)}

oir 1'orr stlppose quc B(/) = As'..
I)ans un futur'travaìi'noo, äl1ons montrer que leS. fonctio'nelles ¡rtotto-

torrcs par épis genãiãfiså"| l"s différences divisées d'un ordre donnó [2]'
I,es fonctions I(,F:^:;;,'"" 'i '"; ql qql "ll un:olle semblable atr cel dcs

polynomes a" mg'rá"i",'lo"t't"þoi"t'ã" départ dans cette génóralisa-tion

Pal

DUMITRU RIPEANU

(Cluj - NaPoca)

Dans cette note on désignera par Ú la famille des fonctions J(z) de

la variable "o-pl"*"", 
q"id;; 1" aitq"" unité A : lzl < 1 .d'u 

plan d'e cette

variable sont analyiiq.ì;;,1ypiq.r"-*t réel1es et normées dans le sens

suivant:

f(r):z|ørz2 +...*anz" + "'

n alt

(l) f@,) - Í(zr) : ^Í'(1)þ, - 
zt)'

On demancle le nombre (non-négatif)

| : l(zr, z2) : min I )"(zt' zr, f)l'

x,es auteurs de 
"'.î1"]:, : îii:: 1""* 

'"

' Dans la note présente'on résout 1e même problème dans un cas parti-

""ri"lîTät;¿;¿;"ì, - 
I < tr : zt 1 z, == r' I r'
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THrioRÌtÌrD. Si rr + rz > 0, alors l' : tv.Q1, 
'r) 

: 7#ã#
Quand à

(4) E'"(x) : 4
1 - (2A 1- rt)tc * 4rz ¡ 4rr:vi - (l + 2Arr\xa ) rl

(l - r.,)'¿(1 -l rtt¡)

rt I t'u, < 0, alors I : lz(rr, rz) : (llrr)(l-r'rr\
cette dérir'ée s'annule larsque

l- 2Ax!4xz-t;a
(5) r': R(x) : l- 4-, + rA^" - ,\'

si (r-r,)(l]_ro)z

(l - p)(1 j- p')
Si rr: - t¡: p(> 0), alors I :

( I -l- p)'

Démonswøtion. On se servira des résultats suivants c1e [1] :

fl s'ensuit que si l'on pose 'l\ : x * f ' to clérir'ée

| - l6x2 ¡ 24,4t3 - 6(3 + 242)*e -¡ 24,ttxt - 16¡ô -l :ti8

l, :r -'l min Er(ø), où
lz - fr re tDßl

R'(x) -- - nz1¡ - 4xz f- 2Ax3-xa)z

EJx\: (l*ø)'
- ¿\'t (A )- 2)(1 - xl (l 1- t'rt)'

potrr03xlAt

pour /r1x1Az

porr A, 3 t; 3 tt,

s'anntrle lorsclue P(^) : 't\4 - 20Lz + 24AL + 4(4 -- 3'4'?) : 0'

on e11 cléduit 1o'(n) 
: -À3 - 10^ + 

'o':P"( 
):3^'z - i0 ct

puisclue 0<x<1, (car ELP)+ 0), 
^>2'p"r r.rtt" io"(n) ,!p"(2):2, 1-P'(^) > In'Q):6('4 -2)>a'

P(2):-12(A-2)',<0.
I,e polynome P(Â) possècle douc dans.f intervalle (2' *) de ia variable '¿t

une seule racine n,l"iiä"t"ìiå^ì" äèti"ée R'(x) pòssèdê dans f intervallc

(0, 1) de la variable ø 1a seule racine *o: i, (Âu - 1Ãf --+)

E"(x) :4x 1-Ax*12
Er(x) : (l - x') (l ! rtt:)z

(1 - ¡l'(2)

il

tì

L

i

I

En(x) :
(A - 2)(t ! r) (r ! r'x)z

et

s-t'z-t't,0< ø<l; A:a+L, A>2.
| - rr'r, a

At: A+ 1 - lT@P), Az: A- I - {¡@=zl' o<A'<A,<a, Tabl'eøu 1
Tabl'eau 2

à la condition qn'il existe une fonctio" f(z)-d" { ,p,o,"t 
laquelle 9n.puiï|

choisir une valeur à"^ã-¿ã"r f i"l"t"tfirì 'lrt,rrf tìl1e-que la relation- (1)

ait lieu avec 1a.rut"Ji ¿å i"i-¿"tius présenté"' I"ãs résultãts présentés dans

ì;-ñ;;,t1" (2) appartiennent, comme spécifié, aux auteurs de [1]'

0 *t, tlo I 0Artt2Artx

0+ -l- 0
R'(x)

R\x) co\ 0\ ft(øJ V -1 0V Dr(A,)V.D,(zr)\ .8.(lr)\ - oo

On en déd-uit
Ptl

8,"(x\: 2 [!l:\22-r'l(2\- 1)"t'0 (vuque si2rr- 1<0,
A+2V-)--1r¡n4 -

D'autre part, 1e dénominateur d'e R(ø) ne

s'annule pas þour x = (0, l), car au cas con-

traire on a:urail,

alors 2A: Rr(x): - \+
4

-+xf 0
X r,0) ,¿

E'n@) : - ;_,(=)' \fffff'u < o

(vu que si 1a 2rr<0, alors - #;2 1). Par suite

or, R'n@) :1tr - *')(3 - ,ê) > 0
t" tåffi¡l þrÀÈg

oar suite þoúr x e (0, 1), Rt(x) < nt(l) 
=':4 <2A.' (c'est d'ailleurs ce^ qui a permls

a'¿irià- ta ìelation E'"(x) :0 -sous la for-
me (5)).

çf,'t)

c(."'!)

(3) min
se lO,Al)

Er(x) : Er(O) et milr Eo@) : En@). trii{. I

¡e lA2,a)

Ei@)

E"(x)
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T,'îî""k ?i:1,3 ¿l"h "'t'l:iiil:
á¿¿uit le tableair 2. Pour Y Placer

mole. rernarquer que dans (4) on a

"" 
Pr(t) - 1-- (2A + r.')x l4x'*

or, P r(A,) : 2(A - 2), l- 4¿t -¡ BA2 - A - | + (4A2 - 4A - t¡l',r@ -q -

- r,lLAs - 22A2 + r4A - I - 2(4Az - 7A 1- 2)lT-ø-T)))''

11 cst f acile cle constater quc potlr A > 2' on a B'43 - 22Az + l4A- 1>0

ct4A2-7A+2>0etque
4A +1 : [B¿3 -22A2 -ltAA - 1- 2(4A2 -7A +z¡lT@-:1¡1'

. [8213 - 22A2 + r4A - 1 + 2(4A2 - 7 A + Z) 1lT1f-- Z¡1'

On c¡n d.é<luit 8.43 - 22A2 + l4A- - I -.2(44'z.-7A + 2) V

""i'rì,i¿-,i 
ã zØ - 2)l- 4AB + BA' - A - 1 +

2)>0

lt 
tUR LA FORIVIULL DE r'A MOYÛNNE

P,\A,) > 2(A + 2)l- $A' + BA', +/ - l) +

+ (4A'+ 4A - t¡ t!-çe ¡ 4 + 8/' + 22Az + r4A +

+ 1 - 2(4A2 +7A +z)ll@-+41 :
:2(A +2)14A3 + l4A2 + l3A +2 -
- (4tz + roA + s)lAlA il)l "t
2(A +2): l4A3 + l4A2 + l3A +2 -
- (4t, + 10.4 + s) \ A( -l- 2)l t4AB -l l4Az 1- 13.4 1 2 -l

+ (4A', + loA ¡ s¡l4!-e lr]l'
Par suitc, Pt(Ar) > 0 et A, { xz'

Or, (2) clonne Er(Ar) : Es(A)

7I

+ ( A', - 4A - t) lT@=q + 81' - 22A2 +

+ tAA - 1 - 2(4A2 - 7A + z¡ lT@- z¡1:

-- 2(A - 2)14A3 - 14A2 + l3A - 2 -
(4A' - roA + s) lîø= 2)1.

I1 cst à lloüveau facilc de constater.que l'on a 4AB - l4Az + 134 -^? =:(A-2)(4A'z-o¡'ïï )-0""t +ï;--rcA +s>0 (pour A22) to
clr,lcpo11r A>2'

2(2- A): l4A3 - r4A2 ¡ 13A -2- ( A', - 10',4 + Ð vr@ -2)) ',

. l4A' - 14A2 + rsA - 2 + (4A',-10'4 +5) lÃ@-2¡1<o'

On cr cléclrrit quc Pr(,4r) < 0, donc' au tableau 2' A'> xo' f'es calcuis

rcslrectils lrour coustätei qu'au mêmã--tableau At1x.z sont présentés

ci-clcssoti s.

r,,(A,) :2(A * 2),[- (4A" + BAz + A - r) + (4A'z+4A=l)ll\T¡a ¡

! r,llAx -¡ 22Az -t 14A + 1 - 2(4A'z+7A+2)lT@+41 '

A

(A + 2)).

I,e tableau 2 ct (3) <lonnetrt ¡rlors

(6) min E'(x) - min (Er(O), Eu@))
xe 10, øl

or, darrs (2) Er(O) : ,-+, * ", 
et En@) : ¡14-orru ,"r

Si rlonc r? < rl, alors min \F.,Q',4^J.Ð 
=,F.'@)ì i t¡- ,l :r' ,?, äors min (Er(o), 

'ti 
o1a¡1.: E'(0)'

il "" i¿sultä dans (2) à l'aide de (ti)

:t -'3 E"rc\
l-r'i

¿:I-'Ï mitDr(x):

1 -'Î En@) si r? < rl
fz - ft

t -'i nrp) si rT> r'"

lz - lL xe lD,el tz - lt

1-rl E,(0) si t2: - rr : P(> 0),
tz - ft

1 - 4A: [8.43 ¡ 22A2 + l4A+ 1 - 2(4A'z + 7A + 2)

[8.43 + 22ttz I r4A + | -1- 2(4Az + 7A + 2)lT@ r-' 4)

* Si l'on tient comPte quc (1) a lie-u

et pour f(z) : zl(l * z)', 1 -- r, et I - I,

univalentes dans Á.

' ce qui avec 1a valeur (2) de ø d'émorrtre 1e Théorème*

pour /(z) : 1l\t --*:)':..: ;í,,,"-1,1;i:l;:ll lt,lÌNous temarquerons q11e
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.1''Lccas0<r
i rz) 0 du théor

1i';Ïii::iiË'i
I,orsclue z' croît de - 1 ìt rr, l'r(rr, rr) ctoît' Ut +;a7' 

I'a forrne Ce

il résulte c¡te lr('rr, rr) peut prcnclre
l. I,a rnême conclusion a lieu poui-
tnc;it rr I 0 et qui, lorsque rr' ctoit

Por-rr la démonstration du théorène,

il cst irrltile cl'éta'blir, ainsi que flot1s l'a*¿ons fait, \a disposition rnutuelle

ä"r-,,uor¡res ,rìr, t"" åt ¿, däus le 'cable¿tu 2. r.a niauière dont varie 1a

ìirî"r,i"i ã11,v; ¡raiqilrcle suite que-c1ucl1e c1'.rt soit la cLispositio' des 
'ombres

Ar, ::, (.t i1 ." riil :iL .ll(l1il-

1: e (Ay, Ar): Er(x). ) tlin (E^(Ar), Er(Ar))'

Cecicolrcltritcorrrmeci-<l'essusàlacolclusiotrduthéorème'

O EÄI4HCTBEHFIOCTI4 OEOEITIEFIHOü TOTIKØ JIAME

B HOPMLIPOBAHHbIX TPOCTPAHCTBAX

B. A. II]MATI(OB

( Mocrna)

BIì}LIOGRAPIIIE

[1 1]r1 ¡cÍ!ûrì, I',, t{earl.e, IVL allð,zlotkiervicz,8., Otz'thcfunctionalf(zr)lf'(z'r\

for tyþically rcal J"tnctiotts, \9Y"."-^cl'arral'¡rse 
numériclue et dc itr thóorie cìe

i',rppio*iuation S, 2, 2AÐ-214 (1974)'

Paccvarpønaercn 'cJleÄyrclr1afl 3aÄaqa' flycrl G - nr'lnyxnoe ÙIHo-

)riecrBo ¡uHeli¡roro lropMl'lpoBaHlloro npocrpaHcrBa x, A - íopeneBcKoe

MÈro)xecrBo øs x, p. - lvfepa, onpeÄeJleHHAs' Ha 6 - a'nre6pc B, 6ope'neacxux

noÄ\,rFro)KecrB Lrs A, ç(x) - 3aÄaHHbrü Ha x BbIIIyKIbIü Qyl'IKUI4oHaJI taxoü,

vro g(r - y) tt - cyMMupyel'i ro t Ha Mnox(ecree '4 npu 'nn6ou y e X'

3¡elteur y* = G,, pearll3yloülnii riøxr¡rclo lpal{b ll pareHcrBe

I rt, - v\w@x) :#f 
I ç@ - Y)vktx),

ÁA

!¿rçr lc II Lli l17l
tnstittttul ile matematiaä

Cluj-NaPoca

r{a3oBer\4 yclonuorå roqxoí¡ Jlane vnoxecrsa A, a ecJli4 G: X - rOro'txoi.i

Jlaue (cp. [2], crp. 468).

tlacrrrr¡e cüyr{atI saÃaqÄ o roqKe Jlanae paccNlarpuBaJI}lcs o pa6orax

[1], l2l, t3]. Herpy,uHo y6e¡øtca, qro' ec¡u Qyuxuuouarl P - crporo

nltryx.nuü, TO Ä¡n BCflKotO MHOIKeCTBa A C X n nlinyx.llOtrt vHoXtecrse G

çyurecrByer ue 6o¡ee o¡Hoü yclonHoü roqKI'I Jlane. Ec¡n xe rþyHrquoual

rie Crporo ntrnyx.nuü, To TOqKA JIaUe uOX<eT OKa3aTbCq l.Ie eÄøHCreenuoiï'

B pa6ore ycraHaBrr.rBaroTcrr ycJroBr{fl eÀøHCTBeHHOCTII ycJIOBsoÌi roqxn

JIaN¡e s crporo HopMLIpoBaHHoilr npocrpaHcrBe B cJlyqae' xor¡a 9(ø) : ll ø ll'
fl1'crl BHasa¡e npo"rprnarso X-oÃHoMepHo. OroxÃecrBl"lM eto c qøc¡oeoii


