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Wir betrachten im folgenden das kompakte reelle Intervall K: =
= [—1, 1] und den Banach-Raum C(K) der auf K stetigen reellwertigen
Funktionen unter der Ceby$ev-Norm

I 1l: CK) = f > lIfll: = sup |f(2)] < R.

Ferner sei T, mit

T,(x): = cos (m-arccos %)

fir m € N das Ceby$ev-Polynom m-ten Grades mit den Nullstellen

", ..., 2 e K. Nach p. p. sTaNcy (5] kann jedem f = C(K) ein-

deutig ein Polynom K, f vom Grad < 4m — 1 zugeordnet werden durch
die Interpolationsbedingungen

(1) (K f)@”) = f&) (=1, ....m)

und
(E NP =0 (h=1,...,m;n=123).

Dieses Polynom ldBt sich in der Form

@) (Kuf)a) = 3 ) BE()
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mit
(4m? — (1 — ):x,i"‘)) -3
6

Tl %) 4
( niy — .‘n-‘km) ]

(vgl. . D. srancu [3], H.-B. KNoor [2]) darstellen. Die Polynome B

(x — el

B () : = |(1 )

erfiillen dabei fiir alle =1, ..., m und alle ¥ € K die Bedingungen
(3) B{(x) >0 (x € K)

und

(4) BMx) =1 (x<R).

k=1

D. D. sTaANCU [5] benutzte diese Polynome zum Beweis des Approxi-
maticnssatzes von Weierstra und erhielt folgendes Frgebnis:

) I = Kl <20 (f, (VEETILE ) ,

3m?

wobel o der Stetigkeitsmodul ist. m.-B. xNoop [2] untersuchte den
Operator K,, auf Positivitit und zeigte, daB

9 (4m? — 1)(1 — xxg"‘)) -3
6

(x . xSe”l))z > 1

,é_

ST

( e x;;)t)Z)Z

ist.
In dieser Note wollen wir die Abschitzung (5) verbessern und zeigen,
daB sogar

If = Kufll < C - of £, 222)

m

gilt. Weiter zeigen wir, daB sich diese Abschidtzung groBenordnungsméfig
nicht verbessern 148t.

Ahnliche Aussagen fiir die Hermite-Fejér-Interpolation gehen auf
E. MOLDOVAN [3], v. G. AMELKOVIC [1], o. sursma und B. MOND [4]
sowie p, 0. H. VERTESI [6] zuriick,
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1. Vorbereitende Abschiitzungen

sarz 1. Es sei p €N und o € R mit 0 < o < 1. Dann gilt fir alle
x & K und alle m € N:

" : T%’(x)
S e — AR (1 ) 2 o
= A (v — #fM)2
cp + MHT fir p 22 und 0 <o <1,
<3¢y M fiir p=1und 0 <a<l,
¢ -m - logm fiir p=1und a =1

Dabei sind die positiven Konstanten ¢y, ¢, und ¢y von m wnd x unabhingig.
Die Konstante c, kann auferdem von p und o unabhingig gewdhit werden.

Beweis. Wir benutzen die Transformation ¥ =cos? (0 < ¢ < =) und
erhalten

2k — 1
t;;n): — arccos x;;”) — _2—_7-; (k = 1, . .-,7’”).
Y713

Setzen wir weiter #§": =0 und (9=, so gilt

tgm) < t(lm) < tgm) < < lf:'n) < ff;’;”-)H‘
o. sgisHA und B, MOND [4] und P. 0. H. VERTESI [6] zeigten die Giiltig-
keit der folgenden Abschitzung:

0 < (1 - xx(m)) : Tfn(x) . (1 — cos t cos tg")) . cos? mt
] k (x 1 ”5:1;))2 (cost 1 cos t;gm))2

sin m(t — (M) 2)\*
<2, (___(._i '

sin (f- - Si’”)) 2

Weiter gelten die Abschitzungen

(6) M| <m far alle y = |
sin y

und

7) ) gn fir 0 <y < m
sin L4

2
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Sei nun ¢ = [0, n] gegeben und j (1 <7 <m — 1) so gewihlt, da3
5" <t <4 gilt. Dann wird mit (6) und (7)

i i 4lm) 2p
(1) lt - lf}m) 'O‘ i (snm(n‘ & )f2] 13

gin (t - f‘mj) /2

(m)
sin m t— 4 /2
+|75—t1(¢)1'“'( )

sin t — t(m)
< |t i t]gm) |a 2;1>+ [t ](4_1;)1 " - —o:'
wj—1folgt: t —tf" > (j — k). %, also

|t — fm ] (Sin—m(‘ - t)‘?”——))/z)zp <

sin(t — )2

(IT) Fiir k=1, 2, .

< lt o t};u) |o¢—2;b . ‘l( . t/gzm) |2p . sin m(t - t;;m))/Z 4 <
sin(t — tg”))/Z

217_ 2p—o 2p—o

<-—(:u)2p_§'7t2;b< o =qe, " .
_ - 24— . 25— . 2p—

[t — 47| RPTEL (j )2 (j — K%

Also folgt

ji lt = t;gn)'oc . (:s_in m(t = ¢§;"))/2 )2]b < mhm2p—o . ]21 !
k=1

sin(t = tg”))/2 =1 A%

(IIT) Entsprechend folgt

" () 2p n 1
> b sinm(e — )2 SRR D D vt
k=j+2 sin (; — ;’(im )/2 h=j+2 R

Aus (I), (II) und (I11) ergibt sich damit

n (m) 2p .m .
)L It t(m)i (Smm — 4 )/ ) <9 . ms . gplb-a . (1 + 22 ”'21}—05).

sin #§") 2 =1k

Diese Abschitzung gilt offenbar auch in dem Fall, daB 0 < ¢ < ¢ und

W) <t < m ist. Die Konvergenz von E — fir p > 2 und beliebiges

0 <« <1 sowie fitlr p = 1 und bel1eb1ge5 O < a < 1 sichert die Existenz

k2

der Konstanten ¢, und ¢,. Aufgrund der Abschitzung 2 21 - log m
™
folgt die letzte der Behauptungen. W

X

Ak
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Q=

2. Konvergenzordnung des Operators K,

Fur diejenigen Funktionen f = C(K), die in der ILipschitz-Klasse
LlpMot liegen (0 < « < 1), ergibt sich nun

SATZ 2. Es set f < Lipy o mit M >0 und 0 < o < 1. Dann gilt
Sfir alle m > 1:

du-i Jir 0 < a <1,

If — Kufl <

1 "
dy « —B" iy 4 =1,
m

Dabei gilt d, < (02 T % ca) fiir 0 < o < 1.

Beweis. Wegen (1) brauchen wir die Differenz |f(x) — (K,,.f)(x)| nur

fir x € K, x # 2" (k = .., m), zu betrachten. Aus (2), (3) und (4)
folgt fiir solche x:

(m))) . B}(em)(x) <

[f%) — (K, f) (%

"
M| — &P BI(x) <
k=1

M 2 ())& (9m) (m) ml#)
~ kEl|x a1 (1 — xx) (% ) 1)
" i (#)
_ﬂ/_f . m) 5 () (m) ) m ,
+0 Dl [ — (dm? — (1 — xaf”) (v — ") T
Da fiir alle ¥ € K die Absohéitzung‘;
( x(m) < (1 . xx;:n))ﬁ
gilt, ethalten wir weiter
(%) — (K, f)(#)] €
M - (m) o (m) T;‘n(‘v)
S 2 |x — - (1~ xa?)? W +
2M (m) o I () Tﬁl(""'}
e O
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Mit Hilfe von Satz 1 folgt

]M‘Cz'm—“—i—élﬂ-ca-m‘“ fir 0 <o < 1

log m fii

M-cz-m“l—l—%]%-cl- ir « = 1. @

m

Fiir beliebiges f & C(K) erhalten wir dadurch eine Abschdtzung von
If — K,fll, daB wir f durch einen interpolierenden Polygonzug approxi-
mieren und dann Satz 2 anwenden. Zundchst benétigen wir dazu

Hilfssatz 8 (vgl. o sHispa und B.MoND [4]). Sei feC(K) und
N = N. fy sei der Polygonaug, der durch die Interpolationsbedingungen

S E )=t ) G=010 W)

bestimmt ist. Dann folgt ;

(a) fn € Lipy 1 mit der Konstanten M = i} N (f, %) i

) I =Sl <o (fi]

N

Hiermit erhalten wir

satz 4. Es sei f € C(K) und m 2 3. Dann gilt

If — K, fll < do -0 (f,

log n
m

mit einer geeigneten Konstanten dy > 0.
Beweis, Wegen K,/ — K/l < If = /ull folgt

SQ-w(f,‘iN)+(02+%01)-M'M:

m
2 2 N log )
=K =\l |2 Cy - =y - ek
m(f’N)(Jr(?'FBCl) 2 m)
.. .. 9 q 1 B » .5 i y i Zyi
Fiur N = Il + 2 J(m > 38) ergibt sich wegen " <Nkl 2
) log m log m log m

T

——awr
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weiter :

=K< £ (o et 2 L

L

(mit ¢ =2,718...). @

. Yis stellt sich nun die Frage, ob die Abschitzung aus Satz 2 (bzw.
Satz 4) groBenordnungsméBig verbessert werden kann. Wie bei der Hermite-
FeJer—Interpolatlon (vgl. ». 0. m, viirTEST [6]) konnen wir zeigen, daB
keine Verbesserung moglich ist. Dazu benutzen wir den

Hilfssatz 5. (p. 0. g virTEST [6, Theorem 2.11) Ist m gerade,
so gilt stets

> dg«m - logm

N

—

k |x§:")l
mit einer Konstanten dq > 0.

satz 6. Es existiert ein f, = Lip; 1 derart, daB fir m =2, 4,6, ..,
gilt :

1 log 1
Ifo — Kpufoll > = + dy 222

b wm
Hierbei ist dy die Komnstante aus Hilfssalz 5.
Beweis. Wir benutzen — entsprechend wie p. 0. 1. vERTEST [6] im

Falle der Hermite-Fejér-Interpolation — die Funktion f, mit f,(x) = |#].
Wegen % < (mt—1) = %mz fiir m > 2 erhalten wir

lfo = Ko foll 2 1/0(0) — (K, /o)(0)] =

" T4 (0) m ,[4 ()
- (m} m 1.m)s 2 9 "
= Y| e T 202 (m? 1) -
,;1 I l mh . X};}l)‘l ’;I | 3 ( ) o ,’\-‘5‘)”)4 =
Lo »
¢ ! i l 1 log m
. -_“" “'(_1”)_3 —+A e 2 () > B -i_ d3 i ¢
" E= lxk l mE e |ka l m
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