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1. I/idée de l'interpolation, ayant comme point de départ les oeuvres
de Cauchy, de Lagrange et celles d’Hermitte, s’est developée non seulement
vers les méthodes de calcul, mais aussi vers 'étude du comportement par
rapport 4 un emnsemble de fonctions, doué d’une certaine propriété d’inter-
polation. Pour préciser, il suffit de donner comme exemple la théorie des
fonctions convexes d’ordre suppérieure [5], et la convexité par rapport
a4 un ensemble interpolatoire [1, 2, 3]. La convexité d’ordre suppérieur
n’est autre chose que le résultat de I'étude du comportement d’une fonction
par rapport 4 'ensemble des polynomes d’un degrés fixé, qui ont des valeurs
communes avec la fonction considérée, sur certains points. On exprime le
résultat de cet étude par le signe des différences divisées [%y, %s, . « ., %ya2; f],
quand 1l s’agit de la convexité d’ordre #, # > —1.

2. Soit f une fonction réelle, définie sur un ensemble X S R R étant
Iaxe réel. I,e nombre # » —1 étant donné, on suppose que I'ensemble
X contient au moins # -|- 2 points distincts. Considérons les points

(1) %1<x2<...<x,,+2

ot ; € X, 1=1,2,..., %+ 2 Le fait que la fonction / est convexe
d’ordre % sur les points (1) s’exprime par l'inégalité

(2) f(xﬂ-lfl) =l L(@n 3 X1, Koy ooy Xyl ;f)(xﬂ—ﬂ) > 0

oit L(2,; %y, %, ..., %u11; f) est le polynome de Lagrange construit pour
/ sur les points x;, © =1, 2, ..., » 4+ 1. I/inégalité (2) peut étre exprimée
aussi par

(3) [xll xz; Loy %?l—fz ;f:l > O)
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compte tennant de la formule
(4) f(an'»‘z) - L(gﬂ, xl; xz, < NGl xn+l ;f) (xn—!—Q) —
- (xn-I-Z - xl) (xn+2 . xz) v (xn»l—Z - xn»\-l) [.’)61, xz; ey xn+2 ;f];

qu'on trouve dans [3, 5]. Mais I'inégalité (3) signifie que le polynome de
degrés # 4+ 1 qui prend les valeurs de la fonction f sur les points (1), c’est
4 dire le polynome

(5) Pf SN L(gﬂﬁ-l 3 X1y Xoy e ey Xpgo ;f);
a le coefficient de x"+! positif, ce qui peut étre traduit par
(6) I:xl’ Koy ooy Xptry, I)f] = O

I'inégalité (6) signifie que le polynome (5) est il méme une fonction convexe
d’ordre # sur les points (1).

3. Considérons maintenant une fonctionnelle A:F — R, olt I’ est
un ensemble interpolatoire d’ordre # sur un intervalle [a, 6]. Le nombre
naturel # > 2 est fixé. On entend par cet propriété que les éléments de
I'ensemble F sont des fonctions continues sur l'intervalle [a, b] et que
pour chaque systéme de # points distincts x,, %, ..., %, de lintervalle
[a, b] et quels que soient les nombres ¥y, ¥y, ..., ¥,, il existe dans I’ une
fonction et une seule, qui prend sur les points x;, respectivement les valeurs
Yo 1 =1,2, ..., n. Supposons que la fonctionnelle 4 ne se réduit pas a
une constant sur I’ et que I'ensemble F a un sousensemble E CF, ot E
est interpolatoire d’ordre # — 1 sur [a, b] et si & € E, alors A(%) = o.
Ytant donné 'ensemble Y € [a, b] qui contient au moins # points distincts,
soit g une fonction réelle définie sur Y. Considérons les points distincts

(7) y < Uy << o < U,

de l'ensemble Y. Nous designons par L(F ; uy, ty, ..., %, ; &) la fonction
de I'ensemble F, uniquement détérminée, qui prend les valeurs de la fonc-
tion g sur les points (7), c’est a dire

L(F; thy, thy, ..., %, ; 8)(w;) =g(w), 1 =12, ..., %

Définition 1. La fonction g est (A, F)-comvexe ((A, F)-polyno-
mialle vespectivement (A, F)-concave) sur les points (7) st Fow a
AL ; thy, gy ooy ;5 €) > (A(LF 5 the, Uy, + o, 28,5 8)) = 0, respective-
ment AL(F 5 thy, g, .o, U, ; &) < ).

Définition 2. Lafonction g est (4, F)-comvexe (A, IF)-nonconcave,
(4, F)-polynomialle, (A, F)-nonconvexe, respectivement (A, F)-concave) sur
Pensemble Y, si PUon a toujours A(L(F, g, thy, ..., %,; &) > o (A(L(F;
Uy, Ugy ooy Wy L)) 2 o, AL uy, g, ..., #,; &) o, ALE; uy,
Ugy oo, Uy g)) <, vespechivement toujours A(L(E ; iy, thg, .., ty; £))<< @)
quels que soient les points (7) de Uensemble Y.

(
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SUR LA NOTION DE CONVEXITE isd
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Dans les travaux [2, 4] nous avons considéré des fonctionnelles qui
satisfont les conditions imposées a la fonctionnelle 4. Dans [3], nous avons
aussi défini la propriété de monotonie par épis d'une telle fonctionnelle 4.

Si Yensemble Y se réduit & m points

(8) %1<%2<"'<Mm

ot m > n, alors on peut considérer la fonction L(F ; uy, #y, ... u, ; g) pour
chaque systéme (7) de points de l'ensemble (8) et le probleme qui se pose
est de trouver des conditions qui assurent ume des propriétés contenues
dans la définition 2, pour g, sur I'ensemble (8).

THAEOREME. St la fonctionnelle A est monotonne par épis, alovs la con-
dition nécéssaive et suffisante pour que la fonction g soit (A, F)-convexe
sur Uensemble de points (8) est qu’elle soit (A, F)-convexe sur chaque systéme
(7) de n points consécutifs de Uensemble (8).

T.a démonstration est une conséquence du théoréme de la moyenne
qui est valable pour une fonctionnelle 4 qui est monotone par épis [3].

On peut énoncer des théorémes correspondants pour les autres pro-
priétés contenue dans la définition 2.
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