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Zahhèiche Autoren (rrgl. etwa p. w. cHENEr¿ und x. pRrcÞ [1],
D. J.II. cARlrNc und v. coRDoN [3], o. B. cooDNEn [4] und ¡. GRüN.
BAUM [6]) untersuchten stetige lineøre Projehtionen P:Y +X, wobei X
ein Teilraum d.es normierten Vektorraumes Y *) ist, um d.urch Py u X
eine günstige Approximation des Elementes y e Y ztt gewinnen. Die
Abschätzung (vgl. E. w. cHENgl. und K. pRrcn [1])

lly - Pyll < (llPll + 1) . dist(y, x),

mit

dist (y, X) : : inl lly - xll,
têX

zeigt,, daß die Größe llPll ein Maß für die Approximationsgúte von y e Y
durch Py = X ist. Deshalb treffen wir

Def inition l, Ist X ein Teil,røum iles norrniertercVektorrøumesY,
so hei l3t

P(X,Y):: inf {llPll e R:P stetige l,ineøre Projektion uon Y auf X} ,

æ, følls heine stetige lineøre Projehtion aon Y øuf X existiert

*) Als Skalatkörper vertvenclen wir im weiteren Verlauf der Arbeit stets die reellen
Zablen,
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d,ie reløtiae Projehti,onsÌionstante aon, X in Y. Ist X ein n.ormierter Vehtor-
røunt, so ist

P(X) ::'yp P(X,Y),

wobei d,as Suþrenr,unr. über alle norntierten, Oberuektorräum.e Y aon X genorn-
men wird,, die øbsolute Projehtionsh,onstønte aon X.

Da für jeden unendlich-dimensionalen Banachraurn, der separabel
ode¡ reflexiv ist, gilt (v91. l,r. lvr. DAr¿ f2] und A. cRoTHENDTECK tsl)

P(X): @,

konzentriert sich das fnteresse hauptsächlich auf die tserechnung absoluter
Projektionskonstanten endlich-dimensionaler normierter Vektorräume. Als
wesentliches Problem bei der Entwicklung einer allgemeinen Methode
zur Bestimmung von absoluten Projektionskonstanten endlich-dimensic-
naler normierter Vektorräume ergibt sich folgende Iìragestellung vorl
E. w. cHENEv und K, PRrcE [1]:

Gil,t fär jed.en, encllich-tlimetosionalen nornt'ierten Vehtorraunt, X

P(X) : sup P(X, Y),

uobei d,as Suþrentnm u,ur ,ilber øl,le end.lich-dimensionølen u.orm,ierten Ober-
uehtorrä'utne Y aon X genommen uird,)

Diese F'rage werden wir in Satz 10 positiv beantworten. Zt diesem
Zu'eck berveisen wir die oben genannte Aussage zunächst ftìr solche endlich-
dimeusionalen normierten Vektorräume, deren Einheitskugel des Dual-
raumes nur endlich viele pxtremalpunkte besitzt. Dann übertragen wir
dieses þrgebnis mittels eines Approximationsprozesses auf beliebige endlich-
dimensionale normierte Vektorräume.

Zavor stellen wir einige Hilfsmittel zusalnmen.

I, e m m a 2 (s. n. pHrr,Lrps l7)). Ist nt,(S) d'er Vehtorraunt, cler øuJ
tler Menge S beschrtinhtcn, yeellwertigen. Funhtiot'ten uerselten m.ít d,er Swþre-
11'rturnsnorn1., so gilt P(ru(S)) - 1.

I,emma 3 (u. n. cooDNER l4l .X sei ein Teilrøutt't, des nornt'ierten
Veh,torraumes Y mit P(y) :1; tlønn gilt P(X): P(X,Y).

Mit diesen Aussagen erhalten ¡n'ir folgendes Teilergebnis :

sATz 4. X seí eín end,licJø-d,imens'ionøler norrniertcr Vektorraum, øtnd,

clie E'inheítshwgel, d,es toþologiscken DuølraLLnLes X' (aerselten ntit d,er starh,en
Toþologie) basitze n,Lrl encllich uiele Extrem,alþunkte ¿ : {+ Q¡ = X' :

:1 ( i 4 hj, Danu. exislicrt ein n,ortnierter Oberaeletovrouuo Y aon X mit
tlen Eigenscltcrften

P(!') -_ l, P(X, I') : P(X)

ctnd, dinrY : h,
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Berueis. Nach dem satz von Krein-Milman gilt für die konvexe Häl1e
co (Z) der Dxtremalpunktmenge E uncl fär die Einheitskugel S(X') des
topologi-schen I)ualraumcs X' r'on X

.S(X') : co (E),

Hieraus ergibt sich mit dem Satz von lfahn-Banach fär jtdis x e X
lløll : sttp lx'(x)l:,':?î lor(x)1.

Hierbei ist die Abbildung

ll .ll:X = x+ lløll eIì
die Norm atsf X. Definieren rvir c1.en normierten Vektorraum tnh cT:urc]r.

?ylh: : (Ru,ll ll,)
rnit

ll . ll. : Rå = (ø,)1*i<¿ F+ 
f!?x lørl e R,

so ist die Abbildung

A : X = x,- (Qn@))t<¡<n e r?Lh

eine isometrische Einbettung. Durch rJmbenennen der Elemente Ax in
x :nnd durch Übernahme dér vektorraumstruktur sowie der Norm von
rnþ erhalten u'ir rnit r,emma 2 einen norrnierten obervektorraurn y von
X mit

P(Y) : P(rnh) :1.
Nach l,emma 3 gilt

P(X) : P(X,Y) und dim Y : dim nt'þ : h. 3
. Um die Aussage von Satz 4 auf beliebige endlich-dimensionale nor-

nrrerte Vektorräume übertrageî zú können, approximieren wir die Aus-
gangsnorm dur-ch geeignete neue Normen.

s.,lrz 5. (X, ll .ll) sei ein end,lich-d,itnensionøler nortnierter Vehtorrawnt,,
uncl die Menge E d,er hte der Einheitskugel. d.es Du.ølraumes
X' uon X bestehe aus une I x,iÁtiert zu jecler reellen
Zøhl | > s > 0 eine Norm ll,ll. wird, øls duale Norm
zoun Minhowskifunhtionø|, d,er øbs aco (8,,,) uon 8,,, tnit

lløll" < llrll < (t - e)-..11øll, fùr alte x e X.
Hierbei ist 8,,, eine geeignete endliche Teilmenge uon E.

Beweis. Da X ein endlich-dimensionaler norrnierter Vektorraum ist,
ist die Menge

¿S(X') ,: {*' e X'i llø'll : 1}

2
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kompakt. Damit existieren z1r jedel reellen Zahl 1 > e > 0 Punkte
yi e- âS(X') ftir I < i < d' mit der Eigenschaft:

Ztt jectem x' = ôS(X') existiert ein Elemenl yl¡" mit

llx'-yi"ll<".
tr'erner gilt für die Einheitskugel S(X') von X' lund für die konvexe Hü1le
co (E) von E nách dem Satz von Krein-Milman S(X') : co (E)' Also
existiert zu jedem yi f.nr 1 < i < d eine Darstellung.

5
ZUR BERECHNUNG 165

Ist nämlich
E*:{xi=X':1(l4m(e)},

so folgt aus einer Darstellung

xi : 
^' ft i 

(1 - À)/, mit 0 < À < 1 und .fr,.fr, = aco (8,,,)'

notwend.ig .fr,.f, = S(X') undsomit/, :.fz: xi¡,dax'¿ e E istfür 1< I <

< m. Ist andererseits Í = E, so existiert eine Darstellung
1I'I

ú: Drl.¿n . tl¡n mit À¡¿ ¡ 0,

Ferner definie¡en wir die Menge

,ri

E,,i: U ¿{xix}mitm:
I <d<d À:l

4.t

D loo : I und x'¡n€ E,
IN

nl

í *io

1n

Dn,i:r

wír 8,,, so, daß span (.E-,,,) : X'8i1t. Dann ist die
co (-Ð,,,) der Menge .E,, beschränkt, abgeschlossen
Also liefert das Minkorvskifunktional von aco (8,,)

eine Norm auf X'mit der Einheitskugel aco (E,,) (vgl. z.B. t. D. TAYLoR

l10l). Wegen der Inklusion aco (E',,) C S(X') gilt für die duale Norm

ll " ll, auf X:
lløll" < lløll für a77e x e X.

Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert zu jedem x e X ein Element
x,' e fS(X') mit x'(x) : llxll. Z,t .r' existiert ein Element yi" - aco (.8,,,)

mit
llx'-Y'o"ll<u.

Wir erhalten also

lløll : x'(x) <lyi"(x)l * ".lløll <

r'e aco l-E ì' , ltr'

: lløll" * r . lløll für alle x e X.

Insgesamt folgt für alle x e X

lløll" < llrll < (1 -- e)-' . llø11.. E

Bemerkung 6.
(a) Die Aussag-e aon Sa.tz 5 ist ttiuia.l erfüllt, følls die Einhei'tshugel

aon X' nur end,lich aiele Extremalþunhte besitzt.

(b) Frir d'ie Menge d'er Exlrenralþunkte Ë drr ÙIenge aco (E-) &tls
satzSgil't 

ã:t_ ,,,)uE^.

/:Ð\¿.xirnitflÀol <1.

Da / ein Bxtrernalpunkt von der Ëinheitskugel aco (8,,) in d-er Norm ll ' ll"',
ist, " die vom MinËowskifunktional von aco-(E,,,) erzetgt wird., gilt

l[/ll, : 1 und daher Dl^ol : t'

Wählen wir nun ein li, mit l).¿.1 ¡ 0 und io e {1, .,.,m\,so gilt

¡ : [:Ào,l . fr i (1 - lÀ¿,1) .,/,

rnit

,fr : sign \¡" xl"

und

d

/r:D xi= aco (8,,)l¿

I - lti.l

Aus der Annahme f _= E folgt also f :Ít und somit .f = Eu,U (- 8,,,).

Wir erhalten daher E : (- 8,,) U 8,,.
L e rn nr a 7 (n. CnüNBAUnr t6]). X und,Y seien not mierte Vehtorräume

und, d,ic Abb'ild'ung A:X +Y eit't, toþologischer Vehtorrøumisomorþhismus
ntit

Dann gilt
ll,4ll '11,4-'ll < À =R, tr #0

*.otol =P(x)çi,.P(Y)
I\{it Satz 5 und Bemerkung 6 erhalterr ¡¡'ir im Znsammenhang mit.

Satz 4

K o r o 11 a r B. (X, ll . ll) sei ein end.lich-d,irnensionøler moymierter

Vektorraum. Dann exiitievi ei,ne po¡ft normierter Vehtorr¿iøme (Xn)e.x mit
Xo:: (X, ll .llr, d,ie folgend,e E'igenschøften besitzt:
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(i) Für' jcd'e n'ati'irlicl¡'e Zaltl Ì¿ > | un'd' /i.ir jedes Element x e X gilt

lløllo < llrll < lJ 'llxllo,

(t1) Zu 1edem, nortnierten. Veklorra.unx Xo ex'ístiert ein endLiclú'itnensio-
nal,er norm,ierter Oberaektorrøunt' Y o mit

P(Yu):L und, P(Xo): P(Xn,Yn).

(äi) Es gitt

P(Xo) + P(X) für h -> oo.

Bcrpe,ís. Besitzt d.ie X' ntTr endlich viele
$xtremalpunkte, so ist z 4 erflJllt' I{at {X')
unencllicli viele Extrem wir gemäß Satz 5 zt
e: Ilh rnit k > | eine Folge normierter Vektorräume (X¿)r,=¡ mit
Xr:'(X,ll .ll¡) derart, daß ftii jedes À e N die Einheitskuge_l- des Dual-
tri*"s S(Xi) üur endlich viele Extremalpunkte besitzt und für alle x e X gilt

lløllo< ll4l < å. lløllo.

7 1-UR BERECHNIING

so gitt für ied,en Te'ílrøutn X1 uotr' X un'd' für A(X1) : Y1

1 ' P(Yr, Y) < P(x1, x) < r ' P(Yr' Y)'

167

Beaeis. Ist P(Xr., X) : to, so folgt p-(Yr']|i : 99; deun- a1ls

PU,.Y\ { oo würd5ät-j"¿" ii"tig" linärc Proiektion P:Y --' )" clie

Bìiti""i einer stetigen linèaren Projektion

A-1 'P'A:X->Xt
folserr. Analog erhalten wir atts PlYt:-Y) : co d'ie Gleichung P(Xy X) :. *'
iíÅ"*"ìt" """-Þiyr,"i;i 

;;d-Þ(x:;'Ð'< co. Dann iicfer' fúr ailc stctigerr

;;"í"k;;;; ÞìÏ ; i, und'Þ.: Y'+Yt die Tra'sformatio'en

P^;A'P'A-L:Y'Yt
und

(i)

Nach Lemma 7 lolgt
h-l P(xo)< P(x) * j; ,P(xu)

O.B,d.A. können s,ir annehmeu, daß die beschrânkte reelle Za]nlenf.olge
(P(X¿)),r=n kouvergiert, sonst rvählen u,ir eine konvergente Teilfolge.
Damit gilt

P(xo) < P(x) < lim :- P6o)

P^:A-r.P.A:X->Xt
stetige lineare Projektionen mit

llP¿ll < À'llPll und llPrll < À'llPll'

Somit erhalten wir

P(yt,Y) <l'P(Xl,X) und P(X'"X) <À'P(Y'"Y);

also gilt
r ' P(Y', Y) < P(x1, x) < )' ' P(Y1' Y)' I
À

Mit d.en nufl bereitgeStellten Ër berveisen rl-ir die zu l3egiiln

zltierte Vermutung volr. E' w. crlE PRrcE [1]'
s¡rz 10. Ist (X,1;.lÍ ';;;;dt 

na.ler nortn'ierter Vehtorra,ltttl'

d,ønn gil't
P(X) : suP P(X, Y),

d'li c h - d'i m' e n'si o n' al e n n' o r mi er t e n' O b e r -

ï:."?l f,i 
j î ii'ö'"ilî ;"i'i

ierten Vektorl-aulne Xo so lvählen,

daßfär allexeXgllt

llrllo < llrll < þ'llxll^
und. zu iedem normierten vektorraum xo ein endlich-dimensionaler Ober-

vektorraïm Yo existiert mit

P(Xo,Yo): P(Xo) und P(Yo) : 1'

h

.. h - |llm __
h+q h

und
rin P(Xo) < P(X) ç lim P(Xu).

Also folgt

(iii) l¡*r(*,) : P(x).

Da S(xr) nur endlich 1,isls pxtremalpunkte enthält, ist nach satz 4 die

Eigenschaft (ii) ebenfalis erfüllt. E

Ëûr relative Projektionskonstanten ergibt sich folgende I,emrna 7

entsprechende Aussage: - _--- 
iemma 9. Slnd. X und,Y nortníerte,e uncl rlic Abbil¿tr*g

A: X -->Y e'itt, toþolog'ischer Veh,torrøumisont, tttit r¡ ,,*

llAll'llA-'ll < ì =R, À 10,
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Zt einer vorgegebenen reellen Zahl e > 0 bestimmen u'ir eine natürliche
Zahlho)lmit

I

ergibt sich für jedes Elerreenf" y e Y¡. die Abschätzung

llA-,(ùll_: Ilyll_ : lnax fll-rllou,, itB ly'(y)t) <

* #ï.lwltnu.,
da nach Konstruktion von G für aTle y' = C gilt

llt'lloi"* #
Wir erhalten also

ll,4-'ll <fr ""ull,4ll 
,11,4-rl¡ ç--&.-

Mit I'emma I folgern rvir

P(x,,,, Y¿.) ( #\. P(X,th,),

da A(X) - f,r," ist. Insgesamt gilt die Abschätzwg

1'(X) < P(Xr") + t: P(Xu", Yu,) + ; <

* # ' P(x, io,) l-; <

< P(x,70,) l-rÏ .P6)-l-; 
= 

P(x,Íe") 1- e.

Da e ; 0 beliebig gewählt war, ist die Behaupturrg bewiesen. E
Die in dieser Arbeit dargestellten Ërgebnisse werden in [B] und [9]

dazu vetrvendet, eine allgerneine Methode zur Bestimmúng von absoluten
Projektionskonstanten endlich-dimensionaler normierter Vektorräume her-
zuleiten.

B 169

P(x) < p(xu")Ii 1 -p(x) < "
L1 I¡,0

uud

Nun konstruieren wir einen geeigeneten norr¡.ierten ObervektorÍatJm Y1,o

von X. Jedes ø' e X' ist ebenfalls ein Ðlernent aus Xi, mit

llx'll*i, * å .llx'll*,.

Aiso existiert insbesondere zu jedem %' e X' lrrrit llx'lly, : 1 nach dem
Satz von Hahn-Banach eine stetige F'ortsetzung *' = Yi," t'ttlt

llÌ,ll"i,* #
Wir definieren nur die Menge

G::[^l' e V! 'lln¡tll . -J^ 11.l- = Y;":lly'llu't, < a:; u"¿ llY'lxllx' : 
)

Die Abbildung

ll . ll- : Yko = y 4 rnax (lÞll,'o.,sttp ly'U)l) = n

liefert eine l{onn auf dem Vektorraum Y¡,.. \Ä/ir definieren daher den nor-
mierten \rektorraum ?,,,, durch

i¡":: (Y0", Il "ll-).
Ferner induziert die Norrn .,on io" auf X die Ausgangsnorm; denn für
alTexeXgilf:

lløll_ : nrax (llølly,," , sttp ly'@)D : 
.

: max (llxll*,,,, lløll) : lløll.

Also ist lr^ cin endlich-dimensionaler normierter Obervektorratrr von X.
Um I,emmä 9 anw"nden zu können, bestirnmen wir nun die Norm des
topologischen fsomorphismus

A:i¡" = y *| ! e Yn,.

Für jedes Element ! e ia, gilt

ll,4(v)llou.: llyllou" < IlYll-;

also folgt ll,4ll < 1. Unter der inversen Abbildung

A-t:Yp,=Y+!=io,
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SUR CERTAINES SUITES DE FONCTIONNEI'I,ËS
par

roN RASA
(Cluj-Napoca)

0. On considère 1a suite (A")l-3 olt A,:Cla,bl + R, n:7,2, "'
Soit øo e la, bl.

I)'après un théorème de p. p. KoRo\¡KrNE, si
1" An est linéø'ire et þositiue, n : 1,2, . . .,
2" A,(l) + l, A,,(x) + xo, A(xz) -+ xf;,

alors A*(f) -f(xo) þour ch'aque fonction f = Clø, bl.
Nous dérnontrons un résültat plus général:

- au lieu de l'ensemble des fonctionnelles linéaires et positives nous
a11ons introduire ul1 ensemble Ç plus vaste de fonctionnelles linéaires,

- les conditions 2 o seront remplacées par

l)(A,) : A*(x') -41Ð -0.AuÍ\

Alors la suite (,4,,(/)) ne sera pas, en général, convergente;nous pol1vol1s
indiquer seulement iá limite inlérieure et sa limite supérieure. I)'ici on
peud .,--etrou\¡er le théorème c1e xonot¡r<rNp comme un cas particulier '

Pour une fonctionnelie ,4 = Ç le nombre b(A) coincide a\¡ec la norl11e
(dans un espace dual bien précisé) d'une fonctionnelle attachée à A; on
verra que cã nombre a aussl la signification d'une \/ariance. D'ailleurs les
résultais indiqués ont des iuterprétations naturelles en théorie des proba-
bilités' Nous obtenotrs ainsi une formule de la moyenne pour les lnoments
d'une variable aléatoire bornée, et certaines propositions en liaison avec
la bien connüe ,,méthode des moments".


