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Zahlréiche Autoren (vgl. etwa ®. w. cENEY und x. PRICE [1],
D. J. H. GARLING und v. corpON [3], D. B. COODNER [4] und B. GRUN-
BAUM [6]) untersuchten stetige lineare Projektionen P:Y — X, wobei X
ein Teilraum des normierten Vektorraumes Y *) ist, um durch Py € X
eine glinstige Approximation des Elementes y € Y zun gewinnen. Die
Abschitzung (vgl. . w. cEHENEY und K. PRICE [1])

ly — Pyl| < (1P| + 1) - dist (y, X),
mit
dist (y, X): = inf ||y — 4],
zxeX

zeigt, daf die GroBe |P| ein MaB fiir die Approximationsgiite von y € Y
durch Py = X ist. Deshalb treffen wir

Definition 1. Ist X ein Teilvaum des novmierien Vektorraumes Y,
so heift

iy inf {|P| € R:P stetige lineare Projektion von Y auf X} .
(X, ¥): = 0o, falls keine stetige lineare Projektion von Y auf X existiert

*) Als Skalatkdtper verwenden wir im weiteren Verlauf der Arbeit stets die reellen
Zahlen,
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die relative Projcktionskonstante von X in Y. Ist X ein novmierter Vektor-
raum, so ist

P(X): =sup P(X,Y),
Y

wobet das Supremum iiber alle normierten Obevvekiorrdume Y von X gemom-
men wird, die absolute Projektionskonstante von X.

Da fiir jeden unendlich-dimensionalen Banachraum, der separabel
oder reflexiv ist, gilt (vgl. M. M. pavy [2] und A. GROTHENDIECK [5])

P(X) = o,

konzentriert sich das Interesse hauptsichlich auf die Berechnung absoluter
Projektionskonstanten endlich-dimensionaler normierter Vektorrdume, Als
wesentliches Problem bei der Entwicklung einer allgemeinen Methode
zur Bestimmung von absoluten Projektionskonstanten endlich-dimensio-
naler normierter Vektorrdume ergibt sich folgende Fragestellung von

L. W. CHENEY und K, PRICE [1]: '
Gilt fir jeden endlich-dimensionalen mnormierten Vektorraum X

P(X) =sup P(X,Y),

wober das Supremum nur siber alle endlich-dimensionalen normierten Ober-
vektorriume Y von X gemommen wird?

Diese Frage werden wir in Satz 10 positiv beantworten. Zu diesem
Zweck beweisen wir die oben genannte Aussage zundchst fiir solche endlich-
dimensionalen normierten Vektorriume, deren Einheitskugel des Dual-
raumes nur endlich viele Extremalpunkte besitzt. Dann {ibertragen wir
dieses Ergebnis mittels eines Approximationsprozesses auf beliebige endlich-
dimensionale normierte Vektorriume.

Zuvor stellen wir einige Hilfsmittel zusammen.

Lemma 2 (s r. pHILIIrS [7)). Ist m(S) der Vektorvaum der auf
der Menge S beschrinkien veellwertigen Funktionen versehen mit dey Supre-
mumsnorm, so gilt P(m(S)) = 1.

Lemma 3 (p. B. cOODNER [4]). X sei ein Teilvaum des normierten
Vektorraumes Y mit P(Y) = 1; dann gilt P(X) = P(X,Y).

Mit diesen Aussagen erhalten wir folgendes Teilergebnis :

satz 4. X ser ein endlich-dimensionaler wnormierter Vektorraum, und
die Einheitskugel des topologischen Dualvaumes X' (versehen mit der starken
Topologie) besitze nur endlich viele Extremalpunkte E = {4 ©;, € X':
11 <1 <k} Dann existiert ein wnormierter Obervektorraum Y von X il
den Eigenschaften

PY) =1, P(X,VY) = PX)
und dimY = k.
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Beweis. Nach dem Satz von Krein-Milman gilt fiir die konvexe Hiille
co (E) der Extremalpunktmenge E und fiir die Einheitskugel S(X’) des
topologischen Dualraumes X’ von X

S(X") = co (E).
Hieraus ergibt sich mit dem Satz von Hahn-Banach fiir jedis ¥ € X

I = sup |(x)] = max 9(x)]

1<ish
Hierbei ist die Abbildung
[: X = 2| = R
die Norm auf X. Definieren wir den normierten Vektorraum m* durch
mt = (RE|||,,)

mit

» R¥ 2 (x%)1<i<p — max |x;] R,
1<igk

so ist die Abbildung
A:X 5 x> (D,(%)1<i<k E mb

eine isometrische Finbettung. Durch Umbenennen der Elemente Ax in
% und durch Ubernahme der Vektorraumstruktur sowie der Norm von
m* erhalten wir mit I,emma 2 einen normierten Obervektorraum Y von
X mit

P(Y) = P(mt) = 1.
Nach Lemma 3 gilt
PX)=P(X,Y) und dim Y = dim m* = k. B

Um die Aussage von Satz 4 auf beliebige endlich-dimensionale nor-
mierte Vektorrdume iibertragen zu kénnen, approximieren wir die Aus-
gangsnorm durch geeignete neue Normen. :

sarz 5. (X, ) sei ein endlich-dimensionaler novmicrter Vektorraum,
und dic Menge E dev Extremalpunkic der Einheitskugel des Dualvaumes
X" von X bestehe aus unendlich vielen Punkien. Dann existiert zu jeder veellen
Zahl 1 > &> 0 eine Norm |||, auf X, die evzeugt wird als duale Norm
zum Minkowskifunktional der absolutkonvexen Hiille aco (E,) von E, mit

lelle < Il < (1 — )= - |lxlle fitr alle x = X.

Hierber ist E,, eine geeignete endliche Teilmenge von E.
! Bewezs. Da X ein endlich-dimensionaler normierter Vektorraum ist,
ist die Menge

IS(X'): = {x' e X': ||| = 1}
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kompakt. Damit existieren zu jeder reellen Zahl 1> e>0 Punkte
yi e 3S(X') fir 1 <7 < d mit der Eigenschaft :
Zu jedem x' € 9S(X’) existiert ein Element yi mit

Iv" — yill < e
Ferner gilt fitr die Einheitskugel S(X’) von X’ und fir die konvexe Hiille

co (E) von E nach dem Satz von Krein-Milman S(X’) = co (E). Also
existiert zu jedem yi fiir 1 < ¢ < 4 eine Darstellung.

N
’1

&
y; = 2 )\ik , x,,,'k mit )\jk > 0, E 7\ik = 1 und x*{ke E'
k=1 k=1

Ferner definieren wir die Menge

" d
Em: s U U {xtlk} mit m = 21%1

1<igd k=1

Gegebenenfalls erginzen wir E,, so, da span (E,) = X' gilt. Dann ist die
absolutkonvexe Hiille aco (E,) der Menge E,, beschrinkt, abgeschlossen
und absorbierend in X’. Also liefert das Minkowskifunktional von aco (E,,)
eine Norm auf X’ mit der Finheitskugel aco (E,,) (vgl. z. B. A. ©. TAVLOR
[10]). Wegen der Inklusion aco (E,) C S(X') gilt fiir die duale Norm
|« lle auf X:

lIzlle < |17l fur alle x € X.

Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert zu jedem x € X ein Element
¥ € 8S(X’) mit #'(x) = ||¥]. Zu &' existiert ein Element yi, < aco (E,)
mit
2" — yill <.
Wir erhalten also
2l = &"(%) < i) + & - [l <
< sup  y(x)] + & - x4l =

¥’ € aco (Em

= ||x|le + ¢ - ||#|| fur alle x = X.
Insgesamt folgt fiir alle ¥ € X
flolle < liall < (1 — )= % - ]l

Bemerkung 6.

(a) Die Aussage von Satz 5 ist trivial erfiillt, falls die Einheitskugel
von X' nur endlich viele Exiremalpunkie bestizt.

(b) Fiir die Menge der Exivemalpunkte E der Menge aco (E,) aus
Satz 5 gilt

E = (- E,) UE,,
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Ist nimlich
E,={xl < X :1<1i<m()}
so folgt aus einer Darstellung
w=xr-fi+ (1 —=2f, mit 0 <A< 1und f, f,, € aco(E,).
notwendig f1, f; € S(X’) und somit /; = f, = i, daxl e Eistfr 1 €4 <
< m. Ist andererseits f € E, so existiert eine Darstellung

oY

F=D 0% - mit ) 2] <L
i=1 i=1

Da f ein Extremalpunkt von der Einheitskugel aco (E,,) in der Norm I * [less
ist, die vom Minkowskifunktional von aco (E,,) erzeugt wird, gilt

Iflle =1 und daher Dot = 1t
=1

Wihlen wir nun ein 2;, mit |%;,| >0 und i, = {1, ..., m}, so gilt
F=Mal A+ 1= 1) S
mit
fi =sign N, - %/

und

fo = —— . xi= aco (E,).

=1 1—1x1

i#4,
Aus der Annahme f = E folgt also f=f, und somit f € E,, U (— E,).
Wir erhalten daher E = (— E,,) UE,,.

Lemma 7 (3. cRUNBAUM [6]). X und Y seien normaievte Vektorrdume

und die Abbildung A :X —Y ein topologischer Vektorrawmisomorphismus
mit

Al - l4=Y < x = R, » #0.
Dann gilt

;1 . P(Y)e P(X)< ) - P(Y).

Mit Satz 5 und Bemerkung 6 erhalten wir im Zusammenhang mit

Satz 4 -
Korollar 8 (X,|+|) sei ein endlich-dimensionaler normierier

Vektorraum. Dann existiert eine Folge normierter Vektorriume (X, )rex mit

X,:= (X, ||+ |l.), die folgende Eigenschaften besitzt :
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(i) Fiir jede natiivliche Zahl k > 1 und fiir jedes Element x = X gilt

k
llxlle < fall < = - (1%

E—1
(i) Zu jedem mormierten Vektorraum X, existiert ein endlichdimensio-

naler normierter Obervektorvaum Y, mat
P(Y,) =1 und P(X,) = P(X,, Y,).
(iii) Es gilt
P(X,) » P(X) fir k = c0.

Bewers. Besitzt die Hinheitskugel S(X’) von X' nur endlich viele
Extremalpunkte, so ist die Behauptung nach Satz 4 erfiillt. Hat S(X')
unendlich viele Extremalpunkte, so konstruieren wir gemdfl Satz 5 zu
e=1/k mit k> 1 eine Folge normierter Vektorriume (X,)sen mit

X, = (X, ||+ [l;) derart, daB ftr jedes k =N die Einheitskugel des Dual-
ratumes S(X}) nur endlich viele Extremalpunkte besitzt und fir alle ¥ = X gilt

] k
) Il < 1l < =2 -

Nach Lemma 7 folgt

k—1 > k
— - P(X,) < P(X)< —

VA

. P(X,).

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, daB die beschrankte reelle Zahlenfolge
(P(X;))een konvergiert, sonst wihlen wir eine konvergente Teilfolge.
Damit gilt

k—1 i

lim === . P(X,) < P(X) < lim - P(X,)
k—00 k k—roo fo— 1
und
lim P(X,) < P(X) < lim P(X,).
k—+c0 k—rc0
Also folgt
(iii) lim P(X,) = P(X).

h->00

Da S5(X;) nur endlich viele Extremalpunkte enthilt, ist nach Satz 4 die
Higenschaft (ii) ebenfalls erfillt. B

Fir relative Projektionskonstanten ergibt sich folgende Lemma 7
entsprechende Aussage:

T,emma 9. Swmd X und Y normierte Vektorriume und dic Abbildung
A: X — Y ein topologischer Vektorraumisomorphismus mit

|4l - 470 < & =R, A #0,

[T
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so gilt fiir jeden Teilyaum X, von X und fir A(X,) =Y,

L. py,Y) < P(Xy, X) < 2 P(Y,Y).
A

Bewets. Ist P(X,, X) = o, s0 folgt P(Y,, V) = oo, denn aus
P(Y,, Y) < oo wiirde fiir jede stetige lineare Projektion P:Y - Y, die
Existenz einer stetigen linearen Projektion

A_I'P'A:X"Xl

folgen. Analog erhalten wir aus P(Y,, Y) = oo die Gleichung P(X,, X) = .
Es gelte nun P(Y;, Y) und P(X,, X) < . Dann liefern fiir alle stetigen
Projektionen P:X — X, and P:Y =Y, die Transformationen

PgiA P A1 Y >V,
und 1

P,4-*- P - A:X—>X,
stetige lineare Projektionen mit

1Pl <A /Pl und P4l < A - |IP].
Somit erhalten wir
P(Y,Y) € 2 P(X,, X) und P(X;, X) < 2 P(Y, Y);

also gilt

L. py,Y) < P(X, X) <A P(Y,Y). B
A
Mit den nun bereitgestellten Frgebnissen beweisen wir die zu Beginn

sitierte Vermutung von E. w. CHENEY und X, PRICE [1].
sarz 10. Ist (X, ||+ ||) ein endlich-dimensionaler normierter Vektorraum,

dann gilt
P(X) =sup P(X,7),
Y

wobei das Supremum nur idiber alle endlich-dimensionalen novmierien Qbey-

vektorviwme Y von X genommen wird. _
Beweis. GemaB Korollar 8 existiert eine Folge von normierten Vektor-

raumen (X )peny mit X, = (X, |- ll,) und PX,) — P(X) fiir k — co.
AuBerdem kénnen wir fiur k > 1 die normierten Vektorrdume X, so wihlen,
daB fiir alle x € X gilt

R e

und zu jedem normierten Vektorraum X, ein endlich-dimensionaler Ober-
vektorraum Y, existiert mit

P(X, Y,) = P(X,) und P(Y,) = 1.
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Zu einer vorgegebenen reellen Zahl ¢ > 0 bestimmen wir eine natiirliche
Zahl &y > 1 mit

P(X) < P(X,) + und P(X) <

E €

£ < =,

2 o — 1 2

Nun konstruieren wir einen geeigeneten normierten Obervektorraum Y,
von X. Jedes x" € X' ist ebenfalls ein Flement aus Xj mit

kq
ko — 1

’
120, <

Also existiert insbesondere zu jedem %' € X’ mit |4’y = 1 nach dem
Satz von Hahn-Banach eine stetige Fortsetzung %' = Y}, mit

ko
Ry — 1

;<
0

Wir definieren nun die Menge

’ ! I3 kO ’
G:={y =Vilyly, < wd Wyl =1},
. [
Die Abbildung

~ Vi 2y max (lly,,, sup ly'0))) =

liefert eine Norm auf dem Vektorraum Y. Wir definieren daher den nor-
mierten Vektorraum Y,(D durch

Ykﬂ: = (Yk.,: ” : ”N)

Ferner induziert die Norm von Y,, auf X die Ausgangsnorm ; denn fiir
alle x & X gilt:

], = max

Sip Y (0)) =
= max (|xllx, , I%ll) = [=]|.

Also ist Y,g ein endlich-dimensionaler normierter Obervektorraum von X.
Um Lemma 9 anwenden zu koénnen, bestimmen wir nun die Norm des
topologischen Isomorphismus

A117k0 2y—~y EY,.
Fir jedes Element y = lN/ko gilt
ANy, = llvy, < 2125
also folgt ||A|] < 1. Unter der inversen Abbildung
A1 Yy, 2y -y = ?ko
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ergibt sich fiir jedes Element y € Y, die Abschitzung
1471 = Il = max (ylly, . sup ly'()) <
0 ye

< bl

da nach Konstruktion von G fur alle ' = G gilt

ko
o — 1

”.y ”y \

Wir erhalten also

473 < ey amd A A <

o — —1
Mit Lemma 9 folgern wir

ko
ko — 1

P(Xu, Vi) < P(X, Y4),
da A(X) = X,, ist. Insgesamt gilt die Abschitzung

P(X) < P(Xu) + = P(Xu, Vi) + = <

< —2— P(X, Y3,) 4+ = <
S =T P( k) T3

< P(X, V) 4 —

L PX) < P ) e

o
Da ¢ > 0 beliebig gewihlt war, ist die Behauptung bewiesen.

Die in dieser Arbeit dargestellten Frgebnisse werden in [8] und [9]
dazu verwendet, eine allgemeine Methode zur Bestimmung von absoluten
Projektionskonstanten endlich-dimensionaler normierter Vektorrdume her-
zuleiten.
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