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SUR CERTAINES SUITES DE FONCTIONNEI'I,ËS
par

roN RASA
(Cluj-Napoca)

0. On considère 1a suite (A")l-3 olt A,:Cla,bl + R, n:7,2, "'
Soit øo e la, bl.

I)'après un théorème de p. p. KoRo\¡KrNE, si
1" An est linéø'ire et þositiue, n : 1,2, . . .,
2" A,(l) + l, A,,(x) + xo, A(xz) -+ xf;,

alors A*(f) -f(xo) þour ch'aque fonction f = Clø, bl.
Nous dérnontrons un résültat plus général:

- au lieu de l'ensemble des fonctionnelles linéaires et positives nous
a11ons introduire ul1 ensemble Ç plus vaste de fonctionnelles linéaires,

- les conditions 2 o seront remplacées par

l)(A,) : A*(x') -41Ð -0.AuÍ\

Alors la suite (,4,,(/)) ne sera pas, en général, convergente;nous pol1vol1s
indiquer seulement iá limite inlérieure et sa limite supérieure. I)'ici on
peud .,--etrou\¡er le théorème c1e xonot¡r<rNp comme un cas particulier '

Pour une fonctionnelie ,4 = Ç le nombre b(A) coincide a\¡ec la norl11e
(dans un espace dual bien précisé) d'une fonctionnelle attachée à A; on
verra que cã nombre a aussl la signification d'une \/ariance. D'ailleurs les
résultais indiqués ont des iuterprétations naturelles en théorie des proba-
bilités' Nous obtenotrs ainsi une formule de la moyenne pour les lnoments
d'une variable aléatoire bornée, et certaines propositions en liaison avec
la bien connüe ,,méthode des moments".
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Nous avons obtenu ces résultats à l'aide de la théorie des fonctionnelles
de la forrne simple, qui a été élaborée par rrBERru popo\/rcru. Nous
tenons aussi à remercier le prof. dr. doc. Er,ENÀ popovrg1u,

l._Soit lcr,bf tn intervalle borné et fermé cLe l,axe réel. par l, x, xz
lrorls 

^ 
désignerons les fonctions réelles -f o, -f ,,/, définies sur [a, ó]-teiles

\re,,f¿U) : fi, t - lo, bf, i :0, 1, 2. Soit- Cia, U1 l,espace dei 
.foäctions

réelles définies et continues sur [ø, å].

- Pour x,o e lø,bf considérons le cône 11.,," : {Í = Cfa,b)lf(xo) :0,
/ convexe d'ordre 1 sur [ø, ó]].

Déf inition 1. On_dit_que la. fonctionnelle A: Cla,bl+R est
g-þos'itiue s'il exíste xo e Ln,bl tel que A(I(,") c (0, f oo).

. . loi-t. Ço l'enserirble des fonctionnelles linéaires et g-positives. 11 est
aisédedémontrerqggli A = qretsi øo e la, bltel que ¿\x^") c (0, f oo),
alorc A(x) : xo . A(1).

Bgot tout xo e lø, bf soit d,r"la fonctionnelle de DrRÀc : d,,(f) :f(xo),
Í u Cla, bl.

Soit D : {d,"lxo = la,bl\.
Posons 9:8oUR.D.-
D éf initio n .2. ,On.dit que lafonct,ionn,ell,e linéøire A:Clø, b] + Ra l,c d,egré d,'exact'itttd,e 1 si A(1) : A(x) :0, A(xr) I 0.
Déf inition 3_ (rrn4nru po ), On dit que l,a e

linéøire A : C lø, bl -> R qui a Ie d.e titud,e / ,ri d,, la et!, !?"1 -tout f e Cla.,bl, on þeor,t s l:o,ints xo, xt, x e

la, bl tels qu,e

A(.f) : I{fxo, xr xzlfl.
oìt, le nombrc I{ * 0 est i,nd,éþend,ant de l.a fonction [.

r'a symbole lxo, x1, xr;fl sigttitie la diff¿r"r""" divisée de la fonction
/ strr les points xs¡ x1, x2.

soit st l'e'scmble des fonctio' Lelles linéaires. sur c Lø, bf, du degré
d'exactitude 1, de la forme simple, et clui prennent la valetù | Jur xz.

I,e théorèrne qui va suivre est dir à rrnDnru popovrcru.
rrrÊonÈurì 1. Si S : Clø, bl --> R est linéaire et si
1) 5(1) : S(ø) : 0, S(ø2) : 1,
2) S(Í) t' 0 þour toute fonction f conacxe d,ord,re l,

alors S e Et.
Pour 1a démonstratiorr on peut consulter [2], tg]. pour toute fonc-

tionnelle A: Cla, b] + R notons

S SUR cÈnraiñÊs surrsS 1.Zs

la démonstration .s'appuie sgr 1_e_ théorèrne 1 et sur l'observation qrle
si ,4_e 9o,..71ors il existe %o - la, bl tel clue ,4 (x) : A(l)xo. r

lln utilisant lc théorème 1 et un résultat qt1'on perrt irouver c1a¡s
[5] (théorème 1), on peut dérnontrer le

Lemme 2. si A:clø,b]+R est une fonctíonneile rinéøire et

þositiae nonnul,le, et si nous þosons xo:4-@-, alors ,il existe S e Er tel qøte

(i) A:A(t)d""+b(A)s, 
A(1)

(i1) b(A) > 0,
(iii) si b(A) :0, ølors A e R . D.
{Jn cas particulier de ce lemme est étudié dans [1].
Maintenant il est aisé d'utiliser 1es lemmes 1 et 2 pour démontrer le

. T HnonÈlrn 2. si A :c fa, bl + R est une fonctionnell,e linéaire et þosi-t'íae,alorsAeq.
Le résultat suivant décrit la structur.e de l,ensemble €
pRoposrrroN r. "¡ 5f /,.= tr:ï'1 = R, , > O, Aoirxr¿ = 0¡.b) .9i

Ar, A, e Q et Ar(1) Þ 0, AD\) ) 0, alors A, -¡ Ar' = q.
Dén'totostratíon. I.'affirrnation a) peut être vérifiée à I'aide clu lemrne 1.
b) Soient xn e fa,bl, S, e 5r tels qge

A,: AJt)d,,+ b(A¡)so, i:7,2.

I,a fonction'elle Ao : Ay(!)d", + Az(l)d," est iinéaire et positive,
99t1". ¿, 

^e Q. Alors .z1o : Ao(l)d," 1, b(Ao)So,' ot xo ,= la, b), ^S.o 
= "sr,b(Aò > 0.

Soit 1J : b(,,i0)S0 + ¿/(,,1r)Sr J- ö(..1r)Sr,
On a A, -f Az : Ao0)ú," + ß.
Si ó(1o):b(Ar):b(Az):0, alors B:0etA7-l- Az = Il .D Cq.S'il cxiste i = {0, 1,2} tel : b(A,) + 0, alors A(l) : B(x) :0,

B(f) > 0 pour torrte fonctión con re d)oidrc 1. Donc B('x;¡, O.' '

Soit S : =+. I,e théorème 1 montre qtle S e Sr.B(r')
Alo's,41 I Az: !00)t1,"+ B(xr), S, d'oiril¡és,lteque/1 I A, = €r.
I,e théorènne est donc démontré.'
soit maintenant s: la, b) -> R une fonction à variation bornée, et

roN RA$Ä 2

considérons la fonctionnelle S : C la., bl -+ R, définie par S(/) :

tHnonÈrvrn 3. Si
i,u,o,ut

b(A) : I
I

A@'z) - X, si A(r) t 0

A(*'), si ,4(1) : 0. 0)dt

l)

1") s(ø) : s(b) : 0, 
ls(r

f, e m'e 1. La foncti,onne.lle linéq.ire A: Clø, b) -+ R, est g-þositiue
si. et 

.scule.tnent^si. b(A) t 0 et il exi,ste xo = le, bl et S = \ tels qut À': A(1)
d,,+b(A).5,

2) il,, exist-e no e (ø, b) tel. que s(l) > 0 þour t = lø, *o) et s(l) < 0
þour t = (tco,bl;
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3') 
ts(t)d.t 

> 0,

ators S(x2) > 0 et -s,(rï = ut'

Déntonstrettion, De l') on cleduit S(1) : S(ø) :0.
Soit/ = Clq., ól convexe d'ordre 1, telle que S(/) < 0. Alors

I,Iais s est rlne fonction continue presque partout, et il existe un ensemble
M Cla, bl de.mesure positive tel que s(t) + 0 pur I e IVI þf..3') ; d'orì
il est aisé d'obtenir úne contradiction avec (6).

Donc S(f) ¡ 0 pour toute fonction / = Clø, D] conyexe d'ordre 1;
il reste à utiliser le théorème 1.

A l'aide du théorème 3, nous pouvons construi¡e des fonctionnelles
cle @ qui ne sont pas positives.
Solt' s'n: [0,2æ] -+h, irlt¡ :.itr7t et posons S¡:Cf0,2æl + R, S¡ff) :

2f 2ß

:ltVld.s¡(t):l\tllcositd.t, pour i :7,2, "'
00

On a S¡(l) :0,kS¡ e os. Cq, i:1,2,..,
2ß

Si sof) : +\Í(t)dt, alors So(1) : æ, So € 9,

s dJ

I cls : - S(/), donc

b

J
a

(1)

. I,e point ,x¡ étanl intérieur à f intervalle fa, b), il existe (cf. [S]) un
po11'¡$-" 1 de degré I tel que

(2) þ(xo):f(x,); þ(x) <Í(x) po11t x e fa,bl, x * xo.

On a S(1) : S(r) : 0, c1olc S(1) : o, i.e.
Nlais A(f):J (;r_cosrf ...1- cosnt)Í(t)ct,:lr"(,).f(t)dt, oir D,,

est le bien connu noyau de rrnrcHr,Er. 
0

I1 est clair clue la fonctionnelle ,4 n'est pas positive.

2. Soit þ:Cla, Dl + R U {+ .o},

þ(f) : suP {llno, xr, xriÍ)l: a < xo 1xt' 1xr 4 b},

et soit Xr: {f = Cla.,Ul:þ(il < + .o}.
Alors X, est un sous-espaðe-r'ectoriel'de Cln, ll], et þ: X, + R est une
prénorme.

Soit Pt C X, le sous-espace ayant comme éléments les polynômes
de degré 1. I1 est clair clue Pt: þ-t({0}), donc Pr est tln sotls-espace
fermé de (Xr,l>).

T,'espace quotient X : XtlPt sera muni cl'tttte notme si nous posons

ll,f ll¿ : inf {þ(f -l q) : q = P'} ;

ici / e X est la classe d'écluivalence de / s Xr.
I1 est aisé de vérifier que ll,f llp : þ(Í).
Soit ,zl e Ç, donc A - AÍi d.;"+b!).s orì xoelø, ól s e Et. Considé-

rons la fonctionnelle F: X - R, F(ñ: Ø - A(l)d,")(f), oìt J e/,
On peut démontler que F e X* et que llFll : b(A).
Si notts faisons la couvention dc noter 1ì - A - A(l)d'"", alors

(7) b(A) : llA - A(\)d."ll,

la norrne étant celle de X*.

sd,f>0
J 0

Soit ,4 : Cl},2rcl -> IL, A : So *
D'après la proposition 1, A = q.

D 1

J

(3) \ srlþ:0

l

l

J
rl

J
ô

De (l) et (3) on déduit

(4)
J
sd(Í-þ) >0

l)

4

I-,a fonction f - þ est décroissante sur fct , xof et croissante sur fxo, ltl;
donc 2') nous montre qrle

ro l)(5) t'ot¡-þ) < 0,tsaff-p) <0,
Q xo

b

Ii réstrlte 
\t 

OV - þ) : O, et d.onc

xo

i6) \ "t¡ - þ) :0, 'd(Í-þ):0
I)

I
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Donc on peut énoncer le
rnÍìonÈup 4. Si A, e 0r, t),,(x) : x,,. A,(I), n:1,2, ..., alors les

rl¡irnrnt'íons :
(i) b(A,,) + 0;
(ri) A" - A,,(l)d,,' + 0 punctuellement dans Xf ;

(rri) A,, - A,,(I)d,n + 0 fortement dans X* ;

sont équiuølentes.
L'affirmation (ii) signifie que si .f = Clct,bl, þ(f) < f co, alors

lim inf A,,(l) : lim inf A"(1) 'f (x,,)

lim suP A,,(Í) :lin suP A,,(l) '"f (x").

l)ésignerons par ll .lì, 1u norme de tcnÉBycHEV sur Clø,b1.
rsÍionÈvrp 5. Soi.ent A, = 9, continues su,r (Cla,bl, ll,ll"), et x,, e

- la, bf tel,s clue A"(x) : x,,A,,(I), n : I,2, . . .

Si ta suite (llA,,ll,):i est born'ée et si b(A,,) "+ 0, ølors quelle qu,e soi,t la fonct'ion
I o' c la, bl:

linr inf A,,(f) :lim inf A,,(l) .f (tc,,)

lim sup A,,(f) : lim sup A,,(l)' f(x,,)

Détnonstration. Soit llA,ll" < I{, n:1,2, .... Si / = Cla',b1, et

e > 0, alors i1 existe nn polynôme þ tel que lll -- þll" < -1 . Donc:

(B) lA,,(f)-A,,(þ)l < llzJ,,ll,.lr-þ1"<3 , n:7,2,..,
Il est ciair c[re þ = Xr; coriformément au th.éorème 4, i1 cxiste ht e N
tel c¡,re

(9) lA,,(þ) - A,(l)d,,,(Ðl<2, n:rtr,kt-l- 1,...

Rcmarquons que ltl,,(l)l < ll,4,,ll" < 1(, et clue ll@.) - þ(x,,)l a io,
1o:1,2,.... Donc

(10) lA,,(t)d,,(þ) - A,,(t) d,,,u)|. å, n : 1,2, . .. .

De (B), (9) et (10) on déduit que si % 2 !tt, alors lA,,(f) - A,,(l)d,,,U)l < ,.
Donc A*(f) - A,(l) 'f (x,,) +0;7a conclusion du théorème 5 en résulte

immédiatement.
11 est aisé d'obtenir le théorème de r<onovr<rNE comÍ1e t1n cas particulier'

3. Soit (Q, K, P) un champ de probabilité, et X : [ù -+ la, å) une
variable aléatoire bornée.

Désignerons par F sa fonction de répartition. Alors t¡(ø) :0, F(b) : 7,

et F est nondécroissante sur la, b).

SUR CERTAINES SUITES

Considérons la fonctionnelle linéaire et positive

6 7 izz

l)

A: cla, b) -+ It, A(Ð : 
\tVl 

anVl
ø

Sj ,44(X) .et Dz(X) sont l'espéra'ce mathématique et la vatiarrce de X,
alors ,4(*).: M(4), b(A) - Dr(X), donc le nombre b(A) a la sig'ification
cl'une variance. Soit 171u(X) le rnoment d'ordre l¿ e N de X. "T'nÍtonÈu¡) 6. Si X: f) -- lø, b) est une aøriable aléatoire bornée, øIors
qotel que soit le e N il ex,iste c e (ø, b) te|, que

(11) Mo6) - x,rh(X) :o*;) Dz(X) . ch-z

l)érnonstrøtion. Sort r, : + : A,I(X).

Alors, d'après 1e letrme,, tt Í-Jil," s e Sr tct que l,on ait
(12) A :A(l)d""!b(A)s,":d,"lDz(X). s.

Ìjn vertu du théorème c1e la moyenne pour les différences dir.rsées,
il existe ç e (a, b) tel clue s(ø¿) : lxo, %r, xz; xt,l - 

Ì¿(t¡:1) ,o-r.

_D_e.(12). o.n déduit A(xh) : xfi | Dr(X). s(øo),
NIais A(xt,): Mh(X), et xo: M(Xi.Í1 en rêsulte (11).

Renmrqtte. Pour A :2,7a formule (11) se réduit à urre relation bien
colrnlle : A[r(X) - Mt(X) : Dr(X).

Posons, pout /1 u N, Dh(X) : M,,(X) - Mh(X).
On peut déduire rnaintenant les derrx coroilaires suivants :

Corollaire 1. Si X,,:e-->la,b), n:1,2,..., et si Dz(X,,) -0,ølors quel que so,it l¿ a N : Dh(X,) --+ 0.
Pour la clémonstration il suffit d'applicluer le théorèrne 5 en posant

.f : xh'

Corollaire 2. Sí 0 ø la,bl, X*:Q+la,b), n:1,2,..., et
s'il existe þ, = N, h>2 tel que 

-no(X,) +"0, alors- Dr(¿,) -rO.
l)émoustraLion. Conformém.elt au théorème 6 il éxiste c,, = (ø, b),

n : r,2, . . ., tel que l,on "ft 
r!;l Dr(x,,) rl,-" n 0. Mais 0 ç lø, b),

donc Dz(Xn) - 0.
Renr,ørque. Soient X,: Q, + la, b), y¡ :1,2, .. ..
I,a suite (X,,- M(X"):: est conr¡ergente en probabilité vers 0 si et

seulement si Dz(X,) + 0; donc (en su.pposant 0 ø la, bl) si et seulement
s'i1 existe k, e N, Ì? > 2, tel que Dh(X,,) ->0.

IJne autre condition nécessaire et suffisante pour qu'úne suite de
variables aléatoires uniformément bornées soit convérgentè en probabilité
vers 0 peut être trouvée dans lzll (VII, S 16,8).

5 '- lvloLhenaLica - Revue d'a[alyse Dumériqrre ct de théorie de I'approximalion - Tome 4, No, 2/1975
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Reçu le 25. V. 1976. SOME OBSERVATIONS CONCERNING THE ALGEBRAIC
TREATING OF THE FORMAI-. I,ANGUAGES

by

1'EODOR RUS
(Cluj - Napoca)

'lhe necessity of a formal device suitable for solving the problems of
relaiions between programming languages and betu'een them and com-
puting systems, becomes very urgent. T'he paper is an atternpt on this
way. Having in vicrv on o11e side the form of $'ord. free strüctures of the
programning languages, generatecl by their data base structures, pfimi-
tive operations and control seqllences, using some syntactical rules, given
by operator schemes, similar to te operations in a word free algebra, and
on the other side the observations, the operations schemes in this case are
concerning the heterogeneotls operations, irr the paper we have the follo-
w1119 prlfposes :

l, Oiganize a formal language in the form of heterogeneous word
free algebra, o11 levels.

2, A formal clefinition of the semantic clomain associatecl to a formal
language.- 

3. 
-To give a way of formal representation of stlch ¿t strtlcture in an

othcr one, r,vhich generalises the notion of homomorphism, for a formal
definition of semantic preservillg translation algoritlims.

The solutions of the above problems are presented irr sectioLTs 2,3.
Section I is devoted to the definition of the formal language by means
of X-categories, used- in sequel.

1, A CATEGORIAI-/ CHARACTERIZATION OF THE FORMAI,
LANGUAGES

l.l. General considcrations on the relvriting systent

The pair (t, P) is a rewriting systeil. (semi-l'hue system) when I is
an alphabet aàd P'is a set of productions. (), P) is an indexed rewri-
ting system when P is an injection from an initial segment of nals¡"1


