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0. On considére la suite (4,)i=1 ott A,:C[a,b] >R, n=1,2,...
Soit %, = [a, b].

D’aprés un théoréme de P. P. KOROVKINE, ST

1° A, est linéaive et positive, n =1,2, ...,

20 An(l) ot 1’ An(x) —> Xy, A(xZ) éxg'
alors A,(f) = f(x4) pour chaque fonction fe Cla, b].

Nous démontrons un résultat plus général:

— au lieu de Pensemble des fonctionnelles linéaires et positives nous
allons introduire un ensemble § plus vaste de fonctionnelles linéaires,

— les conditions 2° seront remplacées par

b(4,) = A, (#7) — 28 0.

Alors la suite (4,(f)) ne sera pas, en général, convergente ; nous pouvons
indiquer seulement sa limite inférieure et sa limite supérieure. D’ici on
peut retrouver le théoréme de KOROVKINE comme un cas particulier.

Pour une fonctionnelle A & § le nombre b(4) coincide avec la norme
(dans un espace dual bien précisé) d'une fonctionnelle attachée a A ; on
verra que ce nombre a aussi la signification d’une variance. D’ailleurs les
résultats indiqués ont des interprétations naturelles en théorie des proba-
- bilités. Nous obtenons ainsi une formule de la moyenne pour les moments
d’une variable aléatoire bornée, et certaines propositions en liaison avec
la bien connue ,,méthode des moments’.
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Nous avons obtenu ces résultats a 'aide de la théorie des fonctionnelles
de la forme simple, qui a été élaborée par TIBERIU POPOVICIU. Nous
tenons aussi 4 remercier le prof. dr. doc. BELENA POPOVICIU.

1. Soit [a, b] un intervalle borné et fermé de I'axe réel. Par 1, x, «?
nous désignerons les fonctions réelles f,, f,, f, définies sur [a, b] telles
que fi(f) =4, t € [a, D], =0, 1,2. Soit Cla, b] 'espace des fonctions
réelles définies et continues sur [a, b].

Pour x, < [a, b] considérons le coéne K, = {f = Cla, b]|f(x,) =0
J convexe d'ordre 1 sur [a, b]}.

)

Définition 1. On dit que la fonctionnelle A: Cla, b] > R est .

Soit G, I'ensemble des fonctionnelles lindaires et g-positives. Il est
aisé de démontrerque sid = Gyetsix, = [a, b]tel que A(K,) < (0, + o)
alors A(x) = x4 - A(1).

Pour tout x, € [a, b] soit d,, la fonctionnelle de prrac: dy(f) = (%),
f € Cla, b].

Soit D = {d,|x, = [a, b]}.

Posons § =¢§, U R - D.

Définition 2. On dit que la fonctionnelle linédaive A : C|a, b] - R
a le degré d’ecxactitude 1 si A(l) = A(x) =0, A(x?) # 0.

Définition 3 (riBrriv popoviciv). On dit que la fonctionnelle
linéarre A : Cla, b] = R qui a le degré d’exactitude 1 est de la SJorme simple
st, pour tout f = Cla, b], on peut lrouver les points x,, x,, %, distincls de

[a, b] tels que
A(f) = K[xq, %1, 25 [].

ot le mombre K # O est indépendant de la Jonction f.

La symbole [x,, xy, %, ; f] signifie la différence divisée de la fonction
f sur les points x,, %;, x,.

Soit 8, l'ensemble des fonctionnelles lindaires sur Cla, 5], du degré
d’exactitude 1, de la forme simple, et qui prennent la valear 1 sur 2.

Le théoréme qui va suivre est dfi & TIBERIU POPOVICIU.

THEOREME 1. Si S:Cla, b] > R est lindaive et si

1) S5(1) = S(x) =0, S(x?) =1,

2) S(f) # O pour toute fonction f comvexe d’ovdre 1,
alors S € 8.

Pour la démonstration on peut consulter [2], [3]. Pour toute fonc-
tionnelle 4 :Cla, b] - R notons

JA(x2> _:44((1*)) si A(1) #0

[A(xz), si A(1) = 0.

Lemme 1. La fonctionnelle linéaire A :Cla, b] - R, est g-positive
st.et sculement si b(A) > 0 et il existe xy < [a, b] et S € 8, tels que A = A(1)
d,, + b(A) - S. -

g—positive s'il existe xy < [a, b] tel que A(K,) < (0, 4+ o)

>

b(4) =
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La démonstration s’appuie sur le théoréme 1 et sur I'observation que
si A € @§,, alors il existe x, = [a, 8] tel que A(x) = A1) x,.

En utilisant le théoréme 1 et un résultat quon peut trouver dans
[5] (théoréme 1), on peut démontrer le

Lemme 2. S¢ A:Cla, b] = R est wune Sfouctionnelle linéaire et
positive nonnulle, et si nous posons x, =%, alors il existe S = 8, tel que

(i) A4 = A(1)d,, + b(4)S,

(i) &(4) = 0,

(iii) sz 8(4) =0, alors A R - D.

Un cas particulier de ce lemme est étudié¢ dans [1].

Maintenant il est aisé d’utiliser les lemmes 1 et 2 pour démontrer le

THEOREME 2. Si A:C [a,b] = R est une fouctionnelle linéaire et posi-
tive, alors A = G.

Le résultat suivant déerit la structure de l’ensemble G.

PROPOSITION 1. a) ST A €Q et c € R, ¢ 20, alors ¢cd & §. b) Si
Ay, Ay € G et A(1) 20, 4,(1) 20, alors A, + A4, = G.

Démonstration. 1 affirmation a) peut étre vérifide a I’aide du lemme 1.

b) Soient x; = [a, b], S; = 8, tels que

= A,0)d, +0(4)S,, i =1,2,

La fonctionnelle 4, = 4,
donc 4, € @. Alors A, = A
b(4,) = 0.

Soit B = b(A,)Sy + b(A1)Sy + b(A4,)S..

On a A, + 4, = 4,1)d,, + B.

St b(A,) = b(4,) =b(A4,) =0, alors B=0et A, + 4, € R . D Ce6.

Sl existe 7 = {0, 1,2} tel que b(d,) # 0, alors B(1) = B(x) = 0,
B(f) > 0 pour toute fonction convexe d’ordre 1. Donc B(x2?) > 0.

Soit S = BB . Le théoreme 1 montre que S = §,.

xE
Alors Ay + A4, = A4(1)d,, + B(x?) - S, doltil résulte que A, + A, = 8.
Le théoréme est donc démontré.

Soit maintenant s: [a, 6] - R une fonction & variation bornée, et
b

considérons la fonctionnelle S: C[a, b] - R, définie par S(f) = Sf(t)ds(t).

1)dy, 4 A,(1)d,, est linéaire et positive,
)dxn —'_ b(AO)SUJ ot Xy & [Cl, b]r SO = 51,

THEOREME 3. Si

2°) il existe xy = (a, b) tel que s(t) >0 pour t € [a, %) et s{t) <0
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3°) S s(t)dt > 0,

alors S(x*) > 0 et =Sy 8;.
S(#?)

Démonstration. De 1°) on deduit S(1) = S(x) = 0.
b

Soit f & Cla, b] convexe d’ordre 1, telle que S(f) < 0. Alors 5 sdf =

a

= — Sfds = — S(f), donc

b

(1) Ssdf

a

0.

WV

Le point x, étant intérieur 2 l'intervalle [q, b], il existe (cf. [5]) un
polynéme p de degré 1 tel que

(2) (%) =f%0) 5 p(x) <f(x) pour x < [a, b], x # .
On a S(1) = S(x) =0, donc S(p) = o, i.e.

3) \ sdp = 0.

De (1) et (3) on déduit:

1

(4) |saf —2) > 0.

La fonction f — p est décroissante sur [, x,] et croissante sur [x,, #];
donc 2°) nous montre que

b

5) {sats—» <0, {sdf—p) <0

Il résulte Ss d(f — p) =0, et donc
Ay b
(6) \sdlf =) =0, gsdv«p):o.

“ Xp
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Mais s est une fonction continue presque partout, et il existe un ensemble
M C [a, b] de mesure positive tel que s(f) # Opurt € M (cf. 3°); d’on
il est aisé d’obtenir une contradiction avec (6).

Donc S(f) > 0 pour toute fonction f € C[a, b] convexe d’ordre 1;
il reste & utiliser le théoréme 1.

A l'aide du théoréme 3, nous pouvons construire des fonctionnelles

de @ qui ne sont pas positives.
Soit s;: [0,2n] = R, s;(f) =sinjt et posons S;:C[02rn] = R, S;(f) =
27 2

:Sf(t) ds; (1) =ij(t) cosjtdt, pour j =1,2, ... .

OnaS()=0Lsc8C8 j=12.
™

21t
Si So(f) :%Sf(t)dt, alors So(1) =7, S, 6.

0
Soit 4:C[0,2r] = R, A = Sq+d > .5,
ol
D’aprés la proposition 1, 4 = §. ’

Mais A(f) =S (% + cost + ... 4 cos nt)f(t)dt = ( D,y - f(t)at, on D,

0
est le bien connu noyau de DIRICHLET.
Il est clair que la fonctionnelle 4 n’est pas positive.

2. Soit p:Cla, b] - R U {+ oo},
p(f) = sup {|[%0, %1, %o f1] 10 < 2 < 21 < %, < b},

et soit X, = {f € Cla, b]: p(f) < 4 oo}.
Alors X, est un sous-espace vectoriel de Cla, b), et p: X, — R est une
prénorme.

Soit P, (C X, le sous-espace ayant comme éléments les polyndmes
de degré 1. Il est clair que P, = p~1({0}), donc P, est un sous-espace
fermé de (X, $).

I/ espace quotient X = X,/P; sera muni d'une norme si nous posons
I fllp = inf {p(f +q)1q = Pu};
ici f & X est la classe d'équivalence de f < X;.

11 est aisé de vérifier que || f|l, = p(f).

Soit 4 € @, donc 4 = A(l) d,, + b,(54) .soll g [a, 0] s € 8,. ansidé-
rons la fonctionnelle F: X — R, F(f) = (4 — A(1)d,){f), ot f = f.

On peut démontrer que F € X* et que [[F|| = b(4).

Si nous faisons la convention de noter I = 4 — A(l)d,, alors

@) b(d) = Jd — A(1)d, ],

la norme étant celle de X*.
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Donc on peut énoncer le
THROREME 4. St 4, €6, A,(x) =«, - A,(1), n=1,2, ..., alors les
affirmations :

(i) b(An -0
(ii) 4, — 4,(1 )dx” — 0 punctuellement dans Xi;
(i) 4, — 4,(1)d., — 0 fortement dans X*;

sont éguivalentes.
L’affirmation (ii) signifie que si f € Cla, b], p(f) << 4 o, alors

lim inf 4,(f) = lim inf 4,(1) - f(x,)
lim sup A,(f) = lim sup 4,(1) + f(x,).

Désignerons par | - |, la norme de rcufisvcurv sur Cla, b].
THEOREME 5. Soient A, € §, continues sur (Cla, b], || |.), e %, =
e la, b] tels que A A% )—xA N, =12, ...

Si la suite (||4,)),)% est bornée et si b(A,) = 0, alors quelle gue soil la fonction
J < Cla, b]:

n+1
lim inf A4,(f) = lim inf 4,(1) - f(x,)
lim sup 4,(f) = lim sup 4,(1) - f(%,)
Démonstration. Soit ||A,l, < K, n=1,2,.... Si feC(Cla, b], et
¢ > 0, alors il existe un polyndme p tel que ||f — pil, < SiK Donc:

(8) |4, (f) — 4, < 4,0l - If — 2ll. < j; =12

Il est clair que p € X ; conformément au théoréme 4, il existe #; € N
tel que

(9) IAn(P) TuL An(l)dxn(p)l < %J n = nl) %1 _I" 1

3K’
n=12.... Donc
(10) [4,(1)d, (p) — 4,(1) d. (f)l < ~3— n="12 ...

De (8), (9) et (10) on déduit que si # > ny, alors |4,(f) — 4,(1)d. (/)] <-e.
Done 4,(f) — 4,(1) - f(%,) = 0; la conclusion du théoréme 5 en résulte
immédiatement. i
11 est aisé d’obtenir le théoréme de KOROVKINE comme un cas particulier.

3. Soit (Q, K, P) un champ de probabilité, et X:Q — [q, b) une
variable aléatoire bornée.

Désignerons par F sa fonction de répartition. Alors I'(a) = 0, F(b) = 1,
et F est nondécroissante sur [a, b].
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Considérons la fonctionnelle linéaire et positive

A:Cla, b] - R, A(f) = Sf(z,‘) ar ().

a

Si M(X) et D*X) sont l'espérance mathématique et la variance de X,
alors A(x) = M(X), b(4) = D*X), donc le nombre b(4) a la signification
d'une variance. Soit M,(X) le moment d’ordre & & N de X.

THROREME G. S7 X :Q — [a, b) est une variable aléatoire bornée, alors
quel que soit k = N il existe ¢ < (a, b) tel que

(11) M(X) — MyX) =& e ) U pe(xy . ches

A0 px).
A(l

Alors, d’aprés le lemme 2, il existe s € §, tel que I'on ait
(12) A =A(1)d,, + b(A)s., =d., + D*X) - s

¥n vertu du théoréme de la moyenne pour les différences divisées,
il existe ¢ = (a, b) tel que s(xt) = [xo, %y, %y ; 4] = BE D e

2
De (12) on déduit A(x*) = x} + D2(X) - s(x*).
Mais A(x%) == M,(X), et %, = M(X). Il en résulte (11).
Remarque. Pour k = 2, la formule (11) se réduit & une relation bien
connue : M,(X) — M3*(X) = D*(X).
Posons, pour & e N, DHX) = M,(X) — M*X).
On peut déduire maintenant les deux corollaires suivants:

Corollaire 1. ST X,:Q > [a,b), n=1,2, ..., e 5i D}X,) =0,
alors quel que soit k « N:D*X,) — 0.
Fe Pkour la démonstration il suffit d’appliquer le théoréme 5 en posant
A
Corollaire 2. S 0 & [4,b], X,:Q—=>[a,b), n =12 ..., et
il existe k € N, k> 2 tel gue DHX,) =0, alors D¥X,) — 0.

Démonstration. Conformément au théoréme 6 il existe ¢, € (a, D),

M= 1 pax )b ? - 0. Mais 0 & [a, b],

Démonstration. Soit x, =

e

n=12 ..., tel que l'on ait

done D*(X,) — 0.
Remarque. Soient X,: Q — [0, b), n =1,2, ....

La suite (X, — M(X,)"” est convergente en probabilité vers 0 si et

seulement si D*(X,) — 0; donc (en supposant 0 & [a, b]) si et sealement
s'il existe £ € N, & > 2, tel que DHX,) = 0.

Une autre condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite de
variables aléatoires uniformément bornées soit convergente en probabilité
vers 0 peuat étre trouvée dans [4] (VIIL, § 16,8).
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