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1. Introtluetion.

Dans tout cet article les fonctions qui interviendront sont des fonctionsróelles d'une va¡iable réelle.

le terme différence divisée d,ordre
xz { ... I rn+t du do_
oefficient de ø" du poly-
ti?" "f et aux noeuds rr,
cl'ordre n de la fonction

:

(1.1) Lxr,xr,...,x,,rt;fl.
rres différences divisées vérifient la relation de récurrence s'ivante:

(1.2) lxr, xr, . ., nr+t ; ll : l*r, r", ..., *n -lr, fl - Lx,, x,, l,tlf)
trtlr - Íy

lxr; Íl : _f (x,).

Dans le travail [15] r. popo\/rcru a établí le trréorème de la moyennesuivant:

THÉoRÈME l.l So'ient xr l xq < . . .
sembled.ed.éfiniti,ond.etafoncti.onf et-*j,r,*,r,.'."'.,*r'*rnrrrtr<iz<...<
1 xn+t et xr, : xL' x¡,-t-t : x,,,, alors ø lieu la formule cle Ia moyenne sui-
uønte þour I,es clífférences d.iu,isécs d,ord.re n;

7 - Mathe'atica 
- Revue .,analyse ntruérique et de théorie de ì,approximoi.ion, tome 5, 19?6.
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oi Ar> 0, i : 1,2, ..., rir -n etÐ rr : t.

lres coefficients I ;, i : 1,2, ..., tl't, -- n ne dépendent pas de la fonction/.
Une conséqrlonce irnmédiate de la formule (1.3) est la suivante:

(1.4) min (l*0, x,,.-r, ".., fri+,,;Íl) 
=f:v¡r, 

x4, ., xí,)rrll 
=i:1,2,. . .,u -- tt

= ,='r,i?.ï.-jlx¡' 
xi¡t' ' ' xi Y"; Í))'

I-,a formule (1.3) sera utili.sée fréquenunent sous la forrne particulière
suivante:

lvr,Xr, . ' ., Xi-1, Xi-l-t, ' ' , Xti r; fl :

- Jt- -t- 
lxr,, xr, . , ., x,,,"f) + !t]-Jt lxr, xr, . . ., xu.rt i .f)

xr+t - frr tYn+r - frL

-fl

(1.3) l-xrr,r,r, ,.., xin.rtifl : D A,lx,, x;¡t, . '., x¿+n',.f1,

,lt - It

Soierrt rnaintelant ol <.1r^Í u, trois nornltrcs réels lixés. Nons sup_posolrs que ra fonction f satiõfait å t,inegatitÈ ,"i.,àìå ,

(2 1) lx ! ø.rlr, x f arh, r )_ a"h;-f)> 0, Vr ! arlt,, t: .i c,."tt < Lo, bl,
ar-cc /¿ I 0. Nous désignerons ce lait par la relation:

/ - ,J', (a, . a.¡, a3 , u¿).

,Si satisfait à l,inégalité (2.1) avcc la restriction lt.) 0, alors nous écrironsJ vi \d'z - a'b as - ar) . ì)c mauière sinrirai¡e on créIinit 
'ensembre 

desfotrctiorrs €i-(ø, - ar, a" - a"). orr r.érifie irn'iécliaternc,nt q'c :

(22) tf(x) | (t - ¡)f(y) _-f(¡x I (t __ ì)r,) _
- (y - r),À(l -_ ),)[r:, À1: ] (1 _ ).)-v,1,; ¡.1.

Si nons faisons clans (2.2) 1a" changer.nelt cle variablc À _= L, !.:, , 1t _: x * arh. ot r,érifié facilenrerrt que Ia rclatiorr .f = €(o., _",r.r, i.,, _ o.r¡csb éq'i'ale'te à la À-corrrrexité cle Ia fonction l où 7. - !::!---!:?. A'ec
Ies notations intro.uites ci-clessns nolls a'or1s res égarités ,rrirîärrtåi ,a) €r(o, g) : €.(da, (tþ), Vd > o
b) ei(a, F) : e¡(p, d)
c) e,1", þ) --- e,+(o, g) O er(o, þ) : eï@, p) R e¡(p, d).

De a) il ¡ésulte.qu'il suÏfit clc faire rr'charrgernent dc variablc con'crra-ble, ct chaque fonctio' q;i;rìrf;tt'i ì,iucgatit é (2.1) aura sarisfait à rr*eirrégalité équivalente avec celle d.e Ia forme :

(2.3) lx,xltt., x!att,;-fl>0, Vx, xla.he lo,tt),avec c{ } l, lt' * 0. c'est-à-dire qu'il sLrffit d'ètudier les cnsernbles cle la forme€t(l' ø - l)' Noús renrarquons r'aintenant que les ronctions convexescians Ie sens de Je'sen ,orrt-1", lo"¡li;; de l,eirsc'rble Cr(1, l).
IHÉoRÈME 2.1. .Si / ,= €,(1, a)D ém on st ra t i ä,, tiìi'"rìix | 2k = lø, bf. Nous divisori, 

-l;ì

suivante: x, xi j*rlr, * lt, r!

(1.3)'

Déf inition 1.2, [15]. I-a tøf défi,nie sr,t'r l"ensernbtre E sera

aþþctée co%,aexe, K,on-clltcaue, n0r¿,-c0n1)exe oat, concqae d,'ord,re

iiuv I'ense'mbl,c E stt'iaøt'tt que os d"iaisées d'ordre n'+ | sur tous

tes ì 3;,=tf¿Ã,1¿,=u3'rÍ3årioitio,' i.z
son Prendre les valeurs -1,0, 1,2, ...
I,es es fonctions qui conservent un signe
constartt sur .D et 1es lonctions d'ordre 0 strr E sont les fonctions monotones
sur E.

eonformément à 1a définition Ì.2 les fonctions convexes d'ordre l sur
l'ensemble E' satisfont à f inégalité :

(1.5) lxr, x2, xsill > 0

pour tous les points <listincts x7, .Yz, ør, cle l'ensemble ,E' Si, par exemple,
E est l'intervalie fini et fermé la, l,), alors f inégalité (1'5) est équivalente
à l'inégalité:

(r.6) l6x + (r - Àþ) < 
^î(x) 

* (t - r)/(y)

pour chaque paire de points clistincts x, y e lø, blet À = (0, 1) quelconque,
õ'est-à-dife dãns ce cas les fonctions convexes d'ordre 1 sont les fonctions
convexes au sens usuel.

2. Les foncúions oonvexes du prernier oldte.

Dans ce qui suit noús supposerons clue l'ensemble E est un intervalle
fini et fermé lø, b'), q < b.
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Alors en appliquant le théorème 1. I il en résulte que :

lx, x I h, x _t2h; Íl _ orl" . * ;ï¡k, x # n, tl+
+ A,l* +-l- n. *"L'' .*r'"' *lh, xl+:ht4*

+ A"f* * h, x +L+:h, x -r rr, 
4,

(a, l), il cn résulte que chaounc
sont positives, doni lx. x ¡ n,

orrnr)r.nt',ooÈtvru 
2.2 Sif = €r(1,1) alorsf = €r(1, a) oìt, a est un toor.¡tbre rrtí-

2.2 il résulte ,íunnéd.iatanerut que
nel.

> | et f est une fonctiorø continue 
i

< I et f est une ,t'otøctiotc cototinue i

I

nsirférons lcs noeuds . I

ä;,i,\4;r!,I!îr: iY'uî,X1::i:tr)h, , x .t.(a'' I rr-'\ -L i- t)h 
l

Alors d'après le théorème 1.1 :

lx, x + (aø-r *.,. + a I l)h, x _l (o,, i a;t_r *
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t cr * 1)/o; fl :
: 

Ð , n lx,, x,., t, x¡t: , -f I

où ø, sont cles noeuds considérées ci_d.essus, Ao >0 "t b A¿: l.
i:o

du second membre de 1,inésa_(att)h;/lavec¿>OìiË
0 où hr: (qn-t + ... + l)h.

enant compte dc la continuité de Ia
tt ' x -f u/t, ; fl ) 0 pour chaqne *,l, a - l), Aprés le passage la limite

En effet. si sur.3 points distinci's x,. ! + h, * 1- ahla dfirérence diviséede la fonction f était,i;ä;:""ì#ìiåt bi"" 
"äi,i., tlii *" à t,intérieur de

å:, iî::,,:1i1c. 
Lorrs o,iiä" j L^;,'," ;;,-.,,, ¡l:ö ä;,ii"¿Ii,."ai, r,hypothèse

r'a lemme 2.8' se démontre c'u'e ma'ièl-e tout à fait a'arogue.
rHEoRrìr{B 2.4 Si f est contínuu *^{.^^= e,+1t, ø) alor.s J e €r(1,1).D érnonst rat io, ñ;;;;;pi,o.onrqrà o ! 1..-ïtòr. en apptiquantsuccesivement le tenrmc 2.g-il ;;;'tí q"" ,

f =ele, "-r) Oe,*(1, o_2)n.,.
Soit a* > 1, u-i : d, _ l]. Nous considérons les points ø,

i I"^,^: , h > 0 et une clivision construite succesivement

x¡+t - xt e l(a-* - l)hr, a+hrl
pour chaque corLple 

Ii: *-,*r^cle p.oints corsécutifs des di'isions. parce ouex¡+t - x, 2 (a,' - t)h, ¡ 0 apies ;; ;;,,;b;;'iìriïå öiJ,i de ra division
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surpasse 1e noeud. x ! 2¡'. À ce mo'rent la construction est

t"t*i"t" Si nous cioisissons /øt suffisamrnent petit'

lx, x )- It, x !2h',fl : lx, )r¡' x* t ' 'ff '!e(h'1) :

:'jr, lx¡, )ti,r, xi12; fl !e(/tr)

où ø¡ est le plus proche d.e ø f nt??try! ies noeuds de la division' En passant

à la linritc oo u , ,*,'i i- t,, *' 1 ih , f 1 7 g ct parce quc l'égalit c lx, 7 I lt''

x _l2h;Í-l:0, ,.," 1r"ot."åit t"" ainsi cpre nou-s l'ovoìs démoutré ci-clesstts,

i1 en réstrlte f inégalité stricte, c'est-à-clirc,f,= e'[,lt',,]) Q-PO
Si ø { t, ntors ár, peut âor*er r111e dérnorrstÏatiorr trnalogue en utili-

sant successivernent lc lemme 2'3''

C o r o ll ai r e'2'5' Si -f ee¡(1"() et cst- cr¡ntitt'.uc',il rósttll'c qrre f cst

,rrrri*i d,u, l>renúcr ,'l¿r,. En"'effct dì ii'ón'ò"t' 2'4 i'I r"sttllt t1t'r'a f csl cottuc*c

ï;;;;;;; it ,ånti,r,,r, d.onc f cst c'on'ac'xc d'ans l'c scrts usut'L'
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Corrsiclérons la rlivision constituée par les

3. Lcei Ionctions {Ìon\:oxe5 tltt tlettxiìrure ortlre. critères tle couvexitó'

De rrrême ciue dans 1e paraglrrph,e précéc1ent ou. désigue. par e'Q' a' p)

,..""î [-=-ó,'t,"rr."r,.¡i" ã", íott.tinris qui satisfaio't à f inéga1ité:

(3.1) lx, :v + lL, :v | (a ! l)h, )í r @+ p l- 1)h'; fl> 0

pou,r chaque x, x 1- (o:.+ P f- 1) h ð'e fa, bl' tr'* 0' r'ar comparaison 11o11s

ãéfinissons les ensembles :

e"t(1, a., 9), e, (1, a, P), €r(ø, P' 1)'

Nous avons aussi clans ce cas les propriétés suirtantes:

a') €r(1, 1, 1) ==€,¿ (1' 1' 1) == €;(l' 1' 1)'

b') €2 (1, a, P) : €ì (þ' o'' 1)' o' P > 0'

c') €r(1, a, 9) : ei0, u, p) net(l, u, fl) :e','(l' ''' B) n €'9-(p', ø' 1)

d') Qrlo, þ, ^ò - €r(d'a' d9' dl)' d > 0'

I,es fonctions de 1'enselnble €r(1' 1' 1) sout les ïonctions cotlvexcs

Jensen d'ordre 2.

:rHfionÈun ll,1 e?(1, 1, 1) I €ì Q' o, P) n e; ('', ?, 1) ¡ e'?f (l]' 1' c')

Démonstration
points :

:v, x j----L-.r /t,, x! --"1' lt, x)-h, xl !:!*V!h, x j-
a-19*l a-l-p+l c*fJ*l

¡ ?:l!)4 h, x ! 2tr. x -¡.?!:!4 t'! t,, , * 3a r- 2þ *,3 tr, r; | 3h,ø*P+1 ø+p-1-1 ø*Ê*r
(au totale 10 points).

En applicluant 1e théorème 1. 1 on trovc :

lx, t(+h, x l2h, x)-3h,f):f O,rr,, xii.l, n¡+2, x¿+si -fl

A,Þ 0"t É A¡: t, x¡, i:1,2, . 
';; 

soyo't les points de division.
i:r

Vu que toutes les différences divisées du deuxième rnernLrre sont alter-
nativement du type e{ ¡, u., p) ou €r+(ø, ß,, 1) ou bien e;-(p, 1, ø), il en
réstrlte que,/ = 8r(7, 1, 1) Q.E.D.

Suivant une rnarche analoguc à cellc clui a démontré ie théorème 2.2
on obtient le :

rHBonÈuE 3.2 S¿ .f = €r(7, 1, 1) alors ./ = €'(1, a, 9) où &, P > 0
sotot d,es n,otnbyes rationnels.

rr{ÉoRÈlrD 3.3 er(I, l, 1,) : €z(1, 1, 2):€a(2, I,3).
1) Nous démontrons que €r(1, 1, 1) : ez\, 1,2). Dt théorème 3.2 il

tésu,lteque€r(1, 1, 1) C e2(7,I,2). On supposeeue/ e ez(|,1,2)eton consi-
dère la divisiou x, x + Iø, x -l- 312k, x + 2h, x )- 3h. .Alors de la formulc'
(1.3)' il résu1te : lx, x I k, x t 2k, x t 3h,; fl =: 112 lx, x I lt,, x ! 312 h,
x l2h; fl )- Ilzl_x ! h, x -1312 h, x !21ø, x 1-3h; Í) et parce que/ e
n el\, I,2) a el Q, l, l) il résulte que le rlembre clroit de l'égalité est
positif eL lx, x + lt,, x t2h, x l3h,;.fl> 0, c'est-à-dire/ e er(l, 1, 1).
Dorrc €r(1, 1,2) Cez\,I, 1) et de la double inclusioo il s'ensuit le résriltat
de l'énoncé.

2) Nous démontrons niaintcnarrt qreSr(2,1,3) C e2(7,1,1). On consi-
dèr'e la même division arlerngée de cette ma¡rière :

x + h, x, x +-312 h, x i-3/t, x -)-2h

ct on appliquera la formule (1.3)'. Alols :

Lx, xlh, x-l-Zh, xtgk;fl=.. llzlx, x1-312h, xl2h,, x-l-Zk;f)*
l- llzlx, x I k, x 1- 3f2 h, x -f 3k; fl

et du fait qLte f = ei(z, 1, 3) n €i(3, l, 2) il résulte çlue .f = 8r(I, 1, 1).
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I,e dernier résultat représente uue arlélioration d'un résultat obtenu
par T. PoPovrcru dans [19], théorème 2.

rHDonÈlrE 3.4. Si f est continue et f = €r(1 ,2, 4) øIors f est conaexc
d,'ordre 2.

Démonstration. Soit la suite des points de division x, xlh,

^,+ (1 ) 2)h, x-l-(l+2+4)tt,.,., xl(t-¡-z +.,.{2)tr,.
Alors :

l_x, x* (1 +. +2''')h, * + (1 +... ¡2,-t)lt, x+ (1+...+2)h;Jl:

:D A, lx,, xo*r, x¡¡2, xi¡s; Íl > 0, Ai > 0,

où. x, sont des points consécutils de la srritc. 11 cn résulte que / e

eer[], 2il '' -, ?" ì . nc la continrrité de ]a fonction / il résultequt'/
"l'zt-r-t 2ft-t.-t)

appartient àe20,7,2), et du théorème 3.3 il résulte que/ e €2(1, 1, 1). Mais
une fonction continue et convexe Jensen d'ord¡e 2 est convexe d'ordre 2.

R e rr a r cl 11 e. Si / est mesurable (dans le sens de l,ebesgue) et / e
e ez(\, 1, 2) orì f = 8r(2, l, 3) alors / est convexe Jensen d'ordre 2 sur
lo, bl,1a mesurabilité de la fonction/pouvant être remplacée par 1a proprié-
té de la fonction d'être bornée sur un ensemble de mesure positive ou sur
un ensemble dc deuxième catégorie avec la propriété de Baire.
(Cornme on peut voir par exemple dans w, srDRprNsKr [20], r popo\rrcru
ll7l, z, cresrÞr,sKr [3], s KUREpA [10], etc.)

/+. Les Ionetions convexes tl'ordre superieur. Critères de eonvexité.

Nous désignons e\ présent par Q,,(1 , ar, . . . , e) où ø¡ ) 0, i : I, 2, . . . ,

iø, l'ensemble cl.es fonctions f :la, bl * R qui satisfont à f inégalité :

(4 1) lx, x,tlt,, x I (q+ l)11,...,x +(*t* or-l ...*a.nIl)lc;/l>0
pour chaque x, x l- (ot * ... + a*l \)lt' e lø., bl eL h'* 0.

On peut considérer aussi l'ensemble €,,(ar, ez, . . ., du rt) qui revient au
précédent. D'une manière analogue à celle adoptée aux précédents nous

désignons par e[], &t, ..., &n) respectivement €.,t\ , a., ..., dn) l'en-
semble des fonctions qui satisfont à la relation (a.1) avec h ) 0, respective-
menl h { 0. Dans ces notations ont lieu les propriétés suivantes :

a") e,l, I,..., 1) :e;(1, 1,,..,1) :e,(1, 1,..., 1)

b") €* (7, ær, u.s, ..., ø,) : el@^, ..., ct-r, 7)
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c") gr!1 , a7, , . , ,, &n) :

: el\, &t, ..., u,,,) n O*(7, ar,..,, d,) :
: el\, &t, . ., o(,) n Oì (nn,. . ., ar, 1)

d") €njla1, ar, ..., d.t.t.t) : e,,(d.x1, dor, ..., d,a,+t), d > 0

Les fonctions de 1'ensemble e,(1, I, ...,1) ne sont autres que les
fonctions convexes d'ordre n dans le iens de Jensen, c'est-à-di¡e les forìctions
qui satisfont à la ¡elation:

lx, x + h, x l2h, .., x, * (n * l)h; "fl:^;t' f(x)lh"t'(o 1- 1) ! >0

où L,i,/(x): Ë r__ \^ ,(',)Íø * ,r¡.
rnÉonÈuE 4.1. Nous oron'r:orOndusion :

e,,(7,7,..., 1) f e;l(I, &r, ..., c{,,) lì e;@r, ..., d,,,1) n ...
... n etr@,, 1, dt, .., d., t).

Démonsttation. On suppose que,/ appartient à l,intersection
de l'énoncé. On considère la suite de points :

I

x{

x{

LÄ coNvExITÊ

x.

h, xt

Jn, xt

1*¿r xt

h, ..., x +

1*ø'-l-.,.*an
Jø, h,

h,

1*¿r*
2*qt

I a,, *a* I I- ar*
2l2er!

I a,,

*2a,L*I qrL

1*ar-f
2t2ært *un

1*¿r*...*a,t 1*øt*...jao

1-l-ar*.,.*&t

1*er*...!d,,

xt ni1*þr|,1)a,-f- ! (n t 1)u,
h.

Il y.a en tout ,(n -f \Y f I points de la, ål et on suppose que l, > 0. En
appliquant 1e théorème 1.1 pour le système-de noeudj situé êut la d.ernière
colonne on trouve:

[x, xIh, ..,, x+(n+l)h.,Íl:u'nf" Arl*r, x¡¡lt ..., x¡.ru+t,Íl
i-t

(nf l)r-r
orì ,4, > 0 et D A, : I et ø, sont les points de la suite considéréei:r
ci-dessus écrits dans 1'or<lre croissant, Mais 1es différences divisées d.u
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gro+"(2,2, . . .,2

deuxième membre 
.sont positi\¡es, parce qve "f appartient à r,intersectio'de l'énoncé. Donc f = e,it,- i; .-..,ii,'

rHÉonÈ¡æ 4.'2. si f = €,,(1, 7, ...,1), øtg.t.s" f = a,,0, dr, . .., e,,) oìtdt, dz, . . ,, &, sont des nombres yal,ionnelcs'þositifs.' -,r\''
La démonstration est tout à iaii- anarogue à cerle c1u théorème 2.2.
r¡rÉonÈup 4'3' si h > | est un nombre natw,er querconEte ørors;

a) €r*-rÇ l, u, .,.,1, o) C €ru+,(1:_L=._J)
2hi2

IO,4N $ERB

ô\
,Ll:t.ot,o (4,2, ,2, 1, 1,2,2, :::9':

Ä.lors en appliquarrt la formule (1,3), on trouve:
[x, x ! h, x | 2tt,, ..., x + (2Ìt + B)tr; "f) :

-- J; l*, x I h, ..., x-j- (,+ + r)h, x | (, * |)rt, x * (k + 2)h,

..., x I (2h ¡,2)tt: "fl + : lx ] /r, ..,, x 1_ @ r t)/r,, x +(n + |)n,
x I (h +2)h, ..., x + (2h 1 z)/r.; fl

ctparceclue/ e €1t1,2(2,'2, ,'2, 1,1,,,1,,...,2)ilcnrésultcquc/ e €"a_r(1,l' ...,1). En utiJisant la ,,rêrr.," årrìt" 
"u,-r-é "i-á"rr* rnais écrite avec

äå ".t1';,.,:å.poi.ts r'odifié, 
",i ¡"; ;lt-ri;ã i"irË. àg"rit", ¿" l;ãnã,,cà

5" Les dérivées ç¡énélalisées et res fon*tions eonl,exes d,ordre supérieur.

soit / u'c fonctio' à r'alcurs réelrcs définic dans un voisinage du point.r. S'il é-riste des nornbr"r;;,';r;-.-.^,, o,_, indépendants cle h tels que:
(5.1) f(u + /ù -10) -l /ta, | 'rl o, , ... j #a,_t I 0(tr,-,1

Put, y{"t9. A. 
-DltNJoy dans [6la denvéc dc ])cano d,ordre n

chaque point d'un ensernbJe n
On écrit

(5.2) Í,,t'(x) .: lt nllx -l ay, h, x J- arlt,, . .,2; * q,+,.h; fl,
a.1 {æ2 <...
dz, ..., au.r ¡]. errand /r' { Ì¡, --n 1 l,-.'..*,;'::T,',,jiTouti"nt la rléri_

10 11 LÄ CONVEXITË
707

1, 1, 2, 2,
k

/rll
b) :9ru+zt?, 4, 2,2, ...2, 1,1,2,2, ...,2)\__w ¿ ¡.ir

h

,2, 3, l,: €2¡¡2(2, 2, Ut-:-.J) : €"0¡z(1, 7, ' " ', l)
,tt- l

Démonst¡ation. a) On suppose que f el-2n¡r(lrø,,...,1,o")
et on considère la suivante division de 

'intervarle 
[x, ,o-[tçzn t 2)ttj:

x, x'lt r,x!/t,, x{tr*;¡ h,...,x l(2tt. j-t)h, x ¡ (z/t+ r)h I

| -r /t, x | (¿h + Z)/1.

Alors clu ilróoròmc t.l 'tt+rårult" 
.

ir, x -1. /t., ..., x -l- (2h ¡2)tt,;f,:T, tl,lx,, x¡.;1, ..., );¡+ze+.zt.fl

f 5 sont les noeuds en orclre croi-

,:i 1i :,'Ë;ï : ä::,i' : I ::" j ", 
). 

",î ":i;
.D.

t'r,, , (l , l, . . ., 1). L'inclusic¡n €,,,.,,,/l
2, . . .2) rósultc du théorèm 

" 
q,,¿.ltl'iå

suppose clue ; / = 8zn,_z(2, 2, .... 2. 1rntenant les points de divisíou

:v, x + h, x I 2h, ..., )r + (tr 1 t)h, x I (h + glL)h,
x I (h l- 2)h, ..., x -l (2h + S)h.

: €r¡+r(2, 2, . . ,,2, 4, l, I,
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(55) @*1)l
h'nr t

quand h tend veLS zéro:

IOAN SERB

@+D--D,
t::0

72 13 r¡, co¡.tv¡xrrÉ
vée l11ann. La liurit
lql, génératisée deS'il d]e peano, alor
f,,t( ue systéme tle

Il est à mentionner le fait ou
ne résnlte pas que f(x) est ro poiy
le résultat de a. oEr.r¡ov [6], qui-
un polynome de degré 2 unô fônct

(53.) Ðcoa'(x -- co¡

oìr cu est un ensemble de points non-d.ense dans [a, bl, a(x): { 
0, * a 

?' lx,, x >0
et Co des coefficients arbitrair.es, alors f" o,(x\: O si c: { -þn i"i"""t -ãå. 

r"iuoo.,"*"oti ãiJr'¿å'íJr=n" iH= #iino'9uJ"l l]i
::::let en passant ara rimite aans une ."it"-ã,Ç"rit", oiì"¡tient les théo_femes:

rnEonÈuB s.l. sif,,,r,.(ø)>0,- i:1,2, ...,, ?u IÌr: {a1, uz, ..., a, t}Ez: {æ2, ds, ,, ün!7, !,'r i crr},. ... ., E,t!r: {qu,r, d¿ j,r t c.t, e,tr _¡ drt æ2, ,..., dor, * ø, -t . . 1- í.,\ ators 'ii 'r*¿\tä'i,r'(*¡' it .f,,,o íii;' ôlou E : {1,2, ..., rt I l}.

ex 1,r{r"ß).1{?,, "",: :r,o?,,,}. 
.),,,* 

l"on!:;,0{"í,*)'no es sont d,es nontbyes rationnàis.
Nous supposons maintenant que / satisf ait à la cond.itio' :

(5.4) "f(* +-k):f(x) +ïf,(.) + ... +,!,.f,{*) to(h,,)

gt 11ot]s désignons p": I" ,.(x)., f ,,.r(x.), f , t,, (x) respectivement par la linritcla limite supérieure etiá ri;riîe åi,li¿ii.n?- a à1oite'(c,".t-ä-iüåã;;;;'òì
de l'expression :

Alors f est conuexe d,,ord,re n sur .(a, 
b).Démonst ration. soit * oipointoùl'expression (5,s) a unerimi-te à droite _fn*r,n(ø) finie. Alors, poar k > 0:

(s.6) .f(* t- n) :Í(*) + l:tr,@ + ... + !, f,,i{*) +

¡ J!"
1,, fi lf"+',+(x) 'f r(x, h)1, e(x, h) *0, /t, -+.e.

Bn appliquant Ia giffé¡"n"" divisée $u !¡ne !*ll,øt, ..., qn) dans 15.6)aux fonctions considéré"s 
"omã""ããs fonctións ¿e'rá ,iãiior" å, on troùvei(57) [x, x i h, x I (t | ær)h, ..., x+ (t + dr* . .. I o,)k;"f]:

- 
lu rt, r (.v) _. (f{ . -r--@Tl f I c¡e(x, (1 + dr * . .. i ø.)h)

r'íìonÈun 5.'1. st f a une aériuée usuerle ,.,ord.re (n -- r) contin.ue et.f - e) (r, o.,, ..., o,) oúri-¡";;;",;,;;;;, d.,orrtre *.
j r. noeovrcrlr a d.éurontré la for_

:,åä '? :; ,*rîi"ã îi á,,i;
dans l*r, **[ tels que:

(5.8) (ø - l) I lrr,xr,...,x,,;.fl:(tø _h,_ l) ! Lxi,xi,,..,xi_n;frr"t;1.
Particulièrement il éxiste dans l,intervalle Lx, x I (l l_ o, + ...,..+ a,,)/tf, h )0les poinis-¿irîir,"t, \t, \2, (, tet que:(n'i1)!fx,xlh, r +(l+ or)h,...,x+(1 *or+...+ ø.,,)h;fl:

: 2 I l1r, 1r, E, t fþ' t),)

ci parce quc / = a111 lr, :.., æ,)il cnrésultequequelquesoituu voisina_ge à droiti då ø. il"existô aans àð' ,rlirio.ge. trdis fointå distincts Eí, t";,(j telsque l€í, Ei, Eí;.f(i-,\,ï. Eri'i;8irË;i,#;ïilr"" e (ø, ö) nous
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{, ,1t,øl]

rnqonÈnrp 5.2. soit f u,n.e fonct,ion satisføisønt øux cond.itions ;

(r) f,,[x) existe et est finie d,aøs fa, bf,
(ii)f"¡1,¡tx) >-æ, þour chøque xefø, Òl\c oùcest d,énombrøbre,(iii) f"+\+'(x): i æ, e,u, þlus sur u.n ensembl, E orq lpl :0,
(ir) f = 9j'(l,q.., ..., o.n).
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trouve¡ons q.r" duu-:^:laquc voisinage de ø la fonction co'tinue ./ a rr'edif fórence divisóe positivc.
Si uous désigrrous par. 4Ír'- rt(x) la limitc supérierr-c dc lotrtt.s lcsvateurs des difréå,r"", äiui.é"ï ¿" rä î-î"*i'i ä"1:r";i, ,,,.isiiragc cle r,c1'après 1es considerations antérie'res il résrrrte q'c ttr¡t,i tt(x) ) 0. Maisparcc qtle /(tt- t) s51 continue nous a\/ons :

V Kr, x", x, e la, b ], lxr, xr, r,¿; ,f I - ,,rr.r ,,Drl(r) à 0

(voir par exenr'ple 
'ì'r. Nrcìorr'scu i12], c. K.À{ìs*u'rs 19], r,.s. Hu¡r,r1N lli).

., nonc l".t) "st uonconcave d'ordre r, c'cst-à-c1ire / este nonconca\/e

å;få:: 
n;.*^" comme ,f = ell, o,, . . ., ",,lli'"ìli'JtJ qi"¡ 

"rt "ã,,,",à

orr pe ut renoncer à quelclues conclitions
qrle aLl licu rj.c la clérir,¿rbilité des fo

Arrssi la plupart dcs résultats clc
un sys

ivisécs
nterpol
elativc:

ì

I
d

I
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