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1. Introduction.

Dans tout cet article les fonctions qui interviendront sont des fonctions
réelles d’une variable réelle.

Suivant B NORLUND [13], par le terme différence divisée d’ordre
# d'une fonction f sur les points différents % < Xy < ... << %4 du do-
maine de définition de la fonction f on entend le coefficient de %" du poly-
noéme d'interpolation de Lagrange relatif a la fonction / et aux noeuds #,,

¥y, + v, Xni1. Nous désignons la différence divisée d’ordre # de la fonction
[ sur les noeuds x,, Xa; ++a, Xuiy PAT:
(1'1) [xl! x21 cery IX'II*I-I ;f]~

Les différences divisées vérifient la relation de récurrence suivante :
. [%0 %3, ..., & S F] = Do g oy wi f)
(12) [xl.' Koy oovy Xyq ,f] = 2 3 nt1 v Fe B

K1 Ay,
(%15 f] = f(%).

Dans le travail [15] 1. poPovicIU a établi le théoreme de la moyenne
suivant :

THEOREME 1.1 Sotent x; < x, < ... < x,, m points diffévents de Uen-
sem.ble de définition de la fonction f e Kips Higs vy Xy g AVEC 1y <Gy < L. <
<at1 € x; = x,, Fiypr = % alors a lieuw la formule de la moyenne swi-

vante pour les différences divisées d’ordre w :
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* x"n-.q;f] o Zjl/ A%, Zigr, -
=

Wm—n

om—nety, A, = 1.
s

Les coefficients A, ¢ = 1, 2, ..., m — » ne dépendent pas de l-a fonction f.
Une conséquence immédiate de la formule (1.3) est la suivante:

L) xi»{—ﬂ;f]) = [xg-,lj xigﬂ e xi,‘_},l JfJ b

vy Xidn, f])

» N % n;f])
(1.3) L !

ot 4, >0,5=1,2, ..

(14) min ([xi, Xig1ly o=

i=1,2,...,m—-n

< max ([%, Xig1, -

1==1,2,...,m—n

ilisé S forme particuliére
I,a formule (1.3) sera utilisée fréquemment sous la forme p

stivante :

(1.3)' [0, %0 -« o) Bic1, Xigl, -y Xugr; f] =
. .ﬁ___f.l_ [x Koy « -, xn;f:l _i_%};f’ [xz’ Kay ovey Xna1 ’f]
N Fnt1 — P v ¥nt1 — M

Définition 1.2, [15]. La fonction f définie sur l'ezz()s;zr;l;l: g’ms,zc;
appelée comvexe, nomn-cosncave, j)(}lyﬂpfﬁ;i-{dﬁ, %szr-.comejic'e 7/(5)27:@ e
n suy Uenmsemble E suivant que ﬁr:s d-gﬂe?m-zcas\dsmsieg 2 dre me
les groupes de n -|- 2 points de E SOE?L‘ > 0,7 z0 ~1 h e L

T.es fonctions qui satisfont & I'une des inégali ei., e e
e d’Drd]re " e}j‘ ﬂsgstltlcgriggé‘siéiss V(iuflfgnser{feﬁt un signe
: ' ions d’ordre —1 sur s ‘
Eﬁrﬁs‘igizt;?rmlﬁeilflel‘se'fonct?;rls d’ordre 0 sur E sont les fonctions monotones

. v . )
o g&nformément 3 la définition 1.2 les fonections convexes d’ordre 1 sur

I'ensemble E satisfont a Pinégalité:
(1.5) ' (%1, %o, %3 1> 0
' i le
p ints distincts x,, x, x5 de lgnlsem_bl,e E, Si, par exemple,
%Ogéttiaﬁftéiiaggr}iii et fermé l[a, b, gdors Uinégalité (1.5) est équivalente
a l'inégalité:
(1.6) fOx + (1 —ny) < ¥(x) + 1 = NfY)

i i isti S b1 et » € (0, 1) quelconque,
aque paire de points distincts %, v € [a, ] :
g’c()alslz-gl;icrleedzns ce cgs les fonctions convexes d’ordre 1 sont les fonctions

convexes au sens usuel.

2. Les fonctions convexes du premier ordre.

Dans ce qui suit nous supposerons que 'ensemble £ est un intervalle
fini et fermé [a, 0], a < b.
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Nous avons vu dans le paragraphe précédent que les fonctions con-
vexes d’ordre | sont caractérisées par l'inégalité (1.5) respectivement (1.6).
Une fonction qui satisfait 4 inégalité (1.6) pour chaque couple de points
distinets %, v < [q, 5], ) = (0, 1) fixé sera appelée fonction )-convexe
Jensen. Pour & = 1/2 nous retombons sur les fonctions convexes dans le
sens de  Jensen.

Soient maintenant oy << %y << oy trois nombres réels [ixés. Nous sup-
posons que la fonction f satisfait a I'inégalité suivante :

(2.1) (% + oy, % 4 anh, + ook f1>0, Va + wh, X+ agh < [a, b,
avee h# 0. Nous désignerons ce fait par la relation ;
J S (g — ay, ay — o).

i [ satisfait & I’inégalité (2.1) avec la restriction /4 > 0, alors nous écrirons
feel (a — a1, o — ay). De maniére similaire on définit I'ensemble des
fonctions @€ (a, — @1, %3 — o). On vérifie immédiatement que :
(2.2) M) + (1= 0f0) ~ fOr + (1 — 2)y) —

={y — 221 — N [x, ax + (1 — 2y, v; f).

o . L %, %

S nous faisons dans (2.2) Ia_ changement de variable % - —, ¥ =
ey, N . O3 i

= X -+ ash on vérifié facilement que la relation f e (g, — ay, O o)

est €quivalente A la A-convexité de la fonetion f ot ) ="_22 Avec
les notations introduites ci-dessus nous avons les égalités sui\o:;;t(j;:

a) Exfa, B) = €i(da, dB), Yd > 0

b) G, B) =€ (B, w)

c) Salo B) = (e, B) N €5 (=, B) = € (s, B) () € (B, ).

De a) il résulte qu'il suffit de faire un changement de variable convena-
.ble’, et chaque fonction qui satisfait a Pinégalité (2.1) aura satisfait a une
Inegalité équivalente avec celle de la forme :

(2.3) (%, 2 + 5, x4 ah; fl >0, VY x + ah € [a, b],

avec o > 1, & # 0, ¢’est-a-dire qu'il suffit d’etudier les ensembles de la forme
(L, « — 1). Nous remarquons maintenant que les fonctions convexes
dans le sens de Jensen sont les fonctions de 'ensemble (1, 1),

THEOREME 2.1. St f =61, ) sur L, 0] alors [ = @/(1,1) sur [a, &)
p emonstratio n. On considére les points de division x, x + A,
X 42k € [a, b]. Nous divisons Uintervalle [x, x - 2h] de la maniére

. 1 + 2
sutvante: x, x +———j, 5 x4 %F )fz, x 4 2h.
a+1 o+ 1
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Alors en appliquant le théoreme 1.1 i en résulte que :

b vt hox b 20 f) =y w4 Loy, w b g4

+Aox =i x g, I A+

+A3[x + A, x—}—a%_zh, x 2k;f],

« 4 1
olt A,, 4,, A, sont des nombres positifs. v
Du fait que / = @,(1, «) = ¢} (1, o) N & (o, 1), il en résulte que chaqune
des différences divisées du second membre sont positives, donc [x, x + 4,
¥+ 2h; f1 >0, c’est-d-dire F e, 1). )

Autrement dit ce théoréme exprime le fait que si la fonction J est A-con-
vexe Jensen alors elle est convexe dans le sens usuel. Le théoréme récipro-
que n’est pas vrai pour chaque «. Si le théoréme était vrai pour chaque ¢,
cela signifierait que chaque fonction convexe Jensen est i-convexe pour
chaque 2 € (0, 1), c’est-a-dire qu’elle est conxeve dans le sens de la défini-
tion 1.2. Mais une telle fonction est continue et il est bien connu qu’on peut
construire des solutions totalement discontinues qui satisfont a I'inégalité
de Jensen,

THEORLME 2.2 51 f = @,(1,1) alors f = €,(1, «) ot o est un nombre rati-
onmnel.

Ce théoréme est bienconnu. Nous en donnerons ici une démonstration,
en utilisant une méthode ntilisée dans le travail de +. popovicry [16].
Soit x, x + b, x + (a4 1)k = [a b]. Parce que « st un nombre rationnel,
il existe une division ¢quidistante de I'intervalle (%, % -+ (e + 1)A] telle
que les points ¥, x 4 4, x - (« 4 1)k sont dans Pensemble des points de
cette division. Si nous appliquons le théoréme 1.1 nous trouvons que [z,
X+ h x4 (04 1h; f] est une combinaison linédaire 2 coeff1c1ent§ po-
sitifs des différences divisées de g forme [y, v + &y, y + 25, ; fl, qui par
hypothése sont toutes positives. Par conséquent on a [ €&, o).

Corollaire. Des théoremes 2.7 et 2.2 il vésulte immédiatement que
Ci(1, 1) = ey(1, «) avec o wombre vationnel.

Lemme 23 Sif e & (1, «) avee o > 1 et f est une fonction continue
sur [a, b] alors f = @i (1, a— 1),

Lemme 23 Sif e ' (1, «) avec o < 1 et [ est une fonction continue
sur [a, b] alors f = ¢ef (1 — «, o).

Nous démontrerons la lemme 2.3, Considérons les noeuds :

%, X+h x4(at1)h, x + (o 1)h ... « T A R C R TR )i
dans lintervalle [q, b], avec & > 0.
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Alors d’aprés le théoréme 1.1 :

[%, % 4 (a1 4 ... oo+ Dhy 2 (o ot +oa+4 Dh; f] =
n—1

= ZA«;[%, i1, Xigs; [
b

n—1
ou #; sont des noeuds considérces ci~dessus, A4, > 0 et 24, =1.
=0

Parce que toutes les différences divisées du second membre de I'inéga-
lité précédente sont du type [x, x + %, x -1 (e + DZ; f]avec 5> 0 il en
it B
i llkl;f]>0 ot by = ("' ... L 1)
ot —
En faisant » tendre vers I'infini et en tenant compte de la continuite de la
fonction f il en résulte que: [x, x4+, x + b /1> 0 pour chaque ¢,
£+ oah < [a,b] et h> 0, done f = e (1, o« — 1). Aprés le passage la limite
Vinégalité est restée stricte.

En effet, si sur 3 points distincts x, x + h, % + ah la différence divisée
de la fonction f était nulle, alors il est bien connu [15] que a lintérieur de
cet intervalle nous aurions [%1, %5 %3 f]1= 0 ce qui contredit I’hypotheése
du théoréme, i

La lemme 2.3’ se démontre d'une maniére tout 4 fait analogue.

résulte que |x, x + Ay, x -

THEOREME 2.4 Si f est continue et [ = e (1, a) alors f = €(1,1).
Démonstration. Nous supposons que ¢ > 1 Alors en appliquant
succesivement le lemme 2.3 i résulte que

feel(l, a—1 e, «—2)N ... .

Soit a* = mip {ogloy, > 1, o = o — ). Nous considérons les points x,
i=0,1,2, ...

X+ h x4 24 = [a, b], 2> 0 et une division construite succesivement

a la maniére suivante:

X %Ay, ... avec By >0, hy suffisamiment petit et on continue avec
les divisions telles que tous les triplets consécutifs sont ou bien du type
€ (1, «*) ou bien du type € (1, «* — 1). En outre, au moment ofi la suite
des différences conséeutives entre les noeuds fait le saut d’un nombre plus
petit que /4, & un nombre plus grand que /,, (respectivement un saut inverse),
a ce moment nous avons dans la suite des triplets consécutifs, des passa-
ges des triplets du type €/ (1, «*) a des triplets du type (1, a* — 1)
(respectivement inversement). De cette maniére nous avons

vt — %, € [(o — Dk, o*h, ]

pour chaque couple ¥; %1y de points conséeutifs des divisions. Parce que
Fivr — % 2 (0 — D, > 0 apres un nombre fini de points de la division
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1e n-sme noeud surpasse le noeud x + 24. A ce moment la construction est
terminée. Si nous choisissons %, suffisamment petit,

(%, ¥ - h, 2+ 2k, f] = (2 s iulnds W] S5 e(fy) =

#n—3

S AT wen Kiens £ e(h)
[=:1

ol #; est le plus proche de ¥ + /i parmi les noeuds de la division. En passant
A la limite on a: [, % + &, ¥ + 2h; f] > 0 et parce que 'égalité [x, x + A,
x - 2h; f] =0, ne peut avoir lieu ainsi que nous I'avons démontré ci-dessus,
il en résulte linégalité stricte, c’est-a-dire f < e (1, 1) QED.

Si « < 1, alors on peut donner une démonstration analogue en utili-

sant successivement le lemme 2.3,

Corollaire 25. Sif < CH (1, «) et est continue, il résulte qie f est
convexe du premicr ordre. En effet du théorime 2.4 4l vésulte que [ est convexe
Jensen et continie, donc [ est convexe dans le sens usuct.

3. Les fonections convexes du deuxiéme ordre. Critéres de convexite.

De méme que dans le paragraphe précédent on désigne par C,(1, «, B)
avec ¢, B > 0, I'ensemble des fonctions qui satisfaiont a Uinégalité:

(3.1) (x, ¥ + 0, x4+ (« + DA x -+ (0 + 8 4 Da; f1>0

pour chaque %, ¥ + (& + 8 + 1) h de {a, b], h# 0. Par comparaison nous

définissons les ensembles :

& (1, o 8), S (L, « B), Cule, B ¥)
Nous avons aussi dans ce cas les propriétés suivantes :
a') (1, 1, 1) =6, (1, 1, 1) =& (L, 1, 1),
b’) &l o B)=C(B o 1) «Bp>0
&@umm:@ummm@w%m:@w%mm@mmn
d’) Cyla, B, ) = S(da, dB, dy), d > 0.

Les fonctions de Uensemble Cy(l, 1, 1) sont les fonctions convexcs

Jensen d’ordre 2.

rrforive 3.1 &1, 1, N D& (1, « BN o (o, 8, NGB 1, %)
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Démonstration. Considér i

. Cousidérons la division constituée

h e

points : T

1 + 1 +
X, X A ———— Y L= / s o+ B2 y
m—!—B+ll’x+a+ﬁ+lh'x_! h’;x+‘:?‘;:—ih,x+

Za + - 2
ii_ﬁ_k’ x_f_Zh} x_FZ_aiM_Shl x_*_Whl x+3k,

_‘_
Pyl atp+1 o+ B+ 1

(au totale 10 points).
En appliquant le théoréme 1.1 on trove:

7
[%, % +h x+2h 2+3h;f]= 2 A%, X1, %ips, %ivs; f]
(=1

7
A, >0 ct Z_}A‘. =1, x, 4+=1,%2, ..., 10 soyont les points de division.

' Vu que toutes les iifférences divisées du deuxieme membre sont alter-
nativement du type €3 (1, o, ou & (a 1 bien € i
résul‘ée que f € 61, 1, 1) QEB)D QA rlon bifn Clffinclge)ragn

uivant une marche analogue a celle qui S ré le doTé
bty A o g celle qui a démontré le théoréme 2.2

THEOREME 3.2 Si f & (1, 1, 1) alors f < (1 . y
sont des nombrves rationnels. i ) / oL, @ B) o @, B>0

THETOREMEI 3.3 Gzl = &l 1,12) = 6G(2) 1, 3):
y 11) Nous démontrons que Cy(1, 1, 1) = €,(1, 1, 2). Du théoréme 3.2 il
Ele\su. teque €y(1, 1, 1) C €y(1, 1, 2). On supposequef < Cy(1, 1,2) et on consi-
luée’lg §1’1v1s1o11 x, ¥ -+ h, - 3/2h, x + 2k, x4 3h. Alors de la formule
(’ . )211 }esulte: (%, x +h, 2+ 20, 5+ 3h; [1=1/2 [, x + &, x -+ 3/2
%4 205 f14 1200 + b % - 3/2 by %+ 2h, % + Sh; ] et parce que =
< C f( 1, 71, 2) M €(2, 1, 1) il résulte que le membre droit de 'égalité est
%osm@etl [,iv, ZX + h, X+ 2h, x +30; f] > O cest-a~dire f & Cy(1, 1, 1).
deOIII’Cén(Z)Sléé,’ ) C €L, 1, 1) et de la double inclusion il s’ensuit le résultat

2) Nous démontrons maintenant que C,(2, 1, 3) (T €y(1, 1, 1). On consi-

. dére la méme division arrangée de cette maniere :

x4k, ox, x4 32 h x -L 30, x4 2

et on appliquera la formule (1.3)". Alors:

[, x + &, x4 28, x + 3h; f] = 12[x, x 4 3/2h, x 4 2h, x - 3h; f] +
4- 1/2{%, x + h, x - 3/2 h, x + 3h; f]

et du fait que f = &"(2, 1, 3) N € (3, 1, 2) il résulte que f = €1, 1, 1).
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Le dernier résultat représente une amélioration d’'un résultat obtenu
par 1. porPOvICIU dans [19], théoréme 2.

THEOREME 3.4. St f est continue et f € Cy(l, 2, 4) alors f est convexc
d'ordre 2.
Démonstration. Soit la suite des points de division x, x + 7,

x4 (L4208 x4+ 1 4+24+49n ..., s+ 142+ ...+ 2%
Alors :

[, % (L o 22 x4 (Lo 20 x4 (14 + 295 f]=
:EAL [xi: Xit1, Xit2, xl+3ﬂf:( = O, A‘i > O'

olt x; sont des points consécutils de la suite. Il cn résulte que f €
gn--1 2n pumy . o
e@z(l, ) ik Dela continuité de la fonction f il résulte que f
on—1_. 1 9on—-1 _

appartient & €,(1, 1,2), et du théoréme 3.3 il résulte que f € Cy(1, 1, 1). Mais
une fonction continue et convexe Jensen d’ordre 2 est convexe d’ordre 2.
Remarque. Sif est mesurable {dans le sens de Iebesgue) et f =
€ @1, 1, 2) olt f = €y(2, 1, 3) alors f est convexe Jensen d’ordre 2 sur
[, b], 1a mesurabilité de la fonction f pouvant étre remplacée par la proprié-
té de la fonction d’étre bornée sur un ensemble de mesure positive ou sur
un ensemble de deuxiéme catégorie avec la propriété de Baire.
(Comme on peut voir par exemple dans w, SIERPINSKI [20], T. POPOVICIU
[17], z. ciesIELSKI [3], S. kUrREPa [10], etc)

4. Les lonetions convexes d’ordre superieur. Critéres de econvexité.

Nous désignons a présent par €,(1, oy, ..., ,) olta; >0,2=1,2, ...,
n, 'ensemble des fonctions f:[a, b] — R qui satisfont a l'inégalité :

4.1) [x, x+h, v+ (g + b, o084+ (g + 0o+ .. Ao, + 1)1 f1>0

pour chaque %, ¥ + (¢ + ... + &, + 1)k = [a, b] et h# 0.

On peut considérer aussi 'ensemble €, (x,, oy, - .., auy1) qui revient au
précédent. D’une maniére analogue a celle adoptée aux précédents nous
désignons par €, (1, a«, ..., @,) respectivement €, (1, a5, ..., «,) len-
semble des fonctions qui satisfont & la relation (4.1) avec 2 > 0, respective-
ment 4 < 0. Dans ces notations ont lieu les propriétés suivantes:

a’) efl, 1, ..., 1) =¢r1, 1, ...

b”) Gr:(l; Hyy Hgy ovvy OL") i @’T(OLW sy O 1)
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¢’ C(lpepdnd., o) i=
=&/ (1, a, ..., @) N Gl ay, .., ) =
=G (1, oy oo, ) N € (0 ooy g, 1)
d”) Culag, g, « vy tyyt) = € (day, doty, ..., doty.y), d >0

Les fonctions de l'ensemble €,(1, 1, ..., 1) ne sont autres que les
fOI.ICtIOI.lS convexes d’ordre # dans le sens de Jensen, c’est-a-dire les fonctions
qui satisfont 4 la relation:

(%, %+ h x+2h .., x4 @#+Dh; fl=AT"F)H ' m+ 1) >0
hY " s [n .
ot A3(x) = 3 (— 1)+ ) Atz + 4.

1=0

THEOREME 4.1. Nous avons Uinclusion :
eﬂ(lJlJ vty 1) D @’j‘(l" al! ey (xﬂv) m ei—:—(alj .
NGy, 1wy, . oy—1).

D é monstrat ion. On suppose que / appartient a4 l'intersection
de I'énoncé. On considére la suite de points :

RS O I O

x]
1 1+ a 1+ o -+ -
X+ h, x + 1 ]7,‘___ X Mﬁ
1+ a4+ ... +a, 14 oy + oo + 4 +1—|—a1+”.+u,,)
x+2+a1+'”+anh, x+2+2al+...+a,,h,.”,x+2+2cz1+‘..+2¢x,,h'
l+ea 4+ ...+ o« 14+ oy + ... 4 ay 14+ ...+«

w414+ ne + ... + na, 3 x & w14 4+ Dayg 4+ ... 4 ney ot
T o+ o ooy Ttay 4+ 0+ ooy, ! '
X+ nt 14 (4 Dy 4 .0 + (1 + Day, n
Loy 4+ oo 4 oy
Il'y a en tout (# 4 1)2 + 1 points de [a, b] et on suppose que /2 > 0. En
appliquant le théoréme 1.1 pour le systéme de noeuds situé sur la derniére
colonne on trouve:

%+

(n41)7—n

L ¥+ (n+ 1k fl= ; A%y %ivr, ooy Bignga; £l

(r4:1)1—n
ot 4; > 0O et 2 A; =1 et x; sont les points de la suite considérée
=

ci-dessus écrits dans l'ordre croissant. Mais les différences divisées du

[, x + A, ..
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deuxiéme membre sont positives, parce que f appartient a Iintersection
de I"énoncé. Donc f = e, 1, ...,1

THREOREME 42. Si fe¢(l, 1, ..., 1) alors fee(l, a ..
&1, Xy ..., o, SOnt des nombres rationneles positifs,
La démonstration est tout a fait analogue a celle du théoréme 2.2

., o) ol

THEOREME 4.3. Si & > 1 est un nombre naturel quelcongue aloys :

a) @Qk,;_{(l, «, l, % ., 1, O() C€2k+l(l, 1, ey 1)
ey T

Cua(22, 211,22 .. ,2) =4 2.2 1 1, 2 2 , o)

Rl T — e e et e e B N A —— S e, e e

k41 * k-1
b) =Cwiaf2 42,2, ...21,1,2,2 ...,2) =, —
B s TTRTTT
:€2k+2(2, 2, ...,2, 4, 1, 1, 2, 2, ...,2):
e —————— T ———
2 k+1
=Cuwis 2 281,22 ., 2) =yl 1, ... 1)

Démonstration. a) On suppose que FE€Cun(l, o ..., 1, 0
Pas
et on considére la suivante division de Pintervalle [, x - (2% 4- 2]

X, x -+

th, XA B %k Llh,J o X 2k Db b 2k DR
o - o L

S J—l- x4 2k 4+ 2.
o+
Alors du théoréme 1.1 il résulte ;

2k4-3

o XA (2R 4+ 20 f] = Ay, xi, L
N

P

(%, x + &, .. o Xiroera; f)
avec 4, > 0 et otr &, § == 1, 2, ..., 4k + 5 sont les noeuds en ordre croi-
ssant de la suite précédente. Parce que chaque différence divisée du deuxie-
me membre est du type @, (L e, ..., 1, &) olt @2+k+1(<7., I oo, e 1) il en
résulte que /= @y y(1, 1, ..., 1) Q.E.D.

b) Nous démontrerons que: Cui2(2, 2, ...,2,1, 1, 2, 2, e )

- R RS —

& Pt
@gkfg (1, 1, . l) L,iHCIHSiOH Gg/h\.g(l, l, P 1) C(‘_’.qzk_|_2(2, 2, e .,2, 1, I, 2,
2, ...2) résulte du théoréme 4.2. Il reste & démontrer 'inclusion inverse. On
suppose que: f & €y ,1,(2, 2, ..., 2, 4 L2 ,2) et on considére ma-
intenant les points de division

Yox R x4 20, ..., x (k4 Dk, = + (B + 3/2)h,
X4 (k2)h ..., x 2k + 3)h.
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Alors en appliquant Ja formule (1.3)" on trouve:

[ % 4 b %420 o x (24 Bk ] =

’:-% [, x + 1, o XA B+ Db oxf (k—}—g)}z,x—k'(k—f—Z)h, —

o X @R 14 Lx g,

o XA (k- DA, x4 (k - ;) h,

Aot (b4 20 x4 2k 43 £

et parce que f = €y, 4(2, 2, .. 52, 1,1, 2,00, 2) il en résulte que f € Cyp9(l,
1, ..., 1). En utilisant la méme suite comme ci-dessus mais écrite avec

un ordre des points modifié, on peut obtenir les autres égalites de I’énonce
du théoréme,

Les théorémes 4.1, 4.2, 4.3 donnent quelques conditions suffissantes ou
méme nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction satisfaisant i une
inégalité de la forme (4.1) soit convexe Jensen d’ordre #, Des conditions
pour que la fonction f convexe Jensen d’ordre # soit convexe d’ordre # (dans
le sens de la définition 1.2) ont été données par de nombreux auteurs,
2. CIBSIELSKI [3], 1. roPOVICIU [17], = GER[7], s KUREPA [10], A, ogr-
ROWSKI [14], s. mArcws [11], R. cER ot M. KUkzMa [8], ete.

3. Les dérivées généralisées et los fonetions convexes d’ordre supérieur,
Soit f une fonction 4 valeurs réelles définie dans un voisinage du point

2. 3'il éxiste des nombres %1, %, .., o, indépendants de % tels que :

-1

f~1
PRI w,—1 + 01

BN S+ 8) = f0) + s + Ly 4

alors le nombre a, s'appelle la dérivée de Peano d’ordre £ (on dit ¢galement
la dérivée d’ordre £ de de la Vallée Poussin) de f dans le point % ct on éerit
% = fi(%). S'il éxiste la dérivée Peano d’ordre # de [ dans le point x, alors
il éxiste aussi la dérivée d’ordre m, 0<m< n. Nous désignerons par f(x)
la dérivée usuelle d’ordre # de la fonction f dans le point «.

Si f"(x) existe, alors il existe tant Sa(®) que fO(x) = Fa(%). L'affirma-
tion inverse est vraie pour # = 0 et # = 1, Pour # > 1 'affirmation n’est
pas vraie. A. DENjov dans [6] a donné un exemple de fonction qui admet
la dérivée de Peano d’ordre n > 2 qui a la dérivée usuelle discontinue dans
chague point d’un ensemble non-dense E.

On éerit )
(5.2) Sunp(x) = Hm 0l [x + oy, &, x ok, o, x4,k ],
h-—0
oy <y < ... << &, Sicette limite existe ; £ désigne I'ensemble F — {oy,

#zs ooy Ay} Quand F o= {—n, —~n 42 . -, # ~— 2, n} on obtient la déri-
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vée symétrique de Riemann. La limite de (5.2) a été appelée par A. DENJOY
[6], le m-éme dérivée généralisée de la fonction [ relative al ensemble’ !
8’1l existe la derivée de Peano, alors il existe aussi la dérivée généralisée
Jne(%) relative & chaque systéme de # + 1 nombres et f, z(x) = f, (%). .

Il est & mentionner le fait que si Suz(x) = 0 pour chaque x = [a, &] il
ne résulte pas que f(x) est un polynome de degré tout au plus n — 1.Cest
le résultat de a. DENTOV [6], qui a montré que si nous additionnons a
un polynome de degré 2 une fonction de la forme :

(53.) ;‘ Cyo(x — ¢,)

0, <

ol ¢, est un ensemble de points non-dense dans [a, b], w(x) :{ oA .

et C, des coefficients arbitraires, alors Sou(%) =0 si e = {—y, —B, By, 1.

En suivant des raisonnements analogues 2 ceux des théorémes ~”1.1

et 42 et en passant a la limite dans une suite d’égalités on obtient les théo-
remes :

THEOREME 5.1, Stfur (%)>0,1=12, ..., nou E, = {o, %5 o0y 2, )
Ey={o ag, ..., o1, 0,4 + ajkt. m} E_,%H:_{oc,,;vl, A -
t %y e, g g A L ) dlors il ewiste Sne(%) et fur () > 0,

ou E = 1,2,...,1z~+1}.

THEOREME 4.2, St fn,:(x) >O00NE=142,0 L e 1} alors g (%)
existe et est positive. Ici E’ = {a,, a,. .., @1} et les vapports de deuwx
nombres o, quelcongques sont des nombres vationnels.

Nous supposons maintenant que J satisfait & la condition :
o, oL e
(5.4) FE 8 =f0) + LAW + o+ 2 f )+ o
et nous désignons par f, . ,(x), Foia%), T -1, (%) respectivement par la limite

la limite supérieure et la limite supérieure a droite (c’est-a-dire avec 4 ~ 0)
de l'expression :

(5.5) %%#&w+m~;¥%mﬁ

quand % tend vers zéro:

THEOREME 5.3. Soit f une fonction satisfaisant aux conditions :
(4) fu(%) existe et est finie dans la, b],
(8) farr,+(%) > —oc0, pour chague x < [a, b1 \_C ow C est dénombrable,
(100) farr, (%) = + 0, au plus sur un ensemble E avec [E]l =0,
(w) feelay, ..., ).
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Alors f est comvexe dordre n suy (a, b).
Démonstration. Soit x un point ot 'expression (6.5) a une limi-
te a droite f,.,,(x) finie, Alors, pour 4> 0:

(5.6) FE+B =0 + LA+ o+ 2 piay 4
JHa1
(n+ 1)1

En appliquant la différence divisée du type €(l,a, ..., «,) dans (5.6)
aux fonctions considérées comme des fonctions de la variable %, on trouve :

C7) [% 244 2 4 (1 4 a)h, o Pt 4wk f] =

[f,hg;lﬁ(x) + e(x, 4)], e(x, ) =0, h -0,

n4-1
= Efnsnet () S e a o o o)k
(n+ 1! i<

C; nondépendant que de o. Parce que e(x, (1 4 oy - ... + a)h) — 0
quand % y 0 il en résulte que le membre gauche a une limite & droit quand
N0 et qu'elle est égale 4 f,., (%) et parce que f = (1, «,, ..., a,) il
en resulte que f,4 4 (%) > 0 pour chaque x = [q, 6] on Jni1,4(%) est fini
c'est-a-dire sur [g, OINE' avec |E'| = (),

Cette derniére condition de pair avee (1) et (i) implique conformément
au théoréme 19 [2], que £ est nonconcave d’ordre # sur (a, b). Mais, comme
nous l'avons vu, il n’existe aucun systéme de points sur lequel la différence
divisée s’annule sans que sur I'intervalle le plus petit qui contient ces points
la fonction ne soit un polynome de degré n. Mais, parceque f = @ (1, u, ..

o1 o) il en résulte que J est méme convexe d'ordre s sur (a, b),

19

THEOREME S5.4. Si f a wune déripée usuclle d’ordre (n — 1) continue et

FEeHl, ay, ..., ,) alors f est convexe d’ordre u,

Démonstration Dans [18] 'r. POPOVICIU a démontré la for-
mule suivante de la moyenne |

Si fa une dérivée d’ordre k < n continue sur [a, b] et x, < Xy < L
o0 <%, sont #—Fk points distincts appartenant 2 [a, 3] alors il existe
B <A< < ¥y—p % — k points distincts dans [#1, %, tels que:

6&W“UW%%NW%JFW%%—UW%%wWﬁ%ﬂW

Particulierement il éxiste dans lintervalle (%, 2 4+ (1 4 oy + ..
oo F k], B> 0 les points distincts & E. &y tel que :

Gt Do 2 4 2 + (1 ah, .. Ft (4 oy 4.4 0 )k f]=
=21[E,, &, &; fr-1)]

et parce que f € €#(1, «, .. +» %) il en résulte que quel que soit un voising.
ge a droite de x, il existe dans ce voisinage trois points distincts {20 B,
& tels que [E], & & /"1] > 0. En choisissant un point ¥ € (4, b) nous
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trouverons que dans chaque voisinage de x la fonction continue / a une
différence divisée positive. .

St nous gle§1g110ns par Dy f*=D(x) la limite supérieure de toutes les
valeurs des différences divisées de la fonction / dans un voisinage de «
] s H 3 {41 1 ~AG ey 2y 7 fn— ‘J
d’apres les conmderatlons‘ antérieures il résulte que D, [ U(x) > 0. Mais
parce que f®-1 est continue nous avons -

VX1, %, ¥y € [a, b], [y, %y, ¥y, [ = inf sz(*) =0

[ ]
(voir par exemple i, NICOLESCU [12]; ¢ wassmaaris [9], p.s. BULLEN [1 ).

Done /=1 est nonconcave d’ordre 1, ¢’est-a-dire f este nonconcave
d’ordre #. Mais comme f = CHA, ay, ..., a,) il en résulte que f est convexe
d’ordre #.

Remarques. La condition que fadmette une dérivée usuelle d’ordre
n—1 continue, peut étre rémplacée par I'existence de fa—1 continue, parce que
d'aprés le résultat de . cOROMINAS [4] il existe une formule de la moyenne
analogue 4 la formule (5.8), mais relative 4 la dérivée de Peano. Mais
l‘uluel_lora:cmn est non esentielle parce que si Ja—1(%) est continue sur [aq, bi,
alors il existe f"=1)(x) et fi»-1(x) = fu-1(%). D'autre part dans les théorémes
5.3 et 5.4 dans le cas particulier étudié par exemple dans le théoréme 4.3,
on peut renoncer a quelques conditions, parce qu'il est suffisant, par éxemple,
que an lieu de la dérivabilité des fonctions on suppose leurs continuité.

Aussi la plupart des résultats de cet article peut s’étendre en considé-
rant, par exemple, un systéeme interpolatoire de fonctions By Ui o e Finoy
et les différences divisées d’une fonction S sur des noeuds distincts ot rela-
tives & ce systéme interpolatoire, respectivement en considérant la convexité
d'ordre supérieur relative au systéme interpolatoire considéré,
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