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Soit (s,) une suite de nombres réels avec lim Sy =s € R et la suite

-0

de ses différences {As,|As, = s, — Sw # € N et Asy =5} soit | pres-
que-géométrique”’, c’est-d-dire que l'on ait

lim -5 — 7 o || < 1.

=0 As”_l

Alors, la transformation définie par

2

Asy—y - As Sy — Sp—1s
(1) c, = /IS” =S, _f"M LL " n—15u+1
Asy—y — Asy, 28y — (sy—1 + Sy11)

et qui s'appelle la formule d’extrapolation d’Aitken, [17, accélére la conver-
gence de la suite (s,) & la limite s, ca veut dire

lim &2 =5~ ¢
=00 Sy — 8
On remarque, que la fransformation (1) peut étre facilement mise sous
la forme

2
— 1 S — Sp—1Sp+1
== ‘holnre

(2) 2 . Sp—1 + Su+1

S
n
2

! Ce travail a été communiqué A la Session Commiémorative dédiée 4 la mémoire de
Tiberiu Popoviciu (& Cluj-Napoca, au mois de Mars, 1976),
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ce qui donne du relief au fait que la transformée o, soit égale & la moiti¢
du rapport formé par ’éeart de la moyenne géomélrigue et 'écart de la moyenne
arithmétique relativement i la suite originelle (s, ), '

Nous introduisons, maintenant, une certaine notion de convexité
généralisée.

Définition. Suit (X, <) un ensemble totalement ordonné et ume
application f: X — X. Soit aussi une application y : X2 . X telle, que
pour chague couple (x, y) = X2 pour lequel x < v, on ait x < B, ) <v;
une telle application p. sera dite application interjective sur X. S5 S jouit de
la propriélé

(3) Fu(x ) < wlf(x), f(), w2,y € X tel que x < y,

alors f sera p-convesxe (avec Vinégalité < dans (3) f sera strictement p-compexe,
Pinégalité > définiva la w-concavité ; I'égalité stricte, —, exprime I'absence
de la p-convexité et de la p-coticavité, c'est le cas d'une p-draite).

La moyenne arithmétique respectivement celle géométrique vérifie

x < x—;- s <Y respectivement x < ‘/@ <ysi0<x<y< 4 o, done

on pourra parler pour les fonctions qui satisfont (3) avec I’application
interjective arithmétique respectivement géométrique, — d’une comvenité
arithmétique (celle de Jensen), respectivement d’une convexié géométrique.

La remarque ci-dessus a propos de la forme (2) de la formule d’Aitkan
exprime le fait que la transformeée est la moitié du rapport de deux quan-
tités, indiquant 1'ane la ngrandeur” de la convexité géométrique et Iautre
la ,,grandeur” de la convexité arithmétique.

Nous donnerons une démonstratin ,sul generis” & la formule d’Ait-
ken. Tout d’abord le

Lemme. Si o, (n N) est unc expression assymprtotique du reste
de la série convergente 2z, & fermes numériques (véels, complexes ou de qua-

n

ternions) alors, en motant Sy =D 2, la suite {omlad <k sptheon s N}
1

convergera plus vite & la somme s de la série 2z,, que la suite (s,) des sommes
partielles de 3z, .
P

Démonstration. T partant de la relation A la limite lim ** —

[ I

(v, étant le reste exact de la série), on aura

. Sl T DN 0 ('ﬂf - 00)

Sy - S Yy

On remarque, que le cas singulier ot pour un certain n on pourrait
avoir s, =5, donc », = (), a &té ¢liminé de notre raisonnement.

La démonstration de Ia propriété de la transformation d'Aitken,
d’accélérer la convergence, ressort de la facon suivante

Q
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en partant des conditions précisées au commencement de ce travail
— regardant la suite (s,) — et tenant compte de travail [2] de Pauteunr,
I'expression

Asy, 1 As,
S Sl aslioy

(n = N)
Asy_y — Asy,

Pu =

est une expression assymptotique du reste de la série convergente XAs, -
dans ce cas la suite (o,) définic par (1) convergera plus vite & s que la suite
(s4), — vu le lemme,

Notons le fait, que Ia transformation d’Aitken n'a pas de point fixe
proprement dit, mais des pofuts fixes virtuelles, notamment toutes les
suites stationnaires — (8,8, ...,8, ...) —. En effet, partant de ds, =5,
on arrive a (s, — s,_,)(s, — Sut1) =0 d’olt 5, = s, , on bien Sy = Sy g
(7 = N). Mais la suite stationnaire (s) conduit la transformation As 3 la -

L oo 00 . S
forme indéterminée > | & laquelle on peut attribuer par définition la valeur
0

$; la suite (s) a la limite s et on ne peut pas — évidement — accélérer sa
convergence A s,

11 est intéressant de remarquer, que si on note y, = g — s, et @, =
=38 — o, alors, entre @, e Py @ liew de méme la velation d'ditken (ce qu'on
peut facilment vérifier): @, — Ay

Enfin, une certaine géuéralisation de la transformation d’Aitken sera
énoncée par le.

THEOREME. Soil (s,) wne suite de nombres réels  positifs, strictement
croissante el bornée : la suile (As,) des diffévences satisfaisant la forme Iimite
du eritérium de Kummer

(4) lim 280 = apildsn o g a,As,_; = 0,

"— 00 AS,, 11— 00

La transformation A, définie par

2
- = s L Uy +1Sy — AuS, s, 1 — ((1,, +1 "n)snsﬂ'ifl
(D) Op == A4S, == — _‘__.__‘__‘_'_—
(a, -+ a, PO s, — Apr1Sn+1

accélére la convergence de la suite (s.) @ la méme limite

$ == lim s, = lim o,

11— 00 B— 00

Démonstration. Fn nous basant sur (4) — vu aussi le travail [3] de
I'auteur, on aura pour le reste de la série 2As, la formule assymptotique

A Asy

tho

v,

"
et

~ ﬁnASn—l — Au414s,
MO = S
As,
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d’ot
. iy ayldsy —, + As,
771 = Pn I

aylds, ., — a, +148,

En formant la somme ¢, = $y + p,, on aura

'l ay(Sy — Sp—-1) (S0 — $p)
Oy = Sn + i,

Ay(Sy — Syoy) — Ayty(Sptr — )

et apres les calcules effectuéds on arrive a (5), CQF.D.

On mentionne, que (5) peut étre mise sous la forme

2 An ; Bnkl o Ay
N Sy — Sp— - B Su | Spda
€y g
N nta -1 i1
(b) 6" == .148“ = ﬁ"‘ - - =3
Gy 4 Qptq ay, At
Sy — Sp—1 Spta
Gyt ay Ay @y

ce qui met en évidence un écart arithmétique au dénominateur et un éeart
géométrique généralisé par une moyenne arthmétique pondérée dans I'un
des facteurs. La formule (6) redonne la transformation d’Aitken pour

a,=1{(n € N),
KN
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