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Soit X un espace de Banach et Y un espace lindaire norme.
On considére I'équation :

(1) P(x) =,
ot P: X —»Y et 0 est I'élément nul de I'espage Y,

Nous désignons par ¥ — (x,)*_,, une suite éléments dans I'espace
X et par £ un nombre naturel arbitraire.

Définition 1. On dit que la suite 3 a Pordre ), par vaport a 'applica-
tion P, $'il existe wne constanie non-négative o qui ne dépend pas de n, o
telle que pour chaque n = 0,1, ... sojent satisfaites les inégalités sutvanies :

P ) S o | P(x,)

Définition 2. On it que la suite % a Pordre de convergence k
par rapport & I'application P, si les conditions suipantes sont vemplies :

a) la suite X a Uovdye % par rapport & I'application P;

b) la suite % este convergente,

O1 5 C X est un ensamble a ¢léments dans I’espace X, nous désigne-
rons par S* = Int (S), lintérieur de cet ensemble.

Soit s = 2 un nombre naturel donné et P I'application qui détermine
I'équation (1).
Dans cette note nous chercherons des conditions imposées a I'applica-
Petal

tion a suite X, pour que la suite 3 ajt P'ordre de convergence s par
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rapport 4 P'application P et de plus, si nous désignons par & = lim ¥,
n—rx

pour que nous ayons alors P(x) = 0.

Par rapport au probléme ci-dessus posé, on peut énoncer le résultat
suivant.

PHBOREME 1. St la suile X, Uapplication P el le nombre réel et positif
S sont tels que pour chaque point x € Int (S), ot S = [x € X! |lx — x|l =
< 8}, les conditions sutvantes sonl remplies . '

B Vapplication P admel des dérivées du type Tréchet, jusquw’a lordre
§ (sf 2) inclusivement, sur chaque poinl de Uensemble Int (S) el

sup [P {x)|| == M < + o0,
re Int(S)

i) 11 existe une constanle réelle ¢t non-nigative o, que ne dépend pas de

n, telle que les inégalités suivantes sont remplies

EIHH%WM1~WM§ﬂHmW

=0 i !

olrx, &L M S*% n=01...;

iii) 11 existe une constante réelle et non-négative B qui ne dépend pas de
et telle gue les indgalilés suivantes sont remplics
- 3 M
“’»H’.LI L A’n” —é B HP ('\'N)H'
a

;\7,5 Ems*, 'H:O, 1,,

1

iv) les constantes o, B et les nombres réels M ot § satisfonl awx 1négali-
lés suivantes .

po=v - IP(x)l < 1 et ;P03 b ’

— po) "V
s
: MBSyl
v == o P ’
y _5!

alors relativement & U'équation (1) ot & la suile % ont liew les propricélés

sulvaiites : y
i) la swite X a Uordre de convergence s el st ¥ = lim x,, alors P(¥) = 0.
H—r o
1j) # €5
. Bpsﬂr
4 - 0
101) e — mll=

]
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Démonstration

Nous démontrerons en premier lieu que les éléments de la suite X

SOllt (_Olltel” 1S en »; S 3 N p
N 1 leS C()Ildl tl()llS d]. coreme €nonc ()Ut rem (g
. . 1 tll [¢] (G 11 S.

(2) I — oll < BIIP ()] < BLIEC - Bee - Boo 5
Y U v(l ~ o)

d’olt il résulte que x, = S*. En eff oy
. B B .7 efiet, - 2\ ’ b
ralisée on déduait 1 en utilisant la formule de T'aylor géné-

Pl < 1P() ~ 35 L POt (r, — w4
‘f—‘ Z_\é}‘ P (o) (%, — x,)i gl}l, I, — %ofF + « 1P|l <

=55+ ) - 1P,

d’ott on déduit :

(3) I Pl =71 || P,
Nous supposons que les propri(:jtfj"s suivantes sont remplies : PER ) o s
S : Lo G e
1) x, € S*; 1=0,1,..., n;
2) 1% — =2 o™ p "
v 0 ) P ]

3) I1P(x)]| =< v ! Plai I, 1=212 ... u;

’ ’

et dans ces hypothéses nous démontrerons que:

N A L CAN T

’ %i‘l)(xﬂ)”s‘
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En multipliant par v I'inégalité 3) et en désignent par p; = v||P(x,)|],
t=1,2, ..., n nous déduisons facilement les indgalités :

(4) vl =12 ... %
Des inégalités (4) et de iii) on déduit
(5) s = 2 < Bl Pl | = 2Ll < P

De (5) on déduit:

i1 = x| <D0 Iiar — = 2D of < B0 5
=0 U =0 v(l — o)
d’olr il résulte x,,, = S*.

I'inégalité 2) pour i = # + 1 résulte de (5).
Pour la derniére inégalité on a:

s—1
I 1 .
[P )= NP (x021) — 2; PO, ) (%01 — 2,)1 +
1 M :
- ZO 7[ ) (xu) (x“ L xn)i) g(‘x +t7) . ”P<xu)||: (a5 “P(xu”r
Par conséquent les propriétés 1) -~ 3) sont remplies pour chaque # =
=12, ..

La propriété 3) montre que la suite ¥ a l'ordre s.
Nous démontrerons dans ce qui suit que la suite X est convergente,
Pour ce faire nous démontrerons d’abord que la suite % est fondamentale.

Soient n et p deux nombres naturels,

On a:
ntp~1 B #tp-1 . BP‘[‘)"
(6) ”xn+j> e xn” = 2 ”xH-l - xu“ =- 2 ' P(S)' = T o

De T'inégalité (6) il résulte que X este convergente,
Soit x = lim x,, alors de (6) il résulte I'inégalité :

n—+co

o5
v (1 — pf)")

-~ Il en résulte que % € S et nous avons aussi obtenu V'inégalité jv).
L'inégalité jjj) résulte de (6.) pour P =1

Ilj"——xn”g p '”:O,l,....

"
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Il reste a démontrer que # est la solution de I'équation (1),
Nous avons prouvé que l'inégalité (4) est vraie pour chaque

n =01, . Alors on obtient :
lim g, =0
mais p, = 9||P(x,)]| et donc lim P(x,) = P(x) = 0,

Ceci achéve la démonstration du théoréme,
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