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Préliminaires. I 'accélération de la convergence d'une série ayant pour
but l’amélioration de lapproximation de sa somme est basée sur deux
concepts :

1° la définition du fait qu'une série converge plus vite que l'autre,
et

2° la procédure d’appliquer une transformation au termes d'unc
série ‘convergente, de telle facon qu’elle reste encore convergente et con-
serve la somme de la série originelle, — de plus, la suite des sommes
partielles de la transformée  converge plus vite a cette somme que la
suite des sommes partielles de la série originelle.

D’aprés PRINGSHEIM, [4], si 2#, et Zv, sont deux séries nu-
mériques convergentes dont les restes du rang # soient notés par 7,
respectivement p,, alors la série v, converge — par définition — plus
vite que la série Zu, si on a lim & =0.

n—0 ¥y
On démontre facilement, que pour deux séries convergentes et 2

termes positifs, Tu, et Zo,, I'égalité lim " — 0 entraine I'égalité lim £ =0.
fi—r o0 Uy H—0 ¥y
On est tenté, parfois, d'étudier seulement le rapport des termes

correspondants en vue da la comparaison des rapidités de convergence
de deux séries — méme autres qu’a termes positifs, [1], [3]. Or il est
sy WG
" nlnn
pour constater que malgré la décroissance plus vite du terme général de
la deuxiéme série — & zéro — que celui de la premicre, la deuxie¢me
série diverge, tandis que la premiére converge.

su'l{fisant de considérer l'exemple classique des sérics st

*
* %
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Nous démontrerons quelques théorémes qui justifient des pratiques
d,e (_:alcul blen- effectuées, mais pas toujours soutenues théoriquement. Il
s'agira des séries alternées, des séries de puissances et des séries trigono-
meétriques.

THEOREME 1. Sott (u,) et (v,) deux suites @ termes réels positifs, stricte-
ment décroissamtes a zéro. (Les séries alternées X(—1)"'u, et B(—1)*"l
"

seront convergentes, d'aprés le critére de Leibniz). S¢ lim I — 0, alors

on peut indiquer pour la wvalewr absoluc du veste de 71;12 Zn de la série
5 (— 1)1, une majorante (dépendante de n) qui tendra plus vite a zévo que
la majorante de la valewr absolule du reste de vang n de la sévie Z(—1)""u,.

Démonstration. Le seul controle sur les valeurs absolues des restes des

séries alternées est donné par les inégalités classiques:
|71L| < Uptd et Ipn| < Upt1;

d’aprés I'énoncé du théoréme, on a

Upt1 = Opr1¥ng1 avec lim Wy 1 = O,
H—F0Q
donc |7,] < #us1 et lp,| < O0(uyr) (12— o), C.Q.EF.D.

Obscervation 1. Le théoréme 1 peut étre utilisé dans le cas ot

- . PR . ¢ .

la transformation d’Fuler, [2], est appliquéec par exemple, & une série
alternative et que la transformée soit aussi alternative.

PHEOREME 2. Soit les séries de puissances (réelles) . Xa,x" pour laquelle
: %1 o
) avee lim 2T =1, et Xb,x" pour lagquelle b, >
n—co Uy
q W 3
S baln =0, 1, ...) apee lim = 1.Si Lm =0,
| =l . =400 b,,' n—+0 Ay
|x] < 1 la série Zb,x" converge plus vite que la série Za,x" (a,, b, > 0).
Démonstration. Ie rayon de convergence des deux séries est égal

a l. ch,)‘ur 0 < x < 1 les deux séries sont & termes positifs et puisque
¥

a, > aG(n = 0, 1,

alors  pour

lim
fbon (g

zéro, donc la deuxidéme série converge plus vite que la premiere. Pour
_ 1 < x < 0 toutes les deux séries seront alternées. (Dans ce cas le théo-
réme 1 peut étre appliqué). On couple deux par deux les termes de chacune
des deux séries, afin d’en former deux séries a termes positifs, notamment
¥ (g X2 — tyy41242%+1), Tespectivement 3 (a2 — boy 1 2H1), (n=0,1, ...).
Pour les deux termes générals on aura

— 0, résulte que le rapport de leurs restes a aussi la limite

b
2n+1
b, 2 JRrEs 1 — g ¥
[ ”n P - ;

11111 2n+1 = hm 21 2n i<l O
n—% g, ¥ g 2ntl w—ron @ a f
2 o1 T oAl

“on
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donc la série 3b,4" converge plus vite que la série Za,x" si on se rapporte
aux sommes partielles de rang pair. Quant aux sommes particlles de rang
impair, on procéde comme il suit: on néglige les termes 4, respective-
ment b,, puis en changeant les signes on arrive aux séries

a1x — Ag%® - agx® ... respectivement bix — byw? + bax® ...,

qui sont de méme nature et ont respectivement les mémes rapidités de
convergence que les séries d’olt elles proviennent. Dans ce cas, on repete
le raisonnement déja utilis€ et on arrive finalement & ce que la suite
des sommies partielles de rang impair de la série Xb,x" converge plus vite
que celle de la série Sa,x"; donc la série ¥b,x" converge plus vite que la
série Xa,x".

Observation 2. Le théoréme 2 vient de préciser l'effet de la
transformation d’Euler-Abel relativement aux séries de puissances, [2].

rriorEME 3. Soit (X, +, ||-|) wn espace Hilbert (réel ou complex)
et {1, €q, un  systéme dénombrable d’éléments formant wne
base orthonormale powr X. On considere les sévies Zoye, ot XB,e,, toutes
les dewx comvergentes dans X. Si pour les scalaires (w,) e (B,) @ leu la

" J—

. I . . " 14
velation a la limite lim 14l _ 0 alors pour les restes correspondants des
=0 g
£ : Y. . ..
dewx séries on aura lim lll—"lT:zo, donc la premiérc série converge plus
n—ow |1 Pn i

vite que la deuxiéme.
Démonstration. Pour les normes des restes ont licu les égalités bien

connues .
) »
l7all* = 2+1lakl2 respectivement [lp,|* = Er |Bal™
" nt

Puisque Z]a,|* et S|p,2 sont des séries convergentes a termes positifs,
a lien

o0
: 2 opl?
fim Wl i 25— fim 9
noroo floall® 0 2 n—oo |Bgl®
2Bl
n+1
_ s la derniére limite existe — ; en méme temps, utilisant les conditions

précisées dans I'énoncé du théoreme, on aura

fim Mol Lifim leal 0,
n—roo || Bneall wro |Bul
done lim I —0; CQF.D.

#H—+CO l Pn|

Observation 3. Le théoréme 3 justifie I'utilisation de la transfor-
mation de Kummer pour accélérer la convergence des séries trigonométri-
ques, [3].
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