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En étudiant une généralisation du théoréme de KOROVKINE nous
avons obtenu (voir: [2]) des résultats concernant les suites de variables
aléatoires uniformément bornées. En utilisant un autre point de vue sur
le méme théoréme, exposé par w. M. PRIESTLEY dans [1], nous allons
démontrer d’autres résultats.

1. Soit [a, b] un intervalle borné et fermé de I'axe réel. Par 1, x, 2
nous désignerons les fonctions réelles f,, f,, f, définies sur [a, b] telles
que f,(t}) = ¢, t = [a, b],1=0, 1, 2.

En utilisant les résultats de [1] il est aisé d’obtenir le

TABOREME 1. Sotent A, :Cla, b] > R,n =1, 2, ..., des fonctionnelles
Wnéaives et positives, A,(1) <1, et x,< [a, b]. Alors 8 = {f<C [a, b]
4.(f) = fxo), A,(f2) — f2xo)} est unme sous-algébre fermée de Cla, b].

Dans [2] nous avons étudié les suites de fonctionnelles pour lesquelles

4,(x2)—AY (x) > 0. En suivant ce point de vue, nous allons démontrer le

THEOREME 2. Sofent A,: Cla, b] - R, n =1, 2, ..., des fonclionne-
Hes linéaires ‘et positives, A,(1) < 1. Alors T = {f e C[a, b]|4,(f?) —
— AN(f) = O} est une sous-algébre fermée de Cla, b], et § C 2.

Démonstration. Comme dans [1], a laide de l'inégalité A2(g) <
< 4,(g%), on peut démontrer que si f € X, g € C[a, b], alors

(1) 4,(f - &) — 4,(f) - 4,(g) - 0.
. Soient f, g = X. Alors
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A+ 6 — AUS + ) = A,(f2) — 42f) + 4,(¢?) - A5(8) +

+2[4,(f - ) — A,(f) - 4,()] >0,
donc f+ g = I

Soit f € X. Nous avons, en vertu de (1) :

2) A ) — A, - 4,(f) >0
3) AN ) — AL(f) - A% >0
Alors :

A1) — AU = [4,(%) — 4,(f) - 4,(f2)] +
+ 4u) [Au(f3) — 4,(f) - 4,(/2)] + AP Af) — A,(f2)] > 0.
et on en déduit que f2 € X,

Il est clair que T est

clos 3 iplicati
gt e par rapport a la multiplication par les

1 2 alors
freg= S [(f+&2—fr—g] e Done ¥ est une sous-algébre de

Cla, b]. Pour démontrer que cette so & i
. [ us-algéb . it d’ i
quer la bien connue ,,méthode des 3. BN e R

| Soit 4 = C*[a, ), A4(1) # 0. Dans [2] nous avons précisé la signifi-
cation du nombre b(4) = A(x2)~i("') . ' |
A(1)

 THEOREME 3. Soient A,:Cla, b R =
nelles linéaives et positives. Si 1&,,(7)]—)_)7 ot Z(A e
f=Cla, b]:A,(f7) — AE(f) = 0.

Démonstration. Posons B =

.., des  fonction-
) = 0, alors pour chague

Ay
ik Alors B,, n=1, 2, ..., sont des

fonctionnelles linéaj sy 4
Téme 2, X, e: {ljlrlealres et positives, et B,(1) = 1. Conformément au théo-

Pyl < Cla, b]|B,(f?) — Bi(f) - 0} est une sous-algebre fermée
Comnsidérons maintenant ensemble

A Taide de I'hypotheése A,(1)

2, =

Az R
(Tflx)) -0, d’on il résulte x « 3.
Donc X est une sous-al ¢bre f 3
el gebre termee de Cla, bl et 1 € 3, v e 3.
Py WEIERSTRASS nous montre que % == C [a, 8], ce qu'il fal-

— 1 nous pouvons montrer que
et que 1 I,
Puis b(4,) = A, (x2) —

SUR CERTAINES ALGEBRES

83

2. Nous allons utiliser ces résultats en théorie des probabilités. Soit
(Q, K, P) un champ de probabilité, et X : Q — [a, b) une variable aléa-
toire bornée. Désignons par I sa fonction de répartition.

Dans [2] nous avons considéré la fonctionnelle linéaire et positive

A:Cla, b] > R, A(f) :5 FOAF ().

Soit D¥X) la variance de X. Alors b(A) = D¥X). Si f € Cla, b]
considérons la variable fo X : Q—R. Il est aisé de vérifier que D?*(f o X) =
= A(f?) — A%(f).

THREOREME 4. Sotent X,: Q-—[a, b), w =1, 2, .., telles que D*X ) —
— 0. Alors, pour chaque f = Cla, b]: D*(fo X,) - 0.

Démonstration. Considérons la suite de ‘fonctionnelles (A4,). Nous avons
A, (1) =1, b(4,) = D*X,) - 0. Conformément au théoréme 3, si f/ <
€ Cla, b], alors 4,(f%) — A%(f) —» 0. Mais 4,,(f?)—4%(f) = D?*(f- X,,), donc
D¥fo X,) —O.

Remarque. Ce théoréme peut é&tre démontré en utilisant le théoréme
5 de [2]. En effet, les fonctionnelles A4, ci-dessus vérifient les hypothéses
du théoréme 5, et, de plus, 4,(1) = 1. Donc, pour g = Cla, b],

(4)
(5) lim sup A4,(g) = lim sup g(%,)
oit ¥, = A,(x). D'ici on déduit 4,(g) — g(x,) — 0. En appliquant ce résul-
tat pour f et f2, nous obtenons
|DA(f o X,)| = 14,(/%) — 4% < 14,(/%) — S*(=,)] +
+ [4,(f) = fx)] - [4,(f) + /(%) = 0, g.e.d.

3. Dans le cas f = C2[a, b], nous pouvons préciser le rapport entre
Di(fo X,) et D¥X,).

THROREME 5. Soit S:Q — [a, b) wune wvariable aléatoire bornée,
S = C2a, b]. Alors D(fo X) < (2| Il + IFIR) - DAX).

Démonstration. Ia fonctionnelle A attachée a X est linéaire, positive,
et A(1) =1, b(A) = D*(X). Soit x, = A(x). Alors (voir: [2], lemme 2)
pour chaque g € Cla, b] il existe un systéme x,, %, x; de points distincts
de [a, b] tel que

Ag) = g(xo) + b(A) [x1, %5 %g; &].
Mais f e C2[q, b], donc

A(f?) = f2(x,) + b(A)

lim inf 4,(g) = lim inf g(x,)

et

(6)

IS ) 4 b(A) (S S H()

21

Ol ¢ < o < b, et
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) A(f) =flxo) +(d) 2B, a<p <,
D[ o X) = |A(f) — AXf)| < |A(f%) — F¥xo)] +
+ 1A — f(Ea)l + [A() +f(xo)l < BA) - If - £ + 77 +
+o(4) -LLL 2y 71l < DH@IAN - 177+ /)

Le théoréme est donc démontré.
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