MATHEMATICA — REVUE D’ANALVSE NUMERIQUE
ET DE THEORIE DE I’APPROXIMATION

I’ANALYSE NUMERIQUE ET LA THEORIE DE L’AISI?IlOXIMATION
Tome 6, N° 1, 1977, pp. 99 — 105

APPROXIMATION VON ABLEITUNGEN UNBESCHRANK-
TER FUNKTIONEN DURCH LINEARE OPERATOREN

vou

H. WALK
(Stuttgart)

. Der Satz von p. p. KOROWKIN (s. [2]), der sich auf die Approxi-
mation durch lineare positive Operatoren unter Verwendung von Test-
funktionen bezieht und in Vorstufen schon von T. PoPoOvVICIU [3] und
H. BOHMAN [1] angegeben worden ist, 148t sich in verschiedenen Versionen
formulieren. Eine Version bezieht sich auf die Approximation einer lokal
stetigen, global beschrinkten Funktion in ihrem Stetigkeitsbereich.

In der vorliegenden Arbeit wird die Approximation lokal existierender
Ableitungen unbeschrinkter Funktionen durch lineare Operatoren unter-
sucht. Fiir eine Folge linearer (d.h. additiver und homogener) Operatoren
L,, die einen linearen Raum MO (4) auf 4 € R definierter reellwertiger
Funktionen in den Raum M(A*) der auf A* < A definierten reellwertigen
Funktionen abbilden, und einen inneren Punkt %y € A% scien die Ablei-

tungsfunktionale LY der m-ten Ordnung (m=1, 2, ...) durch

LM = :T’” (L,f)()lies,  (falls existent)
definiert. Der nachstehend angegebene Satz vermittelt fir den Fall, daB
€ine Funktion f € M°(4) in %, eine m-te Ableitung f (x,) besitzt, eine
KDnvergenzaussage itber die Approximation von f(x,) durch die Folge
der Funktionale I,f.’;'j. Die Voraussetzungen sind éine entsprechende (die
M-te Ableitung in x, betreffende) Approximationseigenschaft bei m +- 8
Testfunktionen und eine zur Erfassung der Unbeschrinktheit von f dienende
lokale Bedingung {iber die Lys’ — Bilder von B(f1), wo Lin? ein
Bewisses L,‘,’,’,‘: zugeordnetes Funktional ist und % eine Abbildung der
Dichtnegativ reellen Achse R+ in sich ist mit h(s)[s - oo (s —» o0). AuBer-
€m werden “asymptotische Positivitat” und eine gleichmiflige Normbe-
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schrinktheit fiir die Funktionale LL"};" vorausgesetzt., Da diese Funktio-
nale in den ‘interessanten Anwendungen nicht positiv sind, kann die
letzte Voraussetzung, die sonst erfiillt ware, nicht weggelassen werden,

Es sei bemerkt, daB sich der angegebene Satz und sein Beweis leicht
auf den Fall m =0 ibertragen lassen, wenn man hierbei die Existenz
von f"(xg)durch die Stetigkeit von J in %, ersetzt. In diesem Falle stim-
men die Folgen {L,.} (erklirt durch Ly f: = (L,f)(x,), f e M (4))
{L,ﬂ'fj} {Lyw") iiberein, und man erhilt eine Verallgemeinerung des Korow-
kinschen Satzes auf unbeschrinkte Funktionen, die in [6] (zum Fall
h(s) = s" mit cinem » ~ 1 vgl. auch [5]) eingehend behandeit wiurde.

In einer spiteren Arbeit wird cine nwendung auf eine Klasse von
Folge n linearer positiver Operatoren L, gegeben, die verschiedene bekannte
Beispiele enthélt. Sie wird defini:rt mit Hilfe von (L,f)(x) darstellenden
"singuldren” Reihen bzw. Integralen, deren Kerne durch eine Differential-
gleichung beziiglich der reellen Variablen x erklidrt sind. Es ergibt sich
hierfiir eine Konvergenzaussage fiir die gleichzeitige Approximation héherer
Ableitungen bei Funktionen mit gewissen Wachstumsbedingungen.

2. In der Formulierung und im Beweis des nachstehenden Satzes
werden noch die folgenden Bezeichnungen auBler den in Abschnitt 1 ange-
gebenen verwendet. Der lineare Raum der Funktionen f e Mo(4), fiir die
LE,’;': S definiert ist, sei mit M {'“)(A) bezeichnet. Die Folge {Lff;;')} von
Funktionalen wird eingefithrt durch

L fi = LE (- —xa)"/]
fitr f & M) (A4), d.h. fiir alle J = M°(4), fiir welche die rechte Seite definjert

ist. SchlieBlich wird mit ILw%"ll, die Norm der Restriktion von Ly

auf den mit der sup-Norm versehenen Raum M (4) der in A beschrink-
ten Funktionen = M®")(4) bezeichnet.

Die Funktionen ¢, (j =0, 1, ...) werden definiert durch
g(t): =#, t e 4.
Fir 3 > 0 werden die Funktionen As, ks definiert durch
hs(x, 8) =1 fidr |t — x| < 3, As(%, 8) =0 fiir |t — x| > 3,
(%, ) =0 fiir [t — x| <8,y £) =1 fir t— x| 29,
wobei (x, f) € 4 x 4.

Definition. Fir ein xy = A* < R wird die Folge {L,.} linearer
Funktionale L,. :M°(4) - R als eine Folge lincarer asymptotisch positiver
Funktionale bezeichnet, wenn folgendes gilt. Mit f < Mo (4) st fiir jedes
8 <0 auch ky(x,, -)f = Mqo(4) ; fiir jedes 8 > 0 existiert ein Index 74(3)
0, dal} das durch .

Luaf: = Lus(bs(%0.)f), f © Mo(4),

definierte Funktional L,s,,,; Jiir vz ny cin positives Funktional ist.
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sATZ. Es  sei
A* < A < R, {L}
und m eine natiirliche Zahl, Fiir die
=0,1, ..., m 4 2) gelte

%o ein innever Punkt der Mengen A* und A mit
eine Folge linearer Operatoren L,:Mo(4) - M(A4*)
Testfunktionen ¢; = MM (A4) (j =

amyd

am t=x°

(1) Etle, 8 (n > ).

{ LY sei cine Folge linearer asymptotisch positiver Funktionale mit
(2) sup [ILs7l, < oo
"

Die Funktion f « M (A4) besitze in %o esne m-te Ableitung f(x,). Dazu
existiere eine Fumktion h: Ry - Ry, die in jeder endlichen T etlmenge
vorn R, beschrimki ist, mit h(s)js - oo (s > o) und h(|f|) € M) (4)
fiir die ‘

(#*)

m L/ <
gut. Dann konvergiert

LI f - F ()

Bemerkung 1. Fiir verschiedene Anwendungen ist die folgende Verall-
gemeinerung des Satzes niitzlich. Statt der Testfunktionen ¢; werden
in (1) die Potenzen o’ einer Funktion o: 4 — R verwendet mit

e, : = 1inf{la(t) — a(x,)|: 2t = A, |t — %ol .2 8} >0 (d > 0)
auf M (4) die Funk-

(n — oo).

und in (2) und (*) statt der Funktionale L{%"
tionale L,2® auf M (4) mit

L3O o = LI« — a(xo))™f].

Bemerkung 2. Der nachstehend gegebene Beweis ldft sich ibertragen
auf den Fall, daB in cinem abgeschlossenen endlichen

Teilintervall von
4 gleichmiBige Konvergenz oder auch Konvergenz:. beziiglich gewisser

Halbnormen von L f gegen J" vorliegt (s. [6], S. 62f). Unter anderen
Voraussetzungen iiber die Operatoren L, wurde das Problem der gleich-
miBigen Konvergenz und auch der Konvergenz in einer Hausdorff-Metrik
VO BI. SENDOV, V. POPOV [4] behandelt. Deren Resultat und der obige
Satz stellen jeweils Antworten auf die Frage nach Sitzen Korowkin:
schen Typs fiir die héheren Ableitungen von Funktionen dar, die von
M. W. MULLER auf dem Kolloquium {iber Approximationstheorie'd er Funk-
tionen in Cluj ( Sept. 1967) gestellt worden ist.

Beim Beweis des Satzes' wird zur Erfassung der Unbesch ranktheit
von f der folgende Hilfssatz verwendet.
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Hilfssatz Gegeben sei eine Funkition h: R, — R, mit h(s)[s —
— o0(s — ca). Zu etnem beliebigen ¢ > 0 gibt es dann eine Zahl K() = 0
so, dal} -

3) 2| = K(e) + <h(]z])
Sur jede veelle (oder awuch komplexe) Zahl z gilt, . B.

K(e) = sup {s R, B l}‘
5 e

Bewess. Wegen A(s)/s —» o (s - o) kann man zu £ > 0 eine Zahl
K(e) = 0 so wiihlen, daB3

h(s) =z Ls fir s> K
gilt — insbesondere so wie im Hilfssatz angegeben, —, und erhilt fir
dieses K die Beziehung (3) durch die Fallunterscheidung |z| £ K, |z] >
= K
Im folgenden wird der oben formulierte Satz in der durch die Bemer-
kung 1 gegebenen Verallgemeinerung bewiesen.
Beweis des Satzes wit Bewmerkung 1. Verwendet wird die Zerlegung

(4) SU) = fulxo, £) + pu(®o, £)(a(t) — a(x))", ¢ € 4
mit
m xl): {) E xl] (Cf.(t = a‘(xﬂ))
i‘:b‘ (o) (t),
Pm(xlb ) =0 fur ¢ - Xg-

Diese Zerlegung ergibt sich fiir m = 1 fast unmittelbar. Fiir m > 1 erhilt
man sie folgendermaflen: Wegen der Existenz von o''(x,) existiert o
in einer Umgebung von x, und ist in %, stetig und somit — wegen a'(x,)>
> 0 (dies 0.B.d.A.) — in einer Umgebung von x, positiv; es existiert
also in einer Umgebung von %, die Umkehrfunktion von «; mit ihrer
Hilfe und der entsprechenden Zerlegungsformel fiir # — x, statt «(f) —
— a(]g:cu)_ergibt sich dann leicht das gewiinschte Resultat.
$ 1st

() Fom(zy) = Lnlo

arm

L=y

da beide Seiten existieren und somit auch

"™ [om{For O(eft) — xfxq))™"]
em

=y
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existiert und deshalb mit

lim pm(%g, £)(a(t) — a(xy))™ 1N
I—rx, (t — xo)m

iibereinstim mt.
Aus (1), (4) und (5) folgt, daB es zum Nachweis der Behauptung
des Satzes geniigt,

LS:::‘) Pm(xo, ) -0

zu zeigen. Wegen der Stetigkeit von fin x, ex istieren ein offenes Interval
(%9 — 8%, %y + 8%) C 4* und eine Konstante K* < oo mit

(%, 1) [fO) << K* t € 4.
Es wird nun zu einem beliebigen € > 0 ein § = (0, 5*) mit
lpn(%o, )] << e fur t = (% — 3, %9 + 9)
und die Darstellung

(n - o)

ow(%0, ) =Gy + Gy + Gy
mit
Gy = 2(%0 “)em(%o )
Gy = Rs(%0, *)( — (%)) ™"/,
Gs = —ks(x, *)(x — a(%o)) (%0, *)
gewihlt, Man erhilt zundchst

ILPG < WL sup [Gy()|
le

< e sup ILEw|, far alle 7.

Mit K(e) wie im Hilfssatz ergibt sich
|Ga| = a5,"K(e)ks(%o, <) + eka(%o, )| — a(xo)|="A(|f1)
= ag,"K(e)ks(%o, ) + elks(%0, ) — Rae(2o, ))|a — alxo)|7"A(1 f1) +-
+ eksn(x, )| — a(xo)[T"A(|f1) =
< (K(e) + cH*)as,"ks(%0, ) + caswokss (%o, )A(If1)
mit H*: = sup {A(s): 0 < s = K*.
Ferder existiert ein K** < oo mit

|Gl = K**ky(%0, ).
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Aufgrund der Tinearitit und asymptotischen Positivitat von LIr® ist
6) LG + Gi)| S [(K(e) + eH*)ag"+ KLY by (o, )

+ @ Te L (hae(a, VA1)
fiir hinreichend groBe Indizes #.

Bei der Abschitzung des ersten Summanden der rechten Sei
5 . t . t
(6) wihlt man ein so kleines offenes Intervall en Seite von

(%0 — &, %0+ &) C (2o — 8, %, + 3), daB
(7) (@ — a(xo))® < eK~1in (% — &', %, + &) g
gilt mit
K = a3, [(K(e) + eH*)a5," + K**], Ul
Man beachtet

Falto, ) S ai'h(xo, -)(e — a(%0)) S a5'ky(x0, )(o — alme)t
uﬂﬂdﬁ}er!lélt aufgrund der Iinearitit und asymptotischen Positivitit von
L,:" einen Index #,(3') so, daB fir n > #,(8) gilt

Lz oo, ) S @' L0 oy, ) — w())?]

= @ L (e — (o)t — @i LI (A (%, - ) (e — a(xq))?] |

Wegen der Konvergenz L% (e« — a(%0))?] -0 (n - ) und wegen (7)

existiert ein Index n, = #,(8’) mit

[((e) + eH*)as™ + K**|LEPky(x0, -)| < 2 sup L2,
fir alle n = n, !
Bei der Abschitzung des zweiten Summanden der rechten Seite von

(6) ergibt sich
.{25_,;"&:1.,‘::;“} [Rgn(2q, )k(lf”]

=M

@arg LS f1) — azreLin® [Ags(xo, Jh(|1])]

A

< [L -+ T LS f)) + H% sup L0 ),
k

fiir geniigend groBe Indizes #.

Insgesamt ist also _Lf:;'.“) Pm(%e, °) fir hinreichend groBe # durch ein
von # und e unabhiingiges Vielfaches von e abgeschitzt und damit der
Satz bewiesen. _| :
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Diese Arbeit ist ein Teil der Habilitationsschrift des Verfassers,
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