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Le présent travail a comme point de départ les travaux [11, 12, 18]
de U'auteur, desquels on reprend et on généralise quelques notions, puss om
développe leur comséquences conformément anx six paragraphes suivants.

§ 1. La ,limite analytique” dans un elan

Définition 1.1. Soit X un ensemble infini quelcongue et (B,), <y
une suite de parties de X. La suite (B,) sera considérée descendante g 4]
(D étant Uensemble vide) si et seulement si B, = B,y (n= N) et quelque
soit x € B, (n nombre naturel arbitraire ) existe un nombre naturel n, (évide-
meni n, > n), lel que pour chaque m = N et m > n, ait liew x B,. (Ceci -
signifie, qu'un élément quelcongue apparienant a Uun des lermes de la swite
(B,) ,,s0it éliminé aprés un nombre fini de pas”.) On symbolise cette pro-
priété par B | @.
#Conséquence 1.1. Chague suite particlle (B,,)

i
8

(B,) descendante & O, descende aussi & @ ; chaque suite de la forme (| BY), «n
p=1

) x
wey @une suite

?
0% BO VG (i=1,...,v;v e N) est aussi une swite descendante & O.
'la démonstration en est immeédiate, en utilisant I'idée de ,,I’élimination
apres un nombre fini de pas”, contenue dans la définition 1.1.. -

" Exemple 1.1. La suite (D), _ des disques concentriques donnés

dans Re par DP9 = {(x, ) ,O < %% 4 32 g i}, n <N, est descendante
n
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a ¢, tandis que la suite (Dp)nen des. disques donnés par D, = {(x, y)’O <

< 224yt g L] , # € N, n'est pas descendante & g car le poit (0, 0). ne
n
s’élimine pas de (D) quelque grand que soit #.
Définition 1.2. Soit € un clan o (X, wen une suite d’éléments
de C. L'élément X = @ est la limite analytique de la swite (X,) si et seule-

ment s'il existe dans €@ ume suite B, | O tel qu'on ait pour n, au moins
a partiv de n, (0 = n, = N)

(1.1) X,AX < B,; B, |

(ot on a noté par X, AX la différence symmétrique X\ X J X\ X,).
Dans ce cas on dira que la swite X, est (a)-comvergente & X et on utilisera
les motations: X = (a)lim X, ou X, X. «

Proposition 1.1. Ea limite analytique @’une suite (a)-comvergente
dans un clan est unique.

Démonstration. Soit € un clan de parties de X; on suppose
X' = (a)-lim X, et X = (a)-lim X,; X', X"X, €€ (neN)
mais X’ # X", ¢ca veut dire qu’il existe au moins un %o = X tel que %, <
s X' A X". Puisque :
X, ANX' = Byl D et X, ANX" < B,19

3

et aussi
% € X'AX” < (X'AX,) U (X,AX")) < B, U B!

mais (B, JB) |90 — va la conséquence 1.1. — ce qui contredit le fait
que x, € B, | ) B., ¥V» = N.

Exemple 12. Soit f une fonction réelle définje et bornée sur
I'ensemble mesurable Q  R*. Soit (c,) une suite de partitions régulires
de Q, ayant la suite de leurs parameétres décroissante & zéro (lim |s,| =0).

N—+00
Pour chaque parcellement o, on considére ,J'intervalle Darboux’ I(s,) =

= [S(s,), S(c,)] qui inclut toutes les sommes intégrales de Riemann atta-
chées 4 ¢ (n = N); la suite ({(0,))nen d'intervalles compactes sera repré-
sentée sur un axe réel R. Pour Iexistence de I'intégrale J = R de la fonc-
tion f sur Q, relativement au raffinage envisagé du parcellement de Q,
est nécessaire et suffisant qu'il existe, dans le clan des ouverts de R, une
suite (B,) descendante 2 @, tel que l'on ait I{s,)A\{J} = B,.

Observation 1.1. Si A partir d’un certain rang, tous les termes d'une
suite d’éléments d’un clan sont égaux & un méme élément du clan, alors
la suite sera nommée finalement constante ; en particulier la suite peut
tre aussi finalement vide si 1'élément qui figure constamment & partir
d'un certain rang est @. La suite finalement constante

Xl; XZ) ...,X\,, Xv+1, ""XV+P' (Xy+j> S X,p & N_)
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* limi i ; c e N), c’est-a-dire
j&ff;zm)%). ::jvnzt f;f;{)};gg utirn)l% ;jrr . tﬁgg,&;})ir_uge(fi,suite) descendante,
finalement vide”. |
" "Proposition 1.2. Chaque Suite qui a une limite analytique dans
wn clan @, est bornée dans ce clan.. il
; s : : 2 < B, e 0 S
L S B X B s I 8 T
nément
X,2X,NX=(X,UX\X,AX)2(X, U X)\B, 2 X\B,
dott X, 2 X\ B,. En conséquence '
(1.2) X\B,< X, < XU B, |
. Comnséquence 12 Si X = (a)-im X,, alors pour' chaque suate
partielle (X.,) de (X,) a liew: X = (a)-im X,,.
| Démonstration. De X, AX < B, | @ résulte (en utilisant la conséquence
1.1): X, ANX < B, | D.
Conséquence 1.3. De B, | D résulte @ = (a)-lim B, ; sz B,<B,,
alors on awra aussi @ = (a)-lim B,. '
Démosntration. On a évidemment B,AD = B, < B, | d; et aussi
B.A\D < B, | D, ce qui confirme I'énoncé. ™
' Consé quence 1.4. Si B, | D, les swivantes relations & la limite
ont liew dans le clan €: g

(13) (a)-im (B,\Bn,) = B,,

1) R p—

1.4 (@)-lim (B,\Bas) =0 (Vp = N),

(1.5) (@)-im (X U B,) = X | X édlément arbitraive du

clan C.

(a)-im (X\B,) = X
' Démonstration. Regardant (1.3)
(BN Bass)\By) U [BN(BNBasp)] = 8 U Bory € Buip 48 (p~ )

. Tegardant (1.4)

[(BAN\Bats)\F1 U [O\(B\Bis)] = (B,\Busy) UD < B, | D

\‘-; \%éga_rdant (1.5)

(X UBNXIUXNEXUB,)]=[BNXIUY < B, 9D;
I'egardant (1.6)
(XINBNX)U [XN(XN\B,)] =9 U XN B, < B, 19



(1.7) XAX <D, | Gt Y,AY < D | O
(ow X,Y,X,,Y, D, D'e<e pour n € N) impliquent :

(1.8) X UY = (a)lim (X, Y.,),

(1.9) - ANY = (alim (X, \ Y,),

(1.10) XAY = (a)-lim (X, A Y,),

(1.11) XNY = (a)lim (X, NY,.
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Observation 1.2, On remarque que la suite (X B,) est descendante
a X, tandis que la swuite XN\ B, est ascendante & X. On a Vil au cour§ de
la démonstration de la proposition 1.2 que X, AX < B, implique X\ B,c
c X, € X U B,. Si on attache & ce dernjer systéme d’inclusions le systéme
triviel d’inclusions X\ B, € X = X U B,, alors de ces deux systémes

résulte
X,AX < (XUB,)\(X\B,) = B
donc on arrive a I"équivalence
[X,AX < B,]« [X\B, < X, < X UB,].

|
Définition 1.3, X© e @ est — gu sens analytique — wn point W
&' accumulation de la suite (X,) d’éléments du clan C, st ef seulment s'il existe
une suite particlle (X;) < (X,) telle que X — (a)-im X,. S; (X,) a H

nr

Plusieurs points daccumulation, {Xicr, alors si existe Uxmee, |
T=]

on la nommera: la Umite Supériewre analytique de la suite (X,) dans @: |

de méme sl existe () X9 < €, elle sera la Limite inféricure analytique de |
iel

(X,) dans e.

Conséquence 1.5 S; (voir définition 1.3)

@dim X, =V X"~ Jx¥ = () fm x, <o

el is€T

’

alors XU = X0, 1,5 €I (ce qui suit immédiatement) et il existe un seul
pownt d’accumulation, donc (X,) a une Limite analytique dans e.

THEORLME 1.1. Soit € un clan. Les opérations binaires : la véumion
U, la soustraction o la différence symmétrique N, el Uintersection M, qui
appliquent le produit € dans C, somt séquentiellement continues au sens
de la limite analytigue, c’est-a-dive, que

(On mentionne, que (1.5) est un cas particulier de (1.8) et (1.8), (1.4),
(1.6) sont des cas particuliers de (1.9).)

- Démonstration. Quant aux opérations de clan (U et \) on utilise
les inclusions ci-dessous (facilement & vérifier 4 I'aide de la méthode clas-
sique) 1’ ‘ j
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Pour (1.8)
(X, UY)AX UY) < (X,AX)U(Y,AY) D, |JD;
pour (1.9)

(XN\Y,)A (XNY) € (X,AX) U (Y,AY) < D, U D%,

et on y applique la conséquence 1.1 et la définition 1.2. Concernant les
opérations A et M on utilise

pour (1.10): X, AY, = (X \Y,) U (Y, X,)
et on applique (1.9) et (1.8);

pour (L11): X, N Y, = X\ (X, \Y,)
et on applique (1.9) deux fois simultanément.

THEOREME 1.2. Si dans un clan (a)-lim (YA X,) = Z, alors (a)-lim
X, =ZAY.

Démonstration. On a (YAX,)AZc B, | @, d’'oti en ce basant sur I'asso-
ciativité et la commutativité de I"opération A, on pourra écrirte X, A(ZAY)<
S B, |9, ce qui signifie (a)-lim X, = ZAY.

THEOREMT 1.3, Soit X un ensemble et Cx un clan de parties de X de
méme Cy, un clan de parties de Y. L'opération binaire : le produit cartésien
X, qui appliqgue €y x €, dans X X Y tel que 52 X' =Cy et Y' <@,
alors

X'xY ={x,y) ¥ X,y e Y} XxY,
rsl séquenticllement continue aw sens de la limite anaﬁytiq{a;e, ca veut dire,
que si X, €@y et Y, €@, pour n < N, alors de X, 7 X =@, et de
v, Sy < C, résulte
(1,12) X XY = (a)-im (X, X Y,).

Démonstration. Vu la proposition 1.2 respectivement le Sy?iféme E:'l’iu-
clusions (1.2), les conditions & lg limite, qui figurent dans 1I'énoncé du
théoréme peuvent-étre transcrites comme il suit
(1.13) XxBle X, X \J)Bl: B,e &y (m = N), B: 1 9,

YNBl =¥ e Y I B Bre € (» =N, B, | &,
d'olt en effectuant le produit cartésien, résulte
(L14) (X\Bl) x (Y\B) € X, x Y, = (X U BY) x (¥ U BY).
Par 1a voie classique on prouve
WL18) X\ V)\[(v x Bi) U (X x BY) U (B) x BY)] = (X~B) x
X (Y B,
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respectivement

(116) (X U B;) x (Y UBj) < (X XY) U [(Y x B) U (X x B) U
U (B. X Bj)).

La réunion en crochet, qui figure dans (1.15) et dans (1.16) aussi, est le
terme du rang n d’une suite descendante a @, car avec la croissance de
Pindice # les suites (B}) et (Bj) descdent & @, donc les trois produits car-
tésiens descendent aussi a & (on remarque: quelque soit un élément qui
appartient 4 I'un de ces produits cartésiens, il sera éliming aprés un nombre
fini de pas — voir définition 1.1 — car sa composante prise en B
respectivement B; s’élimine aprés un nombré fini de pas). En notant,
donc; ce crochet par B, et en utilisant la minoration (1.15) et la majo-
ration (1.16), pour modifier (1.14), on arrive a ' e

(X X Y)\B, < X,xY, < (XxY)UB, B, |0,
d'oli, en utilisant l'observation 1.2 on arrivera a (1.12).

- Observation 1.3. En nous basant sur le théoréme 1.1 et sur les for-
mules (1.8) et (1.9), le clan @, dans lequel on a introduit la limite analy-
tique est devenu un espace de convergence du type £ (Fréchet!; voir [1],
[10], [14], [16]) que 'on notera par (6, U; (a)-lim). On verra plus
loin que la dénomination ,,clan topologique” est aussi justifide.

§2. La relation entre la limite analytique et les limites classiques .
dans un eclan

En 1935, BIRKHOFF [2] et KANTOROVITCH [9] ont défini une notion
de limite pour les suites (séquences) dans un ensemble ordonné, que nous
reproduisons dans ce qui suit.

Soit ¥ un ensemble (partiellement ou totalement) ordonné et (X,)
une suite monotone d’éléments de %. Si

- 1° (X,) este croissante et existe sup X, =V X, =X €% alors X
nenN ne N
este considérée comme limite, au sens de P'ordre, de la suite (X,) et I'on
note X, 1 X ; si ‘
2° (X,) est décroissarite et existe inf X,=AX,=X =%, alors. X
nEN nenN ’
este considérée comme limite, au sens de l'ordre, de la suite (X,) et l'on
note X, | X.

Définition 2.1. (Birkhoff-Kantorovitch). La suile (X,) d'éléments
de Uensemble (partiellement ou totalement) ordomné (¥, <), converge dans le
sens de lordre vers X = %, si el seulement s'il existe dans ¥ un couple
de suites monotones (X3), (X0), tel que X!t X, XnlX e X! < X, < X

! T'réchet: Thése. Rendiconti di Palermo 1906.
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(v = N); dans .ce cas on motera X = (0)-im X,, c’est-d-dire X est ,la
limite au sems de Uorvdre” de la suite (X,). ' :
On mentionne, quun clan € este un ensemble particllement ordonné
en rapport avec l'inclusion, (€, <), et qu’une suite (X,) (o)-convergente
eéste évidemment bornée dans €, car X; < X, < X{ (V» € N). (On con-
vient de noter X = (<)-lim X,,.) :
" THEOREME 2.1, Dans un clan @, la limite analytique et la limite au
sens de Uordre sont équivalentes. i
" Démonstration. On suppose lexistence de (a)-lim X, =X < ¢;
d’ici il résulte,conformément a (1.2), l'existence d’une suite descendante
a @, notamment B, | ¥, tel que l'on ait

XN\B,sX,cXUB, B,=€(n<=N).

suite B,) este ascendante a X et la suite (X U B,,} est Idesce'nj
fi':nte a Xg}g}segs de la limite analytique — comme ceci a été démontré
par (1.6) respectivement (1.5) et souligné par I'observation 1.2. On montrera
que X — sup (X\B,) =V (X\B,) et X —inf (X U B,) = A(X U B,)
N ‘neN eN ne

" neN
conditions éxigées par la définition 2.1. Fividemment X o XN\ B, (n € N);
g?fia montre%' quIe) si X* 2 X\ B, (Vr € N), alors X* 2 X. En effet,
sixe X alors existe ., N tel que # > n, implique x» £ B,, donc ic S
= X\ B, (eventuellement a partir de #, = 0), _puis vu I'inclusion X* >
2 X\ B, résulte x € X*, donc on obtient aussi I'implication [x € X] =]
= [x € X*], c'est-a-dire X* 2 X. D’autre part X < X U B, (n € N);
si on suppose X* < X |J B,, alors en considérant x € X* résulte x =X UBX,,,
et .puisque a partir d’un » suffisamment grand x & B,, suivra x € X,

¢est-a-dire I'implication [x € X*] = [x € X]. Ceci signifie: X = :ngv X,,

L, A K i, ; HERI O Pt
et ainsi la premicre partie’ de la- démonstration est terminée ' ,
éhsuite, de la supposition, que X = (o)-lim X, ; en conséquence existent
déux ‘suites monotones dans @, tel qite
Xt X (X =sup X,) et X, | X (X = in£ X;)
neN ne

‘

et' simultanément
X, < X, < X, (n<N) et (évidemment) X, € X< X4 (n < N).

On montrera, premiérement que B, = (X\X!) | &. (B}) este visiblement
descendante, mais on supposera qu’elle ne descend pas a &, cest—a—dn'elz
qu'il existe un élément? x tel que * € B, (» < N). Dans ce cas x € X\ X,
(# = N), donc x « X et x & X, (n = N). Fn notant X* = X\ {x}, aura
lieu X* o X! — parce que X* est une majorante de la suite (X]) —
et simultanément a lieu aussi l'inclusion stricte X* (- X donc X ne sera

! On remarque, que X est un élément du clan € qui lui-méme est une famille de parties

de X, La notation » & X veut marquer un élément constituant de X qui appartient aussi
A Xy
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pas sup X, ce qui este contraire 4 notre supposition initiale. Ainsi B, 9.
nenN .

(En  particulier: X;AX = X\ X, = B,19, donc X = (q)-lim X!).
D’autre part, on va montrer que B/ — (XONX) | @. Evidemment (B})
est descendante ; on suppose qu’elle ne descende pas 4 @, donc qu'il existe
au moins un élément x, tel que x = By (n € N). Alors x € X'\ X
(n = N) donc x =X (m =N) et ¥ « X. En notant X* — X U {x} on
aura X* = X7\ (n = N) — puisque X* =X (J{x} < X" U {2} = X% —
donc X* est une minorante de la suite (X”) et en méme temps se réalise
I'inclusion stricte X* D X, contrairement au fait que X soit:linfimum
de la suite (X;). Donc Bj | ¥. (En particulier, X"’ AX — X'"\X = B2 | 4,
c'est-a-dire X = (a)-lim X7). Enfin, vu les systémes d’inclusions : Xkl
s X, =X, X,< X < X7 on pourra écrire

X,AX € XIAX, € (XoAX) U (XAX) = (X0X) U (XNX]) =

=B, U B, =B,|9,
donc X = (a)-lim X,, C.Q.E.D.

En 1905 sorwu1, [3], a introduit les notions d’ensemble limite inférieure
et ensemble limite supériewre pour une snite d’ensembles ; dans le cas de
I'égalité entre ces deux ensembles, on arrive a la Lmite de la suite d’en-
sembles. Si (X,) est tine suite de parties d’un ensemble X, alors L, est
I'ensemble limite inféricure ou simplement : la limite inférieure de la suite
(X,) si et seulement si Yx = L,, x appartient (comme élément constituant?)
a une infinité de termes de la suite (X,) et ne manque que d'un nombre
fini de termes de cette suite. L9 est I'ensemble limite supérieure (ou simple-
ment : la limite supérieure) de la suite (X,) si et seulement si Vx €. L0,
¥ appartient A une infinité de termes de la suite (X,) — indifféremment du
fait s'il manque simultanément d’un nombre fini ou d'une infinité de
termes de la suite. Evidemment L, = L0, Si Ly = L alors la limite de
la suite d'ensembles, (X,), est L — L, — L°. Nous formulerons la notion
de limite introduite ci-dessus par la

Définition 2.2. L'ensemble X, qut est une partie de I'ensemble
X, sera la Uimite — au sens de Borel — de la suite (X,) de pariies de X,
et on la notera par X = (b)-im X,, si el seulement s'il contient tous les
éléments et seulement ces éléments qui appartiennent a une infinité de termes
de la suite (X,) en manguant tout au plus d'un nombre fini de lermes de
cetle suite, et si — en méme temps — il w'y a aucun élément de X qui
appartienne & une infinité de termes de la suile (X,) en manguant simulta-
nément d'une autre infinité de termes de cette suife. (Ceux-ci impliquent
le fait que si chague élément constituant® ne Jigure que dans un nombre fini
de termes de la suite, alors la limite de la suite est Iensemble vide.)

Observation 2.1. En revenant a la définition 1.3. du point d’accumu-
lation et en la formulant — mutatis mutandis — pour le cas de la limite
analytique au sens de Borel, il faut souligner le fait que si une suite d’en-
sembles (X,), n'a pas de limite, mais s'il est valable L, C L (strictement !),
alors les ensembles limites extrémes de Borel ne sont pas nécessairement
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des points d’accumulation — au sens séquentiel — pour la suite consi-
dérée. En effet si on forme la suite d’ensembles b
{a, b}, {a, c}, {a, b}, {a, ¢}, ... (en alternant ainsi a P'infini) ot1 @, b, ¢

sont des éléments d'un ensemble de référence X, alors Ly = {a} et’ Lo —
= {a, b, ¢}, mais il n'existe aucune suite partielle de la suite considérée,
qui ait pour (b)-limife I'ensemble L, ou L% Mais la suite partielle {a, b},
{a, b}, ... a comme (b)-limite 'ensemble {a, b} méme, tandis que la suite
partielle {a, ¢}, {a, ¢}, ... a comme limite 'ensemble {a, c}; les ensembles
{a, b} et {a, ¢} sont les points d’accumulation de la »suite oscillante” con-
sidérée, mais ses limites extrémes ne sont pas de points d’accumulation.
On a (comparer & la définition 1.3),tout-de-méme :

L, =inf {{a, b}, {a, c}} et L® =sup {{a, b}, {a, c}}
{an{a, el et Ly C {a, ¢} C L.

D’autre part, si on considére ,la suite oscillante” d’ensembles {c;},
{a, b}, {a}, {a, b}, ... alors L, = {a} respectivement L° = {a, b} et exis-
tent les suites partielles {a}, {a}, ... respectivement {4, b}, {a, b}, ... qui
ont pour limite L, respectivement L®: dans ce cas les limites extré'mes
— au sens de Borel — sont effectivement des points d’accumulations
(au sens séquentiel), La situation reste la méme si on regarde les deux
suites considérées du point de vue de la limite analytique.

THROREME 2.2. Sidans le clan € la suite (X,) a comme limite analy-
tque X = @, alors la méme swite a aussi une lLimite auw sens de Bovel et
on aura

(b)-lim X, = (¢)-lim X, = X = @,

Démonstration. Soit X = (a)-lim X, c’est-a-dire
Il faut montrer:

X, ANX<cB, |9

a) Vx e X, 3n, = N tel que n > 5, = x = X,
b) il n’existe pas un élément ~’' tel qu'on ait a la fois
' v =X, et ¥ & X, otti, £, (n €N),
¢)si X =¢, alors Yx = X,, dn, € N tel que x' & X, si om>mn,

Regardant a) : si la condition envisagée n'était pas réalisée, alors il exis-
terait une suite partielle (X;,) telle que pour au moins un élément ¥ = X
Al liew x @ X;, (n = N); d'ici suit ¥ € X\ X,,, donc x = XAX:, = By,
Cest-a-dire (B;,) ne serait pas une suite descendante a &, malgré que (B,)
le soit. Regardant b) : supposons — par l'absurde — qu'il existait un
Doint x' = X, et simultanément % X, t, #J, (m = N). On a deux
Alternatives ».logiquement possibles” notamment si " =X alors ¥’ e X; AX
< B, donc (B;,) ne descendrait pas 4 @, si — d’autre part — %' & X,
alors de x' e X, AX < B, résulterait le fait que (B;,) ne descende pas

» Ce qui contredit de nouveau la relation & la limite B, | &. Regardant

i — Muthematica

+ Revue d'analyse numdrique et de théorie de Papproximation Tome 6. N® 1/1977,
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¢):si X =@, alors de X,AND<B, | O résulte, quelque soit x, l'existence
d’'un nombre naturel n, tel que x € B, pour m > n, — donc x & X,,
pour m > n,. Ceci signifie que x figure seulement dans un nombre fin;
de termes de la suite (X,), ce qu’il fallait démontrer.

Observation 2.2. La véciprogue de I'énoncé du théoréme 2.2 w'est pas vrat ;
nous construisons un contre-exemple pour cette réciproque. Soit E un
ensemble infini (quelconque); soit ®(E) le clan des parties finies de E
— sous-entendu @ aussi —. Dans O(E) les seules suites descondantes 2
9 sont les suites finalement vides, donc les seules suites ayant une limite
analytique sont les suites finalement constantes (voir I'observation 1.1),
donc celles ayant la forme X, X, ..., Xp X, X, ...,X,... et pour
limite analytique justement X. Or, si on considére dans E la suite des
éléments distincts : o, %y, %,, . .., Xy, ... alors dans ®(E) la suite d’ensem-
bles {a, 2;}, {o, %5}, ..., {o, %}, ... a une limite au sens de Borel, car
en conformité avec la définition 2.2 on pourra écrire (0)-lim {a, x,} = {a}.
Evidemment, on ne peut pas avoir, dans ®(E), (a)-lim {o, :\:,j = {a},
car il n'existe pas dans ®(E) une telle suite B, | @ pour laquelie serait
vrai {a, %} A{a} = {x,} = B, | . |

On mentionne, & ce propos 13, que si une suite w'a pas de (a)-limaite I
dans un clan, il w'est pas du tout nécessaire qu'il ait des points d'accumulations |
distinctes, c'est-a-dire il n’est pas nécessaire quil ait des suites partielles
convergentes a des limites correspondantes, distinctes: i #’est pas ndees-
saire wi méme Uexistence d'ume seule suite partielle convergente. Fn effet,
considérons la suite ({«, %,})sey qui n’a pas de (@)-limite et aucun de ses
suites partielles n’aura pas une (a)-limite (pour la raison vue plus haut).

Obscrvation 2.3. Dans un clan quelcongue la
valente a la (a)-limite et ainsi non plus & la (o)-limite (voir aussi: théoréme
2.1). Dans un clan la (b)-limite est plus générale que la (a)-limite, mais cette
genéralité signifie simultanément une perte de propriétés utiles comme
dans le cas de I'exemple vu auparavant: la suite ({er, #,})neny a une (b)-

limite, mais elle n'est pas bornée dans ®(E), car ensemble minimal qui
o

pourrait contenir toutes les termes de cette suite est | {a, %,} = {a, 2y,
1

(b)-limite w'est pas équi-

%o, - - .}, donc une partie de E, mais il n’appartient pas 3 ®(E).

Dans [4] on démontre Iéquivalence entre le fait que X est la limite
au sens de Borel de la suite (X,) et que la limite — de méme au sens
de Borel — de la suite (X,AX),en est I'ensemble vide. I.a démonstration
faite dans #(X) est valable aussi pour un clan. Le fait que @ = (b)-lim
(X, AX) équivaut (voir aussi la définition 2.2) a laffirmation: quelque
soit # € N et quelque soit x € X, AX, cet élément x ne figure que dans
un nombre fini de termes de la suite (X, AX) c'est-a-dire, qu'il sera éliminé
aprés un nombre fini de pas, donc ¥ & X, AX si# > n,. Ainsi, 'affirmation
X = (O)-lim X,» dquivaut & Uaffirmation Squelque soit n e N ¢
quelque soit x € X, N\X, Uélément x est sliminé comme élément constituant
des ensembles de la swite (X,AX) aprés un nombre fini de pasy.

’
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3. La relation entre la limite analytique et les limites elassiques

dans un ftribe

Puisque chaque tribe est un clan, le théoréme 2.1 implique le

Corollaire 3.1. Dans un tribe la limite analytique et celle au sens
de Vovdre sont équivalentes. o= ‘

Regardant la limite analytique et celle au sens de Borel3, on démon-
tre le ' : ; '

THEOREME 3.1. Dans un tribe la limite analytique et la limite au
sens de Borel somt équivalentes. A
~ Démonstration. Un tribe étant évidemment un clan, on peut dire
(vu le théoréme 2.2) que lexistence de la limite analytique pour une
suite dans le tribe implique l’existence de sa limite au ‘sens de Borel
et 1'égalité entre elles. Dans un autre ordre d’idées, considérons dans
le-tribe § la validité de la relation a4 la limite (b)-lim X, =X e g
il faut montrer l'existence d’une suite (B,) d’éléments de &, descendante
a:0, telle-qu’il ait lieu X, AX < B, | @. On considére les #éunions dénom-
btales (existantes dans ).

o0

B, = kU (X,AX) (n = N),
if‘gaj‘suite (B,) est descendante, car B,,; < B, (# € N) et en méme temps

X,AX < B, (n = N). On suppose que (B,) ne soit pas descendante &
¥ — alors, existerait au moins un élément x, B, (» < N), donc %, €

e J(X,AX), ce qui équivaut 2 l'existance d'une suite partielle (s,)'de
h

N, Tenlle que %y € X;, AX (n € N) — autrement pour # > n, résulterait
Yo X, AX et on aurait déja B, | d. Or, %, < X;,AX (n € N) signifie
pour chaque # = N

o — soit: 1°) x, € X;, et %, & X,

B — soit: 2°) %, & X, et o = X.

51 1°) respectivement 2°) ont lieu pour une infinité de valeurs de l'indice,
alors  dans le cas 17) est infirmé 1'égalité entre la limite inférieure et la

limite supérieure (Borel), contrairement A la supposition que (b)-lim X,
txiste :, dans le cas 2°) on infirme l'égalité X = (b)-lim X,. Si I'un des

€as 1°) ou 2°) se réaliserait seulement pour un nombre fini d’indices, alors
autre aurait liew pour une infinité d’indices et on arriverait i la méme
conclusion qu'auparavant. Done Uéquivalence formulée par I'énoncé du

théoréme este démontrée. '

S, _ .

oo ‘w0 o
* On rappelle, que dans un tribe L, — lim Xy,=U NXgetre~TmX, =N U x,.

r=1 h=n nml Baom
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Du corollaire 3.1 et du théoréme 3.1 résulte la

Conséquence 3.1. Dans chaque tribe — en particulier dans l'en-
semble de toutes les parties d'un ensemble, 2(X) — les notions : (a)-limite,
(0)-limite et (o)-imite somt équivalentes: on a

(@)-lim X, = (b)-lim X, = (0)-lim X,
st (X,) converge dans ce tribe an sews de Pune de ces limates*.

Observation 3.1. Pour la technique des démonstrations on peut tran-
scrire la proposition «la- suite (X,) d’éléments d’un tribe de parties de
I'ensemble X #n'a pas comme limite I'élément X < &y d’une fagon équi-
valente, comine il suit: «l existe une suite partielle (X;,) C (X,) et
au moins un éléments constituant! x, « X, tel quion ait %, € X; AX
pour chaque # = N, done, au moins un %y = X ne peut pas étre élimi-
né ,,définitivement’” des termes de la suite (X, AX), c'est-a-dire 2 partir
d’'un rang u, suffisamment grand.

Définition 3.1. Un ensemble O d’éléments d'un clan (ou d'un
tribe) sera wommé — comme d’habitude — un compact, si et seulement si
de chaque sous-ensemble infini de M on peut extraire ume swite comvergente
vers un élément de SN au sens de la Limite introduite dans le clan (ou
bien dans le tribe).

Définition 8.2. (d’apres URYSON, [16]). Une suite (X,) d’élé-
ments d’'un clan (tribe) sappelle | suite compacte” dans ce clan (tribe)
St et seulement si quelgue  soit ume suite partielle de la suite (X,) on en
peut extraive une autre ayant comme limite dans ce clan (tribe) — awu sens
de la notion de limite introduite. Les limites de ces suites partielles sont
des points d’accumulation pour (X,); Uryson les nomme : , éléments conti-
gus”.

THEORGME. 3.2. St wne swite (X,) d'éléments d'un tribe & de parties
de Uensemble X est compacte au sens de la définition. 3.2, ayant un seul
clément contigu (A accumulation) X < &, alors ' ‘

X = (a)-lim X, = (b)-lim X, = (0)-lim X,

Démonstration. On suppose le contraire, c’est-a~dire: X, ne tend pas
& X si #—> o0. Alors, en vertu de l'observation 3.1 existe % = X et
(X;,) C (X,) tel que %y € X;,AX (n = N) et simultanément — vu la
définition 3.2 de la compacité — on peut extraire de la suite partielle
(Xj;,) une autre {ij ) qui ait pour limite analytique X'; donc il existe
B, | O tel que ij AX < B,. Or, cette derniere inclusion est en con-
tradiction avec le fa'i’t,rque Xos ij A X pour chaque #, parce que ainsi
%o € B, (n = N) ce qui contredit le fait que B, | @.

¢ L'auteur préfére d'utiliser surtout dans un tribe la notion de (a)-limite, parce ql:l'e_lle
a un appareil formelle facile &4 maneuvrer et présentent beaucoup d’analogies avec la limite
dans I'analyse classique. '
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Démonstration bis. On se servira de la mnotion de (b)-limite5. On

‘suppose ,le comtraire” vu auparavant, c’est-d-dire X # (b)-lim X, et

alors existent les ensembles limites extrémes de Borel et 1'inclu§ion stric_te
L, C Lo. Donc il existe au moins un point %, € X et deux suites parg}e.-
llgs de (X,) notamment (X;,) et (X;,), te]leg que %y = X;, et % &2 Xj,
quelque soit # = N. Conformément a la définition de la co?liiamt%{ au
sens Uryson la suite partielle (X;,) contiendra une s;:ute par ,te ;3 ( k‘j{;)
' mite  é 3 i X ; simultanément, la suite
‘ayant la  (b)-lumite égale A X, mais %, & X; ioai L
?)Zrtielle ()g,,)l) contiendra une suite partielle (X, ) ayant:de méme la
(b)-limite égale a X, mais cette fois-ci x, = X. Ces del.lx_con,sequlen'ces
sont en contradiction, donc la supposition initiale est infirmée. Il s’en
suit X = (b)-lim X,. C.Q.F.D. ~ s LE
Sult En en(vi)s'ageant la conséquence 1.2 avec le théoréme 3.2, résulte
immédiatement le e sl o8
J — ticulier dans
EOREME 3.3. Dans un tribe quelconque en pat !
o l; Hﬁ?atﬁm a la limite X = (a)-lim X, est g_qmvalente‘ au fait que la
suite compacte (X,) a un seul élément contigu.

§4. La notion de complétitude séquentielle dans le sens analytique

Définition 4.1. Soit € wun clan. Une suite (X,) d'éléments du
clan sera mommée suite Cauchy si et seulement s:d existe dans le clan 1;\1743
suite descendante & I'ensemble vide, B, | @, tel que Uon ait pour chaque p < N
(4.1) XuipNX, < B, (wn € N), n 2 ny 2 1).

Conséqu ence 4.1. Chaque suite Cauchy & éléments d'un clan est
bornée dans ce clan.

- Démonstration. De (4.1) résulte — suivant la\ méthode utilisée pour
la démonstration de la proposition’ 1.2 — le systéme ,
(42) X B, S Xors S X, UB, (#2n; Vp<N)

o
et pour les termes X;, X,, ..., X, a lieu, évidemment, @ c X, < LIJ X;

G=1,2 ..., n),dncdc X, c(UX)U B, (VveN), oit # est soum-
Al ) 3y LT LSS 1 ‘ y : 1
mls a la condition # = #, = 1. ;

' rutiorEMz 4.1. Si dans le clan € a liew

g @limX,=X<e (X, <€ u<h)

alors (X,) est une suite Cauchy.

® Revoir conséquence 3.1.
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Démonstration. Fn vertu du ‘systéme

(1.2) qui résulte de la conver-
gence analytique de (X)),

on peut écrire les inclusions

X.\Bu = Xn X U 'Bu et X\.B."-H’ == X”'i'P s X U B’H—P-'

Ie deuxiéme systéme d’inclusions peut étre modifié, 4 cause de 1a mono-
tonie B, 2 B,ip (p =N), comme il suit - LXRB <X, < X\ B, 1l
résulte de ce dernier systéme d’inclusions couplé avec le premier systéme

Xoip AX, < (X UBN(X\B,) < (X UB,)\X < B,,
ce qu'il fallait démontrer.

Definition 4.2 Si chague suite Cauchy _
une bimite analytigue dans ce clan, alors le clan est Séquenticllement complet,
0u avec une autre dénomination : un clan C auchy. Définition analogue pour
un ,,ensemble séquentiellement complet”,

. THREORBME . 4.2. Chague tribe — en particulier
Cauchy ; pas chaque clan Cauchy est un tribe.

Démonstration. Chaque tribe est une famille complete, [20]%, c’est-a-
dire qu’il contient avec une suite quelconque {X,|X, = g, =N} aussi
ses limites extrémes L, et 1.0 (au sens de Borel). On montrera que pour
une suite Cauchy (X,), donc pour laquelle a lieu XuipAX, =B, | @, est
valable [’égalité L,=1I% En effet, on suppose le contraire c’est-A-dire
I'inclusion stricte I, C L%; donc il existe une infinité de termes de la
suite (X,) qui continnent x° et simultanément une autre infinité de termes
de la suite qui ne contiennent pas x° Pour un indice quelconque, #, il
v a deux alternatives : , , ,

— soit x° € X, et évidemment existera p'« N tel que x° & X
d'olt x° € X, AX,, done x° e B,; mon

— soit x° = X, et évidemment existera P" = N tel que x° e Xy,
d'olt %° € X, .vn X done z° e B, dans ce cas aussi, Or, si x° = B,
pour chaque # € N alors (B,) ne peut pas descendre 3 @, contrairement
a la supposition B, | @. D’ici résulte I'égalité L, = L° donc dans &

existe (b)-lim X, pour chaque suite Cauchy (X,). Vu le théoréme 3.1,
existe aussi

a’éléments d’uw clan a

2(X) — est un clan

n+p’s

(@)-im X, = (0)-lim X, = &

Pour démontrer la deuxidme affirmation de I'énoncé du théoréme,
on montrera qu'il existe des clans Cauchy qui ne sont pas de tribes,
On reprend I'exemple du clan ®(E) (voir observation 2.2) dans lequel
les seules suites Cauchy sont les suites finalement constantes (car les
seules suites descendentes a @ sont les suites finalement vides) et elles
ont une limite dans ®(E), qui est, done, un clan Cauchy. Cependant, en
considérant 1'ensemble dénombrable ({%,})neny d'éléments du clan ®(E)

® Dans [15] et [13] le tribe est nommé ,,clan borélien’’.

’ . . . t
. étant — évidemment — aussi relativement c-complet, es
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amplar . ¢ nioti
ditionné par: x;, x; € E, %, # % st © #7 (¢, § € N) la réun
con b a i :
0{ } n'est pa\s contenue dans ®(E) car ®(E) est le clan des parties
filnies de E. Donc ®(E) f’est pas un tribe.

rer la notion de com-
ion 4.1. Il est naturel de comparer \ e
7é > b S;;%V ;;1; (zians le ‘sems séquentiel (conformément a ;? fszilctxl ;im
lémng la notion classique de complétitude du clan au set .
%) avec , ' ; . ict
"(ltélé)ﬁnie par Birkhoff). A ce sujet on cnonce _le. »

i t oc-complet — comme
‘ uME 4.3, Chaque clan € welativementi o
‘ 'IIPI{EOR;?I;n4é;n C cm%hy donc séquentiellement complet. ,U” clan C auphy
treillis — es

: somme treillis.
west pas mécessairement c-complet comm

: t

) 501 uchy dans €. Conformemen
Démonstration. Soit (X,) une .suiest %a:) rnéS‘e, A R
la démonstration du ‘,cheoréme 4'.72
limite au sens de I'ordre aussi?,

: ¢ la suite (X,)
4 la conséquence 4.1 _
fes limites extrémes L, et L qui — vu

4 insi il existe pour (X,) une ] are -
d_ soni;eg?iis. (.;1?51@;%5 E::ussi 11,1_11 t(reiilis). Conformément au théoréme 2.1
ans ¢

ite C t la deun-
iste la limite analytique pour la suite (:,auchy (X,)- I;igarlel(it{le 2N
e affirmation de 'énoncé du théorémes on rap{pn Ca,uc‘-hy ipie o8
1{11::;1 ‘*(DEE) — voir l'observation 4.1 — %tlilntéstl 'elég I;: a; T v Wi sl
"o eillis c-complet, parce qu’il ne les !
ilgf:iﬁ In:)sglgl];t trcar il ne contient la limite de la suite monotone
(% # %) st © #9),

i

‘ : {%1}; {xb %z}:' ey {xl' Koy woey Fnfs v

0

qll{ O ra l el,le e e“le“l’, € Sll[)[)leIIlllm note [)a I l , X X « ey x”},
| ) é { 1 2»

nais qui n’appartient plus a @(E).

comme treillis,

-~complet
Conséquence 4.2. Chaque clan complet ou o-co 7% Somtanément

wun clan Cauchy. |
I : THEORBME 4.4.. Dans chaque clan ld;pg)position <(X,,,) est um suite
;zCauchy > dquivaut a < (@)-im(XAX ) =9 >. ol
v Démonstration: De X, AX, < B, | D résulte X,AX,; € B | @, do

P ; . ala
(@)Hm(X AX, ) —@. Dautre part, si X,AX,; < B, | @, alors on
‘stite d’inclusions: -

X, 1i-1 DX ,p1 S By pour t = 1, 2, ..., p.

' it ainsi 5.1.4 et
RSEEE l R (51 la définition 5.1.2. et ce qui suit, aiusi que les théorémes
7 Vo ; . d

i nt o-
: S * limi -ames 'dans un clan relativeme
' entionne que les limites extr . : s 'de Borel,
if:)lli;]pl(l"cp- (?1411;13 6z:.re(i)llrils n::olilncident qavec les limites extrémes respectives au se
et ¢ 2
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Puisque

: ? ?
XnAXn+i> S le (Xni»t'—l AXM—i) = U Bn+i—1 =B
[ i=1 "

le théoréme est démontré.

~

Application. En nous basant s o1
I _ : ‘ t sur ce théoréme, on peut do
une représentation du terme de vang n d'une suite Cauchy quelgmque. 2:112

un clan. Notamment, les inclusions X AX, < B, (n  N) ot
vent étre transcrites comme il suit - e L = 0 8 SN St Sl

(4'2) Xn |—1AXn = Bn; Bn S Bm ﬁn €€
d’ou '

(43) Xn+1 = Xn ABn (% = N)
et aprés avoir appliqué une induction sur (4.3), on obtient

(4.4)

(n < N)

Xn+i=X1AF31ABZA AR, =X A A\ Bi (n = N)

i e

ol onanoté/_\ﬁi:BIAﬁzA...

Ap

ne

Dans la pratique on peut procéder ainsi: de I’ensemble des suites

descendantes 4 @ dans €, on choisit arbitrairement (B,) et on considére |

pour chaque # & N toutes les parties de B
P =¢€ On fixe arbitrairement X,
B que I'on note par B, (# = N).

{Xn X,=XA N\B, ne Nj
i=1

sera une suite Cauchy dans e.

— du type B ot B = B
€ € et pour chaque # on choisit
La suite

n:

umn

Du théoréme 4.4. résulte immeédiatement la

Consé¢ quence 4.3. Un clan @ est un clan Cauchy si et seulement si
pour chaque suite (X,) d’éléments de € pour laguelle a lieu (a)-im(X AX )=
= O 7ésulie Vexistence de (a)-lim X, < €, il " A

. Observa tion 4.2. La notion de (a)-limite introduite par la défi-
nition ll.I, la notion d_e suite Cauchy introduite par la définition 4.1 et
la notion de complétitude séquentielle introduite par la définition 4.2
peuvent étre généralisées par I'immersion de la famille d’ensembles m‘i'gi:
nellement donnée, M, dans une autre famille plus vaste, E. Ainsi:

a) la suite (X,) CMa pour limite analytigue X = M T .
‘ng fQ(M C E), s'il existe dans E une sui}‘;qun 19D tel 53:3 ';;fﬁe;g“g
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-+ b) la suite (X,) C M est une suite Cauchy par immersion dans E (M C
C E), s'il existe dans E une suite B, | & tel qu'on ait X,;;AX, =

< B,, J %] 5 B ; s Py

c) la famille M d’ensembles est séquentiellement compléte par tmmersion
dans E (M C E) si chaque suite Cauchy par immersion dans E — confor-
mément & b) — a une limite contenue dans M.

§5 Topologies définies moyennant les notions de (b)~limsite, (a)-limite et
e (0)-limite ! :
Préliminaires. Soit € une famille d’ensembles. On concoit §p, 1’ensem-
ble de toutes les suites (séquences!) d’éléments® de €. Ewn concordance
avec les idées de Fréchet ' on. peut intvoduive dans C une notion de comver-
gence séquimtiglle, comme il suit: ‘ : ‘ ’

" on désigne comme suites (séquences) comvergemtes vers ume lLimile, la
partie maximale &g (C 8¢ relativement ‘a laquelle pour chaque élément
(X,) € He on peut faire correspondre d'une fagon univoque un élément
X €& — qui sera nommé la limite de la suite (X,) — respectant les
onditions : e

1° la suite constante (X) a comme limite X € € (VX € @),

{1 2° si la suite (X,) € #p a comme limite X € @ alors chacune de

ges suites partielles, (X,,), a la méme limite X, donc (X;,) € He.

Ta famille € douée d’une telle convergence séquentielle devient un espace
£ (d’aprés la terminologie de Fréchet; classe £).
i Une telle notion de convergence permet de définir une notion d’emsem-

ble férmé qui par complémentation nous conduit aux ensembles ouverts
d'une certaine topologie, urvsoN dans [16], puis =xisyNskr dans
[10] posent le probléme : & quelles conditions la topologie définie par celle
notion de comvergemce séquenlielle w'intvoduit pas de ,,mouvelles” suites con-
vergentes en dehors de celles déja congues comine telles pav la construction
de l'espace £? T,a réponse A cette question est formulée en conformité
avec [16] &t [10], de la facon suivante:

. La condition nécessaive et suffisante pour que Vespace L consiruite a
Uaide d'une S-limite (au sens de Fréchet vue plus haut) définisse wume
topologie e dont les suites (séquences) comvergenies coincident parfaitement
avec les. suites comvergentes de Uespace £, est exprimée par

3% sila suite (X,) &€ 8e est compacte dans C (au sens de la définition
8.2 d'Uryson) ayant wn point unique de contiguité, X < €, alors la suite
(X,) @ comme lLimite Pélément X < €, — donc (X,) < 3e.
 La notion de limite quz respecte en dehors des conditions 1° et 2° ci-dessus
Ausst cette derniéve condition 3°, engendre un espace de comvergence nommé
g

® Pour éviter des confusions on souligne qu’'un élément de € est un ensemble.
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espace £, qui détermine un topologie v dans laquelle les suites conyergen-
les cotncident avec celles de Uespace £*. ' ' '

THEORGME S.1. St la suite (X,) d'éléménts d'un clan @ est compacte
conformément & la définition 3.2 et au sens de la (b)-limite, ayant un seul
élément contigu, X < @, alors existe (b)-lim X, = X. - ‘

Démonstration. En supposant le contraire, c’est-a-dire que (X,) n'ait
pas X comme (b)-limite, il eXistera (vu la définition 2.2) une suite partielle
(X)) C (X,) et au moins un élément x* & X (le clan € étant une famille
de parties de 'ensemble X) tel que x° & X; AX(#n € N). A cause de la

compacité de la suite (X,) on pourra extraire de (X;,) une suite partielle
(Xy; ) ayant X pour sa (b)-limate. Or, du fait que 20 = X, AX (n = N)
résulte x° = (X b AX) (» = N), donc (ij ) ne peut pas avoir X pour

" : 0 y 1
(b)-limite, ce qui infirme la supposition du ‘contraire, et ainsi le théoréme
est démontré. AR \CEZA R AT = iftiedl 12

En nous basant:sur la condition nécessaire et suffisante pour qu'un
espace £ soit un espace £* et sur la théoréme' 5.1, résulte lé&

THEOREME 5.2. La (bv)-limite wntroduite dans wun clan € véalise un
espace £, et la topologie Ty @élerminée sur @ parv cette (b)-limite sera
équivalente du point de vue des suiles (séquences) convergentes, avec Iespace £*.

On mentionne le résultat similaire, [5], regardant la. ()-comvergence
dans un freillis relativement o-complet, basé sur le travail [8].

Corollaire 5.1. Dans un tribe quelconque les difféventes limites :
(a)-timile, (b)-limite, (o)-limite, réalisent le méme espace % ¢t les topologies
corvespondantes : ., T, <, Sowt équivalentes enive elles et a Uespace ¥,
au point de vue des suites (séquences) convergenles.

Ce corollaire résulte immédiatement du théoréme 5.2 et de la conséquen-
ce 3.1.

On s’occuppe, dans ce qui suit, de cerfains aspects concrets de la défi-
mition @ une topologie sur un tribe & 1'aide de la limite analytique.

Soit X un ensemble et § un tribe de parties de X ; un ensemble
B (C & este fermé au sens de la (a)-limite, si pour chaque suite (X,) < F
qui (a)-converge & un élément X = 2(X) (# = o) on a X = F. Or,
chaque suite (a)-convergente dans un tribe est une suite Cauchy (théoréme
4.1), donc un ensemble et seulement un ensemble ¥ séquentiellement
complet (définition 4.2) est ferm¢ au sens de la (a)-limite. Ainsi le tribe
J lui-méme est aussi un ensemble fermé (revoir théoréme 4.2). On remarque,
qui si P est un ensemble fini d’éléments de §, les seules suites Cauchy
sont les suites finalement constantes qui ont leur limites évidemment dans
F (observation 1.1); I'ensemble @ est capable d’engendrer la seule suite
(@) dont la limite est aussi @J, donc l'ensemble vide peut étre considéré
comme fermé. En somme, le

Corollaire 52. Chague fermé ¥ (ensemble fermé) d'um tribe &
a, au sens de la limite analytique, 'une des formes concrétes :

a). F =0

NOTIONS DE CONVERGENCE 75

19
B). ¥ est un ensemble fini d’éléments de &
v). F=&
8). B est un ensemble séquentiellement complet &’ éléments de & ;
ILe cas 8) inclut «), B) et ¥).
THEOREBME 5.3. Soit &) Uensemble de toutes les parties fermées — au

sens analytique — d'un tribe . &y satisfait ,les axiomes des fermés”
d'une topologie «  sur le tribe §, a savoir :

1. Q,/g = gf(a)
"
1. U 5 = 5, , m; m < N)

i=1

SLE, €8 t=1, ...

I (B, € &Fo 88 Fy € Fg (asI, I ensemble quelconque d’indices).
as’t

' Démonstration. Regardant I: c’est évident conformément au corollaire

52. Regardant II: si pour chaque ¢ =7, 2, ..., m ¥, est un cuse(mb]‘r?

fini alors la propriété IT est satisfaite vu le point 8) du corollaire 5.2. Si

parmi les ensembles ¥ ({ = 7, 2, ..., m) existe au moins un ensemble

infini et séquentiellement complet, alors quelque soit une suite Cauchy

"

(X,) d’éléments de la réunion |J P, au moins l'un des ensembles F;

=1
(=1, ..., m) — notons. le ¥;, et qui sera évidemment séquentielle-
&jnent complet — contiendra une suite partielle (X;,)  (X,), séquentielle-
‘ment complet, donc existe (¢)-lim X;, =X <¥F; < U F;. Mais la limite

=1

d'une suite partielle d’'une suite Cauchy est aussi la limite de la suite

ATy m

Cauchy, donc existe (@)-lim X, = X « \JF,. Regardant II1 : siI’ensemble
i=1

M ¥, est soit vide soit fini, alors la propriété IIT est vérifié (vu les points
asr .
) 'et B) du corollaire 5.2). Si I'intersection envisagée contient une suite
Cauchy, celle-ci sera contenue dans chacun des ensembles F¥; (i € I)
S€quentiellement complets, donc la limite de la suite Cauchy sera contenue
aussi dans l'intersection. C.Q.F.D. _
En considérant les complémentaires des fermés donnés par le corollaire
5.2, on obtient les ouverts de la topologie T, définie sur un tribe &,
moyennant la limite analytique, — ouverts mis en évidence par le

~ Corollaire 53. Chaque ouvert G de la topologie «, engendrée
Sur un tribe § moyennant la limite analytique, a U'une des suivanies formes
Concy éles

). G =g

BY). G ést um ensemble ayant dans § wn complémentaire fini
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). 6=0

8'). G est un ensemble ayant pour complémentaive dans § un ensemble
séquentiellement complet.
Le cas d') inclut «'), B') et v').

§6. Topologies sur des tribes, définies par lindication directe des
fermés

THEOREME 6.1. Soit & un tribe quelconque et Fadaes Uensemble de ses
sous-tribes, Il existe sur & ume topologic T(g) dont les fermés sont des

réunions arbitrairves (finies ou infinies ) de sous-tribes de §, ¢’est-d-dire des
ensembles de la forme \ ) § I < A).
=

Démonstration. Les axiomes des fermés d’une topologie se vérifient
comme il suit. Regardant I°: 3 et § sont évidemment des tribes.
Regardant 11 : une réunion finie de réumions arbitraires de tribes est de

méme une réunion de tribes. Fn effet U Us i; est de la forme |J g,

i=1 it ke K
"

ot k=14 et K = L_)l 'UI 1;, en précisant que I'indice du type 1; parcourt,
J=l sl

pour un j fixé, l’ensemble d’indices I;, et puis j parcourt 'ensemble

{UR2N a2 m}. Regardant III: on démontre I'égalité

(6.1) NUs,= U N3,

isJ ;=15 {ikelk}kej i=J

comme il suit:

XN U&',]Q[X = Ufrij; VjE]]© Vi<], 35el;: X<§,] =
‘jej +

e M,

j
! i ] |
<] 'kelk}ke] jeJ

Puisque une intersection arbitraire de tribes est de méme un tribe, [6],

il en résulte que dans le second membre de Iégalité (6.1) se trouve une
réunion de tribes. C.Q.F.D.

Les topologies qu'on définit sur le tribe 2(X) ('ensemble des parties
de X) partent d’habitude des topologies précxistentes sur X (voir par
exemple: [6] et [7]). Nous définirons une topologie sur #(X) — diffé-
rente de la topologie grossiére et de celle discréte — sans utiliser une
topologie préexistente sur X, et sans aucune notion de limite ,,a priori”.

? La numérotation des axiomes des fermés d'une topologie concorde avec celle utilisée
aussi dans I'énoncé du théoréme 5.3. .

" sa correspondante du ca

lrd
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"idé i ensembles fermés (voir
icularisant l'idée des sous-tribes comme
51%0?51??6.1) on considére 'ensemble {2 (X)|X < X} et on propose comme

ensembles fermés pour une topologie, des ensembles de la forme () 8(X,),

eI
X. < X, I ensemble arbitraire d’indices.

THROREME 6.2. La famille § g ayani comme éléments des m'sem.bles
de la forme ¥ U 8X;) o X, = X et I un ensemble arbitraive d’indices,
e la fo = i =

isl o Spe e
constitue les fermés d'ume topologie =g défimie sur 2(X).

Démonstration. Regardant I°: 'ensemble vide@resp;ctiv:gréig‘; elr;gé')c
s i I={1} et X, =0 < X respe
E rle} for?lli ei }g ) cles;lsc pXOTJE’Eegardin}; IS u111e réunion finie d’ensembles
pour I = 1 =X &

"

£ i est bien du type F (voir le
du type ¥ est notée par U U ax 1-]_) ce qui est bien ype F (

j=1 4,1 o .
oint correspondant de la démonstration 'du .thleoreme 6.1). Regardant II1 .
E))n montre au préalable la validité de 1’égalité

(62) N ex) =2(0) %)

keK

pour I'ensemble arbitraire d’indices, K. En effet

[x = N 2x)

ke K

~[X egX,), Vk =Kl [X X, Vk=K]<

0 x)

ke K

c[Xg N X]@[X e@(

ke K

Puis on montre qu’il a lieu pour J arbitraire '
o ey =0 WU Ny ol @(JQJ X,.j).
geJ i< kl Crslidpey 757 4 S ihhey
: i dis — comme

is se démontre — mutatis mutan m

flsres du théoréme 6.1, tandis que la deuxiéme

égalité résulte moyennant (6.2) — démontrée plus haut.

La premiére de ces égalit

Observation 6.1. Tes fermés de la formeL_)gfi (n = N) de la

=1 ,
topologie 74 (qui figure dans le théoréme 6.1) ainsi que les fermés de

la forme C} 2(X,) (n « N) de la topologie 74 (qui figure dans le théo-
Téme 6.2)‘=slont des fermés aussi au sens de la topologie =, (qui figure

dans le théoréme 5.3) — revoir la justification de l’axiome; ‘[I1 dis f;ll"ém:?
au cours de la démonstration du théoréme 53 %;\m;zﬁ f; rséseg}::)é [%ar
T(@) on précise les suivantes: soit I'ensemble 9L C 2(X), rep
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M={M,|M, c X «c I}. On considére M = () M, et on forme €(m)

as]

=9

M : ’ »
U} g] i 2(M) sera un fermé de I'espace (2(X), T(g)) et on le nommera

ra =4
l L » 1 1
Cc;fﬁm;vzi:pﬁep_;mmee de 1 ecfizsemble OL. I'opération par laquelle on forme
-enveioppe nous conduit A un ensembl i i i .
te e qui contient &N
§ . e o  q I, mais cetie
pération w'est pas une fermeture car elle ne vérifie pas le troisitme axiome

de .Kuratowskl. Notons € 9t = @(L_EJI Ma] ; Topération € jouit des propriétés
facile a vérifier, notemment : £

I° 90 = ¢
CII° o < g
III° (90, U 8N,) 2 (2 91,) | (8 9L,)
IVC 9291 — FIN.

3 Iy d f me d U rvite

les autres respectent les conditi
it H o N A5
sous la forme de I’dgalité tons de Ruratowski. III° peut étre éorit

IIT g(sm, | 9n,) = (% ) @ (zen,),

© étant le symbole de la somme directe basée sur la réunion.

Observation 6.2. Les ouverts de la lopologie = (introduit
par le théoréme 6.2) admett ' ] ' cith, i
S et e I me .f;’nt une yeprésentation explicite. On précise
i Cc 2 {1 es J]O.idt}OnS quon utilisera. X étant U'ensemble de référence
complé_mezitqii ecmg(p)l{ementazre [;,'KX sera noté simplement par 0 X et le
a %m ) par QP(X). I’ensemble des parties non-vides de

X < X sera noté par P(X) (4]

: ; , et le symbole () i

directe basée sur l’opérati;\n de la ré317mi021.e AT S M TS

On peut facilement )
représentation 5 s compte que I'ouvert G = CP(X) ala

2(X) " st X =(
(6.3) G =(2(X) = @CX\2)U2X), s o cXcX
15} ; st X =X.
Quant au cas général ot G =0 U 2(X;) avecX; = X, 7, on appli
i ’» 1

que la formule de De Morgan

c‘g X)) =02 (X)) =J_Q [(ECXN\9) O g(X))]

=]
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et on arrive 2

QI [(CXNQ) © P(X,)], si @ E(Xi cX

i)

64) c=0UeX,)=

(it @, st X; =X pour au moins une valuer ¢4 de 1’ indice.

(On mentionne: si pour un certain indice [iy (1, = I) a lien E; =,
alors E; C E;; i #14, B, D@ et la représentation (6.4) ne contient
pratiquement le terme provenant de E; ; si pour un certain iy, (i, € I)
a lieu X; = X alors, évidemment X; € X; = X et dela représentation

(6.4) ne reste partiquement que ¢ = (2(X) = @.)
On donnera deux exemples remarcables d’ouverts:

Exemple 6.1. Soit un élément constituant? x € X. Considérons l'ou-
vert ¢ = (2({x}):

¢ =(2({x) = BC M VIO 2({s}) = BEHNGIOQ Y, {5} =
= (210 9) U (2210 {a),

donc G est lensemble formé de toutes les parties non-vides de ({x} et
de toutes les parties de X qui contiennent I'élément constituant x < X
excepté Uensemble {#} elle-méme. On pourrait écrire aussi directement
la représentation de G, sans faire appel & la formule (6.3), notamment
¢ = ga({x)) = 2AXNID. {%)}.

Exemple 6.2. Soit x € X et on considere Pouvert ¢ = ([Z(C{x}). Ona

¢ = 02(0{%) = BCC{ANL1 O 2(¢{%) = 2B D 2(6{x}) =
= [{B, (9P O10 2¢{x) = (B QaC{) = {5 UYIY =3¢}

C’est-a-dire G est l'ensemble de toutes les parties de X qui contiennent
I’élément constituant x (bien entendu {x} aussi est un tel ensemble).
Ainsi Pouvert G est un voisinage de {x}.
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