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ent t d.élqrt les trøuøux lll, 12, lïl
1Z d'esq éralise qutlqu,rs notlà"í, ,r";r-iàa,ea ur c aux six þarøgrøþhes sttiuønts.

S 1. La ,rlimite analytique, tlans un elan

Déf inition 1.7. soit xun en_sernbte infiní, queleonque et (Bn)n-w
(B) sera consid.Zrée deicend,ønte"'à. iò

et quel,que
I n, (éa,id,e-

f,''¡.f;o:;"
ni d.e þas" .) On syn+bol.ise cette þro_

,,, 
Conséquence l;7.Chøque suite þørtielle (B¡n)n=* d,'une suite

(Br) d'escend'ønte à Ø; d.escend,e øuss,i à Ø; chaque su,ite d.e ra. forrne (Ù ulir),-*

lù, BÎ) +Ø (i: l, ..., v; v e N) est øuss,j ume su,ite d,rrrrnAlirl¡, à Ø.
¡tr¡a démonstration en est immédiate, en utilisant,l,idée de ,,1,éliminationiaprès un nombre finí de pas", contenue,d.ans la définitio" r.r.
'.i 
i E xemþl'e 7.r. r.asuite (D(0,0)),=, d"s disques concentriques d.onnés

dans R2 par Df'o) :l@, -l)f o < x, 1- y, * ;Ì, n e N, est d.esce'dante
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b *orroNs DE CoNVERGENCE 59

'a comme'limite analytique X, car X,¡pIX ç Ø (þ ç N), c'est-à-di¡e
(X,¡.'LX)o=1y est majorée terme par.terme, par une ,,suite descend.ante,

finalement vide".
'P'r'oposition l.l. Chaque iryite qwi ø une I'irnite a.nalytique d'ans

u,n cløn g, est bornée d,øns ce clan'.

Démonstrøtion. De X, LX c Bn J Ø résultent X"\X c Bn et X\X, c
ç Bn.Ona X,c. (X,\X) UX ç B,UX, d'oùX,ç XUB,. Simulta-
nément

Xn = Xn n X: (X"U X)\(X"AX)=(X" U X)\,B" = X\.B,,
d'o:ù Xn - X\8,. En conséquence

1t.Z¡ X\8, - Xn - X l) 8,.
. Conséquênce 1.2. SiX:(ø)-lirr'Xn, alors þo:ur ckøque suite

þørtiel,l'e (Xa,) d'e (X*) c, l'ieu: X : (ø)-7im X¡,,.

". Déyionstra,tion. De X, AXç Bo IØ résulte (en utilisant la conséquence
7.1): X¿,AX - B¡,!Ø.

Conséquence 1.3. De B*!Ø résulte @:(ø)-ltmB*; si þ,c8,,
alors on aurø øussi @ : (ø)_lim þ".

Démosntrøtion. On a évidemment B,AØ: Bni c B,J,Ø', et aussi

þ¡AØ ç B,!Ø, ce qui confirme l'énoncé'
ì' Conséquence 7.4. S¿ B,!Ø, les suiuantes relations à t'ø I'imite
ont Lieu d,øns le cl'an 9:

:,lt ql @) t:x(8,\8,*e) : Bn,

(1.4) (ø)-tim (8,\8"¡e) : Ø (Vf = N),

tl s¡ (.)-iT; (x l) B,): x I x étément arbitrøire d,u

(1.6) (a)-lím Ua\r,) : X I cløn e'

' Dé,monstration. Regardant (1.3)
,ì
[(8,\,a,+¿)\,a,] U tB"\(.B,\8,+¿)l : Ø l) B,+p c B,rþ lØ (þ - *);
regardant (1.4)

., [(8,\,B,+¿)\Ø] U tØ\(,B"\8,+p)): (.B"\8,*,) U Ø - B,!Ø;
:,{egardant (1.5)

t(x u B")\xl u tx\(x u B")l: [,B"\x]uØ,= B,!Ø;

[(x\\B,)\x] U tx'...(x\8")l:Ø u (xn B^) c 8,trØ
(1,6)

à Ø, tandis que la suite (Dn),=¡, des, disques donnés par Dn: 
{r*,1)lO 

<
< .t2 +r, * +) , % € N, n'est pas descendante à Ø car le poit (0,0) ne
s'élimine pas dê (D ) quelque granrJ que soit ø.

Déf init n cl,øn et (X*),çw une suite d,,él
d.e O. L'élément ønøtytique'ã;"i;"r;;;; (X,) si etment s'il existe 8,, íØ irl, qu,on of.ï pà", n, cu.!,à þartir d,e n

(1'1) x*Ax Ç Bui 8,, I Ø
(où on a noté oar X,AX la différence symmétrique X,\X U X\X,).Døns ce cas o'n â.i'ro qríå-to t"itì xl-itt 1o'1-ronrrrgenre à x et on utiliserø

I,es notøtions: f, : (ø)_Iim X, o,t!, X,,lg X.
Proposition l.r. Lø rimite ønøtytique d.'une suite (ø)-conuergente

d,ans un cl,an est unique.
Démonstration. Soit € un clan de parties de X; on suppose
X' : (ø)-Lim X, et f,,, : (ø)-lim X,; X,, X,,Xu = g, @=N)

^\1.4' f..X:', ça veat dire qu'il existe au moins rn xo e X tel que r0 ee X'AX". Puisque

xo e X' AX" ç ((X,AX,) l) (X,,AX,,)) s B,_ l) Bi
mais (B|qF.':).& - vu la conséqrlence l.l. - ce qui contred.it 1e faitqt;.e xo = B:Ú B'j, Yn e N.

E x e m þ I e 1.2. Ëoit-/ ure fonction réelle définie et bornée surl'ensemble mesurable, o,c ñ". s;r l;) une suite de partitio's régulièresde o, avant la suite de rùrs paramèìrä dé¿t;ir;;;" {;¿;" (1t," l;; r-oj:
Pour chaque parcellement on on co4sidère ,,1,intervall" lurbJJi,, I(6,) :
;,[9(o,), S1o, sommes intégrales de Riemann atta-cnees a 6 (?, d'intervallõs compactes sera repré-sentée sur un ce de l,iniÇ;l;'i¿ R de ta fonc_tion f sur o, - -- - --^-'ò 

t de Ç),

R, une

même élément u" ",ri,Iiåü
^.en 

particulier la suite peut
figure constamment à pärtir
ent constante

Xr, Xr, ..., Xr, Xv.+t, ..., Xvtþ, ... (Xr+o: X,I> e N)
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XrAX'-- B'"IØ et X'AX,'- Bi,trØ



obseruation r'2' on f-emarque q,.e rø. suite (x l) B,) est d.escend,ønteà X, tandis que lø t"ltt Xt .a)-irt-iirrn¿onte à'X.ón ä' vu au cours dela démonstration de. ra propoìiti^r" r.ã q":: 4n"iîa",-'iåprique x\8, ct xn t x u 8". si_o_n-atiach" à ¿" d";nrer système d.,incruirons re,svstème
iå:iï: d'inctusions ).\8" s x è x ü ¡,, 

,"rrs -d"^::î'deux 
systèmes

x*AX s (xUB,)\(x\8") :Bn,
donc on arrive à l,équivalence

IX"AX ç B,f <+ l\.B, = Xn Ç X l) B,l.

on lø nornmerø : lø ti,mite suþérieur
d,e mêrne s'il existe I XrE = 

-e, 
ell,e

(X,) d.øns L iér

Conséquence 1.S. Si (voir définition l,S)
(")-þ xn: D*,o: !=lrxot 

: çø)_1im x, = 8,
'qlols Xti): XU). V i, j,= I ,(gr.qui suit imméd.iøternent) et,iI existe un seul.þo'int d.' øccumutøtion,'d.onc (k*)';' ;;;" ;;'ä;ï;;.:;;üiqlr"' aon, u.

réunion
f\, qui
t¿u sens

(1.7) x,LX - Di I Ø et y*Ay c Di" I ø
' (où X,Y,X,,Y,, Di,, Di, = e þour n = N).imþtiquent
(1.8) x Uy : (ø)-tin (x*l)y,),
(1.e) x\y: (a)-rim(x,\y,),
(1.10) x Ly : (ø)-tim (x,Ly,),
(1.11) x ay : (a)-tlrr* (x*ay,).

(On mentionne. que (1..5) est un cas particulier de (l.B) et (1.8), (1.4),(1.6) sont des cas p"iti",ìi"r', ä (i:giJ
Dérnonstra,tioø. ertant, aux ooérati

1 * ñi;;;; îi ä:;,il ^?;"åîJ-;í; 
i ï?ü,, 

"X" 
u Iå,"u J ?" i. ìà,fåu""sique) :

ANDREI NEY60
4

clas-



(n e N); d,à.ns cc cas on noterø , - (o)-lim X,,, c'est-à-d,ire X est ,,1ø
limite øu sens d,c l'olilre" d,e lø suite (X*).

On iltentionne, qu'un clan .€ este un ensemble p
en rapport avec l'inclusion, (€, c), et qu'une suite
este évidemment bornée dans @, car X', c X* c X'i
vient de noter X : (c )_lim X,,.)

rnÉonÈIvrE 2.1. Døns un cløn 8, lø ,limite ønølytique et lø limite øu
sens de l"ard,re sont équiaalentes.

Démonstrøtion. Qn suppose l'existence de (ø)-lim Xn.: X e 8;
d'ici il résulte,conformément à (1.2), l'existence d'une suite descendante
à" Ø, notamment Bn IØ, tel que lton ait

X\8" - X,- XU 8", Bn € @ (n e N).

I,a suite ()C\.B,) este ascendante à X et la suite (X U 8,,) est d.escen-
dante à X au sens de la limite analytique - comme ceci a été démontré
par (1.6) respectivement (1.5) et souligné par l'observation 1.2. On montrera
que X - süp (^4) :V (\8,,) et X: inf (X U B"): A(X U B"),
r: .t€¿q r€N neN flêN
epnditions éxigées par la définition 2.1. Évidemment X = X\8, (n e N);
eF;va montrer que si X* =.tr\B" (Yn = N), alors,X* = X. En effet,
Ti x e X2 alors existe %,e N tel que fi)%n implique fr É Bn, donc ø e
ç JC'..B, (eventuellement à partir de n,:0), puis vu f inclusion X* >
=1 \8, résulte x 

= 
X*, d.onc on obtient aussi l'implication lx e Xl +

à,lx e. X*], c'est-à-dire X* = X. D'autre part X ç X U B"(n e N);
sionsupposeX* ç X U Bn,alors enconsidérant x e X*résulte x eXUB,,
çt puisque à partir d'rn n suffisamment grand. x É Bn, suivra x e X,
ç'gst.à-dire l'implication lx e,X*f = lry = Xl. Ceci signifie : X : :!t.*",
ë1 ainsi la première partie' de la démonstration est terminée. On part,
i:ñsuite, de la supposition, que X: (o)-lirn X,,; en conséquence existent
tleux suites monotones dans @, tel qire

simultanément

XLç X,,è X'l @ e N) et (évidemment) X',- Xc X': (n = N).

a lieu aussi f inclusion stricte X* C X donc X ne sera
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B;: (X\X',) lø. (Bi) este visiblement
qu'elle ne descend pas à Ø, c'est-à-dire
x e Bi, (n e N). Dans ce cas x e 

^X;(n e N). En notant X* : X\{ø}, aura
est une majorante de la suite (X:) -

que
pposera

montrera

I

elx4Xi,
parce que X*

tel que
ef,

premièrement

fánille de parties
appartient aussi

u,neremarque,
notation rx qui

estldi-même
constituànt

qú1
t

eclan
é1émen

du
un

élément
marquer

unest
veut

X
Xe

queOn
rra

, ,i',

êt\

respectivement

(1.16) (X U B'") * (v U B,:,) = (X x y) U t(Y x Bi,) U (x x B,:) l)
U @L x B'l')).

respectivem ent n,i,.¡,{imi1e 
"prèr..'oo fåriå rå'r''å:'iå:; nË'j"":äf,i

donc, ce crochet nar Bn et en utilisant l" -ì"or.uoi-1riiãi ";lr..ä;;¡ation (1.16), poui moditi", ii.rii,-ãi arrive à

(X x y)\-B,"Ç Xnxy,= (X x y) l) B,o, BnIØ,
d'où, en utilisant l'observation 1.2 on ariivera à (1.12).

o
mules sur le théo¡ème 1.1 et sur les for_

tiq"" ^,

1101,
loin q ;

5s2. La relation entre la limite analytique ct les limites crassiques ,

dans un clan

vrrcH [9] ont défini une notion
un ensemble ordonné, que nous

ol,oo totalement) ordonné et (X,)
ò1

' l" (X,) este croissante et existe sup X, : V X, : X e gU alors X
este considérée comme limite, au sens äãtt'or¿r"lï" ra suite (x,) et 1,onnote X, 1 X; si

2" (Xr) est décroissante et existe inf-X, - AXn: X e %., alorc X
este considérée comme limite, au sens á"=Ï'ordr{=äe la suite (x,,) et l,onnote Xo ¡ X.

d.e ,?,Ì;*1"
sen X eQÍ, ed'e W'"), (X i,

r Fréchet : Thèse. Renrliconti di palermo 1g06.
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p"r:SB x'n, ce q.ui este contraire à notre supposition initiale. Ainsi 8,,¡Ø.

I'inclusion stricte X* J X,, contrair X soit.l,infimum
de la suite ({íi). no"c .Bi !_ç. X,,\t :-ri,;¡-ö',
c'est-à-dire X : (a)-Lim X')). ,incluìions , k";?. X, - X'1, X', è'x = x{,

{"AX - X';AX; = (X';AX) U 6 AX'): (X;\X) U (\X;) :
: B:,U Bi= B,IØ, l

ANDREI NEY64
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: 3. La relation entre la . ümìte analytiquc et les limites elassiques
dans un fribe

Puisque chaque tribe est un clan, le théorème 2.1 implique le
corollaire 3.1. Døns untrbela.l,imite ønarytique ct cel,le øLt, se,ns

d,e I,'ord,re sont équiualentes.

_Regardant la limite analytique et celle au sens de Borels, on démon-' tre le
TnEoRÈME 3.1. Dans un tribe lø Limite anølytique' et Ia l,intite øu

sens d,e Borel sont équiuøl,entes.
Démonstration. Tin tribe éta'.t clan, on peut dire

(Vu le. théorème .-2.2). qlue 7',e nalytíque þou, oo"
duite dans le tribe implique e au Sens 

^de Borel
et l'égalité entrè elles. Dans , consid.érons dans
le:tribe g la valídité de la relati¡n à la limite (a¡-Um X,: X e ï
il'fallt montrer l'existence d'une sui;e (8,) d'éléments' âe g, dåscendante
àt"'Ø,telle'qu'il ait lieu x*[x 9 B, I Ø.'o;; considère les iéunions d.énom-
biales (existantes dans E.).

k :"_tJ" (A-n) .est rtescendante, car B,+t 9 8,, (n e N) et en même temps
{i'nx .Ç Bn (ry = \). on suppose que (8,) 'ne 

soiî pas descendante'à
t¿, - alors, exrsterait au moins un élément %o = Bn (n e.N), donc øo =

xistance d.'une suite partielle (i,)'de
autrement çtot: n > nn réstltetaít
Or, x¡ e X¿,AX 

.(n 
= N) signifie

- soii : L") xo = X¡, et xo 4 X,
i;, ,

i ,, soil: 2") xo é X¿n et xo e f,.

67

On rappelle, que dans un tribe Ze : lim Xn: U
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n-t

æ

n

æ

B,: U {.I'þAX) (n e N)
h:n

@

U x¡.

c).: si X - Ø,alors de Xn\Ø=B* +Ø résulte, quelque soit x, l,existenced'un nombre naturel no^.ie] qlJe t(.= B* poir'n, )-n"- _ ¿o"" i-ø- i,,pour nx ) n,. ceci,siggliig que % figure sdurement daås u, oom¡r" tirjide termes de la suite (X,), ce qu'il fallait démontrer.
e d,e l'énoncé d, urøi ;xemple pour E unsoit <Þ(E) te de E

Ø sontles suites finalemenr- "tåä 
@(Ð les 

ayant""" ,liì,.Èanalytique sont les suites finalement co oLservation l.l).
Xr, .. X, .. . et porii
r, si o s E la suite- des

on e propos I
d,a.ns un dw tout néc
d,istincte n'est pas
convergentes à des limites correspon
saire ni même l,'existence d,'une sõule
considérons la suite ({a, x,})*=n qli
suites partielles n'aura paé we (ã)-t,

portraít contenir toutes 1es termes de cette suite est U {", x,o}: {a, x1,

xz,-. , .j, donc une partie de E, mais il n,appartient p"st à (Þ(E).

ANDREI NEY
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' Démonstrøtion bis. On se servira d.e 7a notion de (b)-limites. On
suppose ,,1e contrairez vu auparavant, c'est-à-dire X + (b)-Iim X, et
alôri existen! 1es ensembles limites extrêmes de Borel et f inclusion stricte
Lo C Lo. Donc i suites Par!i-e-
llesãe (X") not et xo.ê. Xi,
ouelque' sõit n, compacité au
s'ens^Uryson la artielle (Xot,)
'ayant 1a (b)-li'mite égale .à X, mals xo 4 X; s_imultanément, la suite
pârtielle (X,*) contiendra une suite partielle (Xo,*) ayant ' d.e même la
(b\-timi'te égale à X, mais cette fois-ci xo = X. Ces deux conséquences

èoît "o coãtradiction, donc la supposition initiale est infirmée. I1 s'en
buit X : (b)-Lim X* C'Q.F:D.

En enïisageant la conséquence 7.2 avec le théorème 3.2, résulte
immédiatement 1e

THÉoRÈME 3.3. Dans un tr'ibe q - en particulier dans C(X)

i:) lø yelation à lø l,imite X : (oj- est équhølente au føit que l'ø

suite comþøcte (X,,) a un seul élérnent

$4. La notion de eomplétitude séquentielle dans le sens analytique

Définition4.l. Soit e un cløn.Une su'ite (X,)d"élém.entsdu
serq. nonl,lnée suite Caucky si et seul'ement s'il' existe d,øns le cl,øn une
descend,a.nte à. 1,'ensembl'e u'id'e, Bn I Ø, tel que I"on ai't þour chøque þ = N :

Xn¡p[X, Ç Bn (n e N), n 2 no 21)'
Conséquence 4.1. Ckøque suite Cøuchy d"él'éments iJ'un clan est

bornée d,ans ce cla.n.
;' Démonstra,tion. De (4.1) résulte - suivant la méthode utilisée pour

la démonstration de la proposition'1.2 - le système

(4.2¡ X,\8, è Xnnp c X* ¿) B, (n Z no; V1 = N)

et pourles termes Xr, Xr, ..., X, a lieu, évidemment, @ c. X, - Ö X,
1

(i : 1, 2, .,, ., n), donc Ø.- Xu g (U xr) U B, (!v eN),
.:' i. 1

mis à la condition n Z no 2 7.

Tr¡DoRÈME 4,7. Si d,a.ns l,e cløn I ø I'iew

t (ø)-limXn:XeQ (X,,=e,neN)
al,ors (X*) est une swite Cøuchy. !
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6 Revoir conséquence 3.1

13

,l

t;

.i

I

:'

ii,i
I'I

I

:

t;iilt
j

l
I

l

l

I

i

l
l

ì'

où ø est soum-

':

Du corollaire 3.1 et du théorème B.l résulte la
.Ço-oséquenc ibe--- enparticulierdansl,en_

semble de toutes les p s(X) _-Ës-i1i¡onr ; (ø)_timite,(b)Jintite et (o)-limità a.

(a)-lim Xn: (ó).lim X,: (o)Jim,Ç,
si (X") conaerge clq.ns ce tribe øu sens d,e l,,une d,e c/s ,¡¿rn¡rrrn.

.1. pour la technio
tion <la suite (X,i
1óøs comme limite
il suit: dl existe

a
p
n
d

e Ð,lL d.'é|,érnents d.,un clan (ou d,,un
d,e _ un cotnþøct, si et seuiement si

þeut extrøire une suite conaersente
lirnite introd,uite d,ans le cl,øn" (ou

8.2, uite (X,) d.,un tribe { d.e þørtiesest &,u seil.s ition S.2, øyønt un seul(d'a on) X e
X : (ø)-lim Xn: (ó)Jim Xn : (o)_lim X,

ttaire, c'est-à-dire : X, ye tend pas
l'observation 3. I existé øo = f s1e N) et simultanément - vu la

i,å:rj ;i:Ëiü":";i ååtT fi "*ï'l:
B, I Ø tel que Xo¡nAX Ç B,.or, cette dernière inclusion est en con-
tradiction avec le fait, que x¡e, xu._[x pour chaque n, patceque ainsi

,xo e Bn (n e N) ce qui contredit le'tait qae B, ¡ Ø.

¿ L'auteu¡ préfère d'utiliser surtout dans un tribe la uotlon ile (ø)-Iimite, parce qu,ellea un appareil formelle facile à manell'¿ter et ptésentent beaucoup ã'^oáiogi"" avec la limitedans l'analyse classique.
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conditionné pari xi, fri=ß, x¿#x¡ sii'+i (i'i =N) - la réunion

Û {*,\ ,r'"st pas conten-ue dans @(E) car Õ(E) est 1e clan des parties

finies de E. Donc O(E) n'est pas un tribe'

, Observatíon'4.I. 11 estna comparerla.notion de corn-

Ofuittle-d,;u* ctøn-d,ans I,e sens s onfoimément à la d'éfinition
tíäf 'lÇ.i 

1a notion:1ãf"rriq"" a" e d,u cløn ctu sens réticul'øire

ilefi"i"-p"r Birkhoff)' A cè sujet le'

TrrÉo Ckøque -clan t o-comþlel - comme

treillis - Cøucky d,onc s coniptet''TJn cløn Cøwcky

n'est þas ent o-comþlet

ite CauchY dans €' Conformément
est bornéê dans e, clonc existent

u 1a démonstration du théorème 4'2

;i' {nr}, {*r, %z\, .,.,., {xi, xr, "', fru],, "' (x, * x¡) Çi i + i)'

qui pourrait être seulement le supprémum noté' p"t 
*Q:r{*r' 

*,' ' "' xo\'

rnais qui n'appartient plus à (Þ(E)'

.' | ; C o n s é q u e n c e 4'2, Chaque clan comþlet ou a-comþlet comme treil'l'is,

,étairt - évidemment - aussi rälativement oìcomplet, ¿st sirnultanément

,un cl.øm Cøucky.

. T HÉoRÈME 4.4' Døns chaque clqn !ø þroþosition <(X") est une suite

.Cøuchy-)- Zqiiaøut à. ( (ø)-limix,L,X,*r7 : Ø Ð'

X-LX,nb=B^IØ réstt'lte X'LX,,FL,= B, I Ø, donc- 
ó'-"itil'pÁri,ii x,txurt é 8,, I Ø, alors on a la

"', , voa ddo, [5] la dé{inition 5.1.2. et ce qui suit, aiusi que les théorèaes 5.1.4 et

S.r.z,1pi.i+ìãej. öi 'r¿i¡ìà¡""-!"" iã" ii'¡ites txtrêmes danJ un cl¿n relativement o-

complet colnme treillis, cãincid.nt ä.r"" les limiies extrêmes respectives au sers de Borel'

7TNOTIONS DE CONVERGENCE

Xn.ti-tLX,+t. Ç Bn+r-, þour i:1,2, "', þ

" ' :Démonstra.tion:De
(:ø)-lim(X,A X, ¡r) =, 

Ø.
'strite d'inclusions :

Démonstrøtion. En 'ertu du'svstème_(1.2) qui résurte de ra conver-gence analyfique d.e (X,,), on peut"ècrire lès ú"i"si;;-'"'

X,+øLX,c(X Uts,)\(X\B,) ç(XUB,)\X Ç8,,: :

ce qu'il lallait démontrer.

un, d,.léléments d,,un: cl,øtq ø

ou sé^quentiellement co.mþlet,

un éfinition analoguè poui

rrrÉonl¡nrn 4.2. Chøque tribe _ en particulier g(X) _ csl .un cl,anCøuchy ) þøs chøque cløn'Cnu,chy- est ui til;;.'"-"-' 
*\^r

.existera þ' = N tel que xo É Xn+þ,,

6 Dans [15] et [lB] Ie tribe est nomr¡ré ,,clan borélien,,.
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b) la suite (X") C ll[ est we suite Cøuchy þør irnmersion d,ans E (M C
C E), s'il existe dans E une suite 8,, I Ø tel qu'on ait Xn*rL,X, c
C B^IØ; :

c) la famille M d'ensembles est sé.quentiel,l'ernent comþlète þør imm.ersion
d,øns B (M C E) si chaque suite Cauchy par immersion dans E - confor-

,rnément à b) - a une limite contenue dans M.

:$5. Topologics définies moyennant les notions de (b)Jimite, (a)-l,imite et

r, þ)-l'imi.te
' Prél,iminøires. Soit € une famille d.'ensembles. On concoit S", l'ensem-
ble de toutes les suites (séquences !) d'élémentss de €. En concordønce
a.uea les id,ées cle Frécketr on.þeut,introd,uire døns I une notion'ile conaer-
gence séquienlielle, comnre il suit :

' on désigne comme suites (séquences) conuergentes üers une l,imite, la
1¡qrtie maximale tre C 8e relativement à laquelle pour chaque élément
(X,) = 3{,g on peut faire correspond.re d'une façon univoque ¡.tn élément
X. e I - çtui sera nommé la limite de la suite (X,) - respectant les
cönditions:
1:;r .'.

',ì,, 1o la suite constante (X) a comme limite X e g (þX e €),

,::ì 2" si la suite (X,) = tfs a comme limite X e Q alors chacune de

pes suites partielles, (X r^), u la mêrne limite X, donc (X.,*) = Ðde.

Lâ famille € d.ouée d'une telle convergence séquentielle devient un esþace
8,](d'après la terminologie de Fréchet ; cløsse 9).
rì Une telle notion de convergence permet d.e d.éfinir une notion d'ensern-
ble férmé qui par complémentation nous cond.uit aux ensembles ouverts

les. su'ites conaergentes d,e I'esþøce 9, est exþrimée þar

ø notion d,e limite qwi resþecte en d,ehors des cond,itions 7o et 2" ci-d'essus
cette d,ernière condition 3", engenilre un esþøce d,e comtergence rtornrné

I Pour éviter des confusío¡s on souligne qu'un élément ele @ est un ensemble,

i

,l
i

i
l

'i
t.1

("u
contiguité,
d,onc (X*)

si lø suite (X") = Ee est comþacte
ryson) øyønt un þoint unique d.e

cornrne l,imite l,'élément X e €, -
suitelø

définitionla
a.lors

de
(O

tO3f

sens

e
X

ed,øns

le théorème est démontré.

Application. En nous bas nt.sur ce.thiorème, on peut d.onnerdu te ì,,une suite C;;;i;' qàrËo"q"i";;;;
"1, l: *rLX, = Bn (n é fu)'o.i n,,'¡ Øi, {.ul_es co

y:) XnFtLX,,: þn; 9n s Bn, þ, = e @ e N)
o ot1

(4.3) xn,.t : x, Lg* '(n 
= N)

et après avoir appliqué une induction sur (4.8), on obtient
(4'4) x,+t: xrA grA prn...a p,: xrA

{*.1*,:xoa Au,, n=NI(l i-:t)
sera une suite Cauchy dans €.

Du théorème 4.4. résulte immédiatement la
c o n s éq ue n ce 4.s. un crøn g est un cr,øncøuchy si et seulem'ent si

þour chaque su'ite (x^) d'' étéments d.e € þour røqueile ø rieu (ø)Jim(xþx, rr) :: Ø résulte I'existence d,e (ø)-lin f,, = g.

a) la suite & ).çM.a poqr limite anølytique X = M þør immersionay2 EJNL C E), i,iì-e*iste-il;r-Í";;" suite B, t,Ø tet qrre XnA X çc B^1,Ø;

16
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Bn+¿-t: Bn,(Xn+¡-rAX,rr) s U
þ

ap,.or). on a noté [ gr

i:t

: 0rA 9rA
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Puisque

[9r (ta=N)
i.:t

þ
XnA,,X,*o c. l)

)-a



est ün ensernble fini d" éléments d'e ï
_6f

est otn ensernbl'e séquentiel'lement comþl,et d" él'éments d'e ï ;

THE6RÈMÐ 5.3. Soit 8p¡ l,'ensernbl'e cle toutes les þarties fermées - au

sens analytique - d'un trìibe g. Ü6¡ søtisføit ,,les øxiomes d'es fermés"
d'øne toþolog'ie 16¡ sur l'e tri'be ï, à søaoir:

I. Ø,,9 = ff@)

ú "¡ = ff1o,¡ si Ê, e ff1n¡ (i:1, ..., M; m e N)
4:r

ilL n Êo e ff6¡ si Fo e trç¡ (ø"e1, I ensernble quelconque d,'ind,ices).
qeI

'I ' t évid.ent conformément au corollaire
5.2. /,2, ..., 1n

fini u le point p)
par m) existe at
înfi rs quelque so

nt

(X, d'éléments d.e 1a réunio" g Fi, au moins 1'un d.es ensembles F,

lfi '= 
1, ,.., m) - notons, le F'¿o, et qui sera évidemment séquentielle-

rrn€Ít complet - contiend.ra úne suite partielle (X¿,) C(X*), séquentielle-

tnent complet, donc existe (ø)-Iim X4: X e Ê¡^ ç [J r,. Mais 1a limite
'oi-l

d'une suite partielle d.'une suite Cauchy est a ssi la limite d.e la suite

Cauchy, d.onc existe (ø)-Iim Xn: X = U rn. Regørd,a.nt III.' si l'ensemble

^_Gv_o

c ést un ensembl'e ayant d'ans I un comþlémentøire fi*i
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!

L

rl

ensembles
te
Ð

st11

1,

une
¡'

contient
d.es

envisagée
chacun

tersection
dans
1n1

ue
Si

ten
.2)

consefa
corollairedu

celle-ci
)p'et

¡j

tspomles(rrovérifiéestIIIpropriété\aalorsfini,soitvid.ets01est

p). F
,r). É

ð'). F

J,e cas 8) inclut or), p) et y)

esþøce 9*, qui d,étermine un toþologie rr* flsrt løquel,le les suites conaergen-
les coincid,ent øaec celles d.e l,'esþøce g*.

5.1.-.5-3 (X*) d,'é|,éments d.'un clan I est comþacte
la d,éfini, et au sens d,e I,a (b)-Iirnite, øyønt un- seul

, X = e, iste (b)-lim,X,: X.
. Dérnonstrøtion. Bn supposant le

pas X comme (b)-l,imite, il etristera (v
(X¡") C (X") et au moins un élément
de parties de l'ensemble X)
compacité de la suite (X,) o
(Xo¡,) 

^y^nt 
X pour sa (b)Ji

1Í:y" /:o = (Xoo*LX). (n = N), doo. (Xo.,o) ne peut pas avoir X pour
(b)-limite, ce qui infirme la supposition du'contraire, et ainsi le théorème
est démontré.

En nous basant rsur la condition nécessaire et suffisante pour qu'un
espace I soit un espace g* et sur 1a théorème 5.1, résulte le 

t

rnÉonÈnrn 5.2. Lø (b)-timite inty.od.uite d.ans un cløn I réal,ise q,n
tnée sur ,9 þør cette (b)-l,irnite s;erd

nces) coriaergentes, aaeò l,'esþøce g*.
[5], regardant 7a. (t)-conaergence

é sur le travail [B].

Corollair e 5.2. Chøque .fermé F (ensembile fermé)
a., ø1.!, sens d,e l,a. lirnite ønølytique, l,'une d,es formes concrètes

a). r :6

ANDREI NEY
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Bn particularisant f id.ée d.es sous-tribes comme ensembles fermés (voir

ä¿"í.è;;6.1), on considère l'ensemble {g (X)lX e X} et on propose comme

ensembles fermés pour úne topologie, dàs ensembles de la forme U_e(Xr),

X¡ - X, I ensemble arbitraire d''indices'

,rlrÉoRÈlrE 6.2. La fømi,tte ff p¡ alant corwne élétnents d,es ensembles

d,elaforttter:[J9'(X,)oùx¿-Xetlwnensemblearbitrøired"ind'ices'
constitue les fernt'és' d,'une toþologi'e rçg¡¡ d'éfi'ní'e sur 9'(X)'

Défloonst.rqtion. Regørclønt Is.' l',ensemble vide resp-ectivement P(X)
ontla-ior*" n ci-dess'us pour 1:tU-e-t X,:Ø7 X resp-ectivement

öil :-iïi et x. :Ï ç'X. Rcgør¿àrít tl.' une réunion finie d.'ensembles

du type F est notée put,q U, *1Xr,¡ ce qui estbiend'utyper (voirle

Lt de la d.émoLst'ration d'u théorème 6.1)' Regørd'ønt III :

ãn *oott" åu préalatrle la validité de l'égalité

(6,2) Ð,*(*r): * 
[,Q "r),

pour l'ensemble arbitraire d-'ind'ices, K' Ën effet

lX = î e(X,)lo [X =*(Xe), VÀ = K]olX c Xo, VA = K1o
I ti.k - 

|

*[" c L-l " ]*[x = e(,O x,)l

Puis on montre qu'il a lieu pour J arbittair

n- U- e(x,,): .. U l-l.e{x, ) : U u(,0 
"',)i-j t,árt *\"tit {in. ln\a-¡ ì'J ' '1' {in'Ia)p-¡

fa première d.e ces égalités se démontre - mutatis mutand.is - comme
' ," äorr"rpondante ¿ri-ó"¿i" du théorème 6.1, tandis que la d-euxième

égalité réiulte moyennant (6.2) - démontrée plus haut'

observation 6.1. I,es fermés de la forme Út, @ = N) de la
¿:r

topologie:1sr¡ (qui figure dans 1e théorème 6.1) ainsi que les fermés de

la forne U e(X,) (n e N) de la topologie rie¡ (qui figure dans le théo-
i:1

rème 6.2) sont d.es fermés aussi au
dans le théo¡ème 5.3) - revoir 1a j
au cours de la démonstration du
t1e¡ on précise les suivantes: soit

\').c:Ø
8'). c est un ensembre øyant þour comþrémentøire d,øns ï un ensembre

s é,quentiellenoent comþlet.
I,e cas à') inclut n), p,) et y,).

sS6. Topologics sur des tribes, définies par rrindieation direete des
fermés

THEoRÈME 6.1. Soit { un tribe qu
bor ¡ d,e ses

,s) i: 
"::cùmme il suit. Regard,ønt .rs.: u "J"'#i:J'":;,J:åå""ff å"r"n;itiå:Regørd'ønt 11.' une ¡éunion finie de réunions 

"rbli;;ir",'ie tribes est de
rnême une réunion de tribes. En effet Ü,V-ï¿. estde la forme (J eo

où å : i¡ et K: ü ,g,o,,"opre"ir"Jrl":r;.,"" du type n, nulJJ*o',,
pour un 'i fixé, l""ir"*ilr"-d'indices 1,, .t puis 7 p"r"o.rrt |ense'rbre
{1, 2, . . .-, m}.'Regørd,ant i¡iiã-à?montre l,égalité
(6.1) n U8,o: U î)ï,,,t'J ijê1. lin-Inlp-, i=i
comme il suit:

[" =,0 F,,*"f*l* = Pî,,,vi=]fo tYi = J, JiT= r¡: xe8¡ot+

* l" =,8 r,;] * [r = 
,,0V,,,=, D,*,,1

Puisque une intersection arbitraire de tribes est d.e même un tribe, [6],il, en. résulte g-ue dans le second 
--"*¡t" 

a" rÇarìie^(6.iJ ," trouve uneréunion de tribes. C.Q.F.D.

e(X) (l'ens
réexistentes

'.ï:13å:"j
aucune notion de limite ,,à priori,,.

e r'a lumérotation cles axiotres des fermés d'uue topoiogie concorde ayec celle utiliséeaussi dans l'énoncé du théo¡ène S.B.

76 ANDREI NEY
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et on alrive à

lo t(e(cx,)\Ø) op(x,)),siØ cx'f x
\6.4) c:c L, g(x r): ln'' 

,rr nrr mninc.,,.,.o_rr,,,t'=t'
lØ, sl y,o: pour au moins une valuer io de f indice'

(On mentionne : si pour un certain indice li', (do e l) a lieu Eoo: Ø,

alors E; C E;] i *'io, !'¿) Ø et la représentation (6.4) ne contient
o-

pratiquement le terme provenant de Ð.;,; si pour un certain io (io = I)
a lieu Xio X alors, évid.emment Xn c 

"oo: 
X..et d.e la représentation

(6.4) ne ieste partiquement Q11e G : C 
g(X) : Ø.)

On donnera deux exemples remarcables d'otlverts:

Exemþle 6.1. soit un élément constituantz x e x. considérons 1'ou-
vert c : QT({x}):

c : C sfuj): [e(C {r})\Ø] @ crt{41 : te(C{Í})\Øl@ {Ø, {*}'¡:
: ( te(c{ø})\Øt @ q u (ts(c{"})\.Øl @ {,}),

donc c est l'ensemble formé de toutes les de Ç{ø} et
X qui contiennent aant x e X

elle-même. On pour directement
sans faire appel à notamment
{*}}.

Exem'þle 6,2. Soit x e X et on considèrel'ouvertG: C[9([{ø})' Ona

c : [e([{*}) : te([[{ø})\Ø] @ e(c{r}) : te({ø}\Øì @ etc{41 :
: l{Ø, {r}NØl @ sr(c{r}) : {x} @ etc{r}l : {{"} u Ylv = e(c{4)},

23

c'est-à-dire G est l'ensemble de toutes les
l'élément constitnant ø (bien entendu
Ainsi l.'ouvert c est un r.oisinagc de {øi.

parties de X qui contiennent
{ø} aussi est un tel ensemble).
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rlr. e(etLl u ÐL,) r (tet¿l) lJ (s,snLr)

w" 6lg,glL : g,glL.

on constate, que ,,ra troisième axiome" prend 1a forme de ra swrød,iri,u.itéles autres respectent res conditions d" k;r"toiriã.'ïir: peut être écritsous la forme de l,égalité

III' s,(Ð\L1U 9tr) : (seß,) @ @,s)1L2),

@ étant le syrnbole de la somme directe basée sur la réunion.
Observation 6.2. Les ouaerts d.e

reþrti_s_e ,Jï"r"räi:
sera. X de référence

ä3"åiï å:î"r:,1î: 'ff"Ift' j:
X. Xsera noté.a¡ {(X\Ø,.et\c symbole @ sera celui de la sommedirecte basée snr' r'opaìJ'ioilã;ï idooiorr.

,"nr3årp"îîj"facilement 
se rendre compte que l'ouvert G : Cp(x) a la

(6 3) I
t

Quant au cas gén&al où G : C U g6n) avecX, c X,i e 1, on appli-
que la formule de De Morgan

cu s6n): f) c s (x,):-o t(s(cx,)\Ø) @ e(xn)l

7B ANDREI NEY 9'

ÐlL: {MolM* - X, o = I}. On considère M: LJ Mdetonformeg(u) :
l'espace (g(X), r1e¡) et on le nommera

de Kuratowski. Notons e At: A(l),
facile à vérifier, notemment:

I"9Ø:Ø
If ' ÐIú c gÐlL

li
i"

ri
r,Ì'

,ii

i

,i,

iii

si X:Ø
si ØçXçX
si X: X.

G: cs(x)
s(x) ,
(s(cx)\Ø)@s6) 

,

Ø

I
I

l

l,

I,i
:



MATHDMATIC,{. - REVUE D'ANAITYSÞ NUMÉRIQUE
ET DÐ THEORIE DE I,'APPROXIMATION

L'ANALYSE NUMÉRIquE ET LA rtlÉonrn DE L,appRoxIMATIoN
Tome 6, N" l, 1977, pp. Bl-84

SUR CERTAINES AI,GÈBRES DB FONCTIONS CONTINUES
BT SUR LBS SUITBS DE VARIABI-,BS ALEATOIRES

UNIFORMBMÐNT BORNÉES

par

ION RASA

(Cluj-Napoca)

En étudiant une généralisation du théorème de ronovrrNE nous
avons obtenu (voir: [2]) des ¡ésulta s concernant les suites de variables
aléatoires uniformément bornées. En utilisant un autre point de vue sur'le même théorème, exposé par w. M. pRrÐsrrrÐv d.ans-[l], nous allons
d,émontrer d'autres résultats.
1. Soit lø, bl un intervalle borné et fermé de l'axe réel. par l, x, xz
nous- désignerons 1es fonctions réelles .f o, Ír, /, définies sur [ø, å] telles
que /,(l) : ti, t = lø, b), i :0, l, 2.

En utilisant 1es résultats de l1l il est aisé d'obtenir le

, 
--+ R,'n fonctionnel.l,est i;,= ,!f; V,=3rY,'fl

uites de our lesquelles
A*(xz)-Af'@) --r 0. Dn suivant ce point de vne, nous allons démontre¡ le

,. THEoRÈrvrn 2. -+ R, n: l, 2, ..., iles fonctionne-lles litøéaires et A'lorsZ:if =C¡o,t1lA*(fr)-
- Aifl --+ 0j est e d,e CLa, bl,'ítt S ii. ''

Démonstrat'ion. Comme dans [1], à l'aide de f inégalité Ar"(S) <(,4"(g'), on peut démontrer que 
-si 

f e 2,, g e Cla, b), alors
(1) A,ç . s) - A,(f) . A,(g) ..+ o.

' Soient f, g = X. Alors
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