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1. I,a notion de convexité intervient aujourd'hui dans des uombreux
domaines cles mathématiques et dans l'étude cles problèrnes applicatifs les
plus divers. On uc peut pas concevoir, par exemple, la théorie de l'optirni-
sation et ses appiicatiorrs, sans y laire intervenir la notion de convexité.

Dans cc travail nous c1ésirons mettre eu évidence certaius aspects chr
clevelopement de la notiou de Ionction cotrvexe. Nous cornÍìençons par
considérer colnme des étapes clécisives du procesus cl'évolutiol1, que notls
allons examiner, les trois suirrantes. Il s'agit cl'une preruière étape qui comme-
nce avec lcs idées c1e :nNsnN I.l], unc cleuxièrne étape dont le clébut cst
ûrarqué par les travaux cLe TrnEnru popovrcru [6] et uuc troisième étape
dont f idée centrale est celle de la convexité par rapport a un eusemble
interpolatoire qui rr.'est pas sournis à la condition cLe linéarité. L'idée même
c1e f interpolation est présente clans chacune des étapes. Nous n'avous pas
f intention d'y présenter une analyse chronologiclue. Nous allons souligner
seulement les idées qui presenterrt rrn intérêt pour notre point de vue.

2. Quand il a introduit la uotion de fonction convexe d'orrlre supéri-
eur, sur un ensemble cluelconque de points, TTBERIU popovrcru a utilisé
comme point de clépart la différence divisée d'ordre correspondaut t6l.lì étant l'ensemble des nombres réels et u. 2 - I entier fixé, corrsidérons l¿r

fonctioir f : X -,R où l'eusemble X 
= 

R contient au moins nl2 points
distincts. Soit Ð" l'ensemble des fonctions réelles qui sont définies sur
l'ensemble X. Dans le travail [6], rrnnnru popovrcru a donné la
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DIìll'rNrl'roN (P.1). Otø d,it que la fonctiott, f est conaexe (nonconcøue ,

þol4,nontiø|,e, nonconuexe resþectiucment concaue) d,'ord.re n, sutr I'ensentble
X, si þour chaque systètne xt, x2, ...¡ x*1.2t d.e n{2 þoiti,ls tlt,stincts d,e l,'en-
sentble X, on a lxr, xz, ...t x,¡2; "fl > 0 ( > 0, - 0, S 0 resþectiae-
nren,t < 0).

Avec [ø., frz, ....t xtt.t2; fl on a désigné la différence divisée de la
fonction/sur les points KL, xz, .,., xn¡2, c'est à dire le coefficient de x"+t
dans le polynome d.e Iragrange L(*,n*rl xt, xz, ..., xu+2, f) cle degrès
n,!\, ql;ri prend les valeurs de la fonction;f sur les points K!, %2, ...t %n..2.

Il est clair que beaucoup de résultats qui s'obtiennent, en acceptant
la définition (P.1), ont à leur base la propriété de linéarité de la difféience
divisée Lfrr, fir, ...t fr,t2; Íl par rapport à l'argument/ et en rnême temps
celle d.e linéarité de l'ensemble "J,,-.1 des polynomes de degrès au plus égalà
n!I. Il est, donc, trez important de preciser comment on peu.t dér'elopper
la théorie, qui nous interesse, sans utiliser ces propriétés d.e linéarité.

À côté de la déIinition (P.1), dans le travail [6], ou trouùe aussi une
autre définition. I,es points x¡, i:1,2, ..., n +2 étant soumis à la
condition

(t) xt{xz < '.'
on considère la diffé¡etce f (xn¡2) - L(9" , x.1, %2,

peut s'exprimer cle 1a manière suivante
, ztn*l ; f)(x,,¡r) clur

:l SuR crn.raiN¡s pnoÞR¡ErÊs 
1Bz

1. conuexe d,,ord.re n, ou bíen con.cal)c
emb
d,e soient !ç-þo.ints d.ist,incts x¡, i 

^_.

xrn nome L("Jn*t i xt, x,¿, , , ., xr,+z , -f)
I,e problème çlu'on doit résou

ploposition I est-eÍe vraie ? fl est

9n, te7, que pour chaque système
ucts de l'ensernble X, i,on a
f), on peut énoncer la.

pnoposrrrox 3. Si l,ø fonction,
su.r l'en,setnble X, ol,oys guels "ouc 

soiet¿.
xi, sL, ..., x',,+t ct xi, ii...,'fi,1,*r, ott.
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(2) Í(x,+r) - L("J,i xt, xz, ..., frt*t; f)(x,+r):
: (xr+z - xr)(xu+" - xz) ,.. (xn+z - )tn+t)Lxr, xr, ..., xr+zi Íf.

Sous les conditions (1), ie signe de la dilféreuce divisée lxr, xr, , . ., ïn+2, .f I
est le signe de la différeuce"f(x"+") - L(a,) tr, xz, ..., xn+t; f)(x,+r),

Orr trouve, d.ans le travail [6], la
DfìFrNfTroN (P.2). On d,it que lø ,t'onclioro J est conuexe (nonconcøue,

þol,ynomiale, noTtconlJexe resþectiaeruent conca.ue) d,'ortlre n, s!.{r l,'ensernble
X, si þowr chøque systéme (L) d.e þoints, d,e l.'ettsemble X on, e -f(x,+r) -
- L(g-, Kt, K¿, ,..t frt+r; -f)(x"+r) > 0 (10, :0 3 0 resþectiuement <0).

La délinitiou (P.2) nous offert un language géométrique pour exprimer
le comportemeut de la fonction / par rapport aux éléments de l'ensemble
*,t. Les deux définitions (P.1) et (P.2) sont équivalentes. Il faut encore
remarqrler, qu'en considérant les propriétés de conr,'exité, nonconcavité,
polynornialité, nonconvexité respectivement concavité d'ordre n su,/ un,
cnsemble X quelconqw¿ au lieu de les considérer suy mo interaqlle, 1es résultats
qui s'obtienent sorrt plus géuéraux.

Considérons mairtenaut la d.éfinition (P.I). Suppcsous que la fonction
f : X --, R est convexe (concave) d'ordre n, sltt l'ensembie X.l,^ diflérence
divisée lfrr, xr, ..., xttt¡; fl etarft en rnêrne ternps la cliflérence divisée
Lxr, xr, ...t Krt2; P] où P : L(9,+tl xu fr2, ,.., x,+2, .f) il en résulte
,que le polynome P est aussi convexe (concave) d'ordre ø sur l'ensemble X
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Lxr, xr, ..., x,n¡2i (Jx,, Í., ..., *,t.tz Lf) ]. rr'i¿¿9 eui se_ dégage est qu'il s'agit
d'uneJonctionneÍe linéaire A: u),,+L*R,.qui prend' une valeur constante

9,,. et ,que, þour exprimer les propriétés
rmialité, nonconvexité respectivement

on se sert de la fonctionnelle
sur l'image U ,,, ,", ..., ,r*" (Í)

herchée. Il est ciaire que pour
chaque manière de la quelle on donne A, on obtient un comportement
correspondant de la fonction /.

3. Supposons maintenant que n 2 | et considérons les ensembles
8,,,CÐ,,+r: Dans notre travail [3], nous avons défini l'ensemble

5

(3) s ûn+ , %r, fiL, ' ' ', xnlL

'' f@r), f(xr), ',., f (xu*r)

clui s'appelle épis interpolatoire d.'ordre 1 de I'ensemble 9"*, et qui est,
par définition, l'ensemble

(1) {P = 9,*,) P(r,) :.f(xn), i:1,2, ..., n + L},

les points x¡, i : l, 2, . , ., n+1, de l'ensemble X satisfaisant aux conditions
xr<x, <.., 1ï,+t etla fonctionf étant fixée. Si X- lø, å] et/est
cóntiuul sur l'interîalle ¡ø, ö], alors dans l'épis (3) il existe un élément et
un seul de la meilleúre approximation pour la fonction .f, sut la', b), c'est
à dire, pour le quel

(5) t.t{Ë?î, tf@) -p(")tlp e s(o.*,, 
¡tiii, ¡iå,'.'.':, ¡rT,.,',t)l

est ateint. Mais la notion d'épis interpolatoire d.'ordre 1, d.e l'ensemble 9'*t
a encore d.'autre applications. Nous allons en donner une. Commençons
par la construction ãè l'ensernble (3), en utilisant les opérateurs de l'ensem-

ri¡ÉonÈrnE l. L'ensembl'e

(6) {P e 9^*rlV r,, Í,, .,., ,*o,(P) : V,,, ,, ..., ,u., (Í)\
esl utt, éþis interþol'øtoire d"ordre -l , ile l"ettsembl,e *,,,¡r.

Pour d,émontrer le théorème 1, ou constate que l'errsemble (6) contient
ie polynorue L(*',i xt, xz, ....t xntL; Í) et touts les polynomes d-e d.egrès
¿feètit r, f l qui þrend 1es valeurs de la fonction / sur 1es points. x¡, i : l,
2, . . . ., rt,!1.I,'ensemble (6) est donc égale avec l'épis (3).

r\ous allous utiliser maintenaut les épis de la forme (6) pour donner
cnccfe urre interpretation de la convexité d.'ord¡e ø. ConsidéronS les systè-
rnes distiucts de points de l'ensemble X,

(1) x''<xL<.,.

6 -- L ancll,se lrimérÍque et la théo¡ie de i'approximation - Tome 6, No. 2i197?
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(8) xT<xí<...
Désignons par s1 1e système (7) et par s, 1e système (8). Nous convenolls

de dire qlle sl est avant s, si l'on a x : x'1, xi : x'í, . . ., x'n+t : x'i.
Dans ce cas nous u-tilisons 1a notation l r ( sz. Nous ponrrons construire
les épis

(9) {P = *,rrlVri, *í,, ..., nit*, (P) ,: V,i, 
"i, ..., -;,*,(_f)}

et

(1U) {P = 9,*rlV *!, ,t, ..., tk+,, ,i,*,(P) - l,/ r,,, :,", ..., x,,,*,, n,;r,(f )}.

DÐFrNrTroN 1. Nows d,'isotos qwe l'é.þi,s (9) esl sou,s l'r)15is (10) sø sr ( sz
ei si lcr ualeur clu þolyrr,omt V ri,*i, ...,"i,+, (f ), sr,tr le þoitt.t x'i,*, est þlu,s
þetite qwe lø aaleur, sor le ntêtyte þoint x'1,-rr, tlot, Þolj,n.or,r, l/,i,,i, ...,";,r,,*';,*,(f).

DilÞ'rNrlroN 7. Itrott's disons
swy I'enserubl,e X si, quels que sr¡iet'tt
X, søtisfaisønt d. lct. con,rli,tion sr 4
corresþondctnt (I0).

TrrBoRÌ.)ME 2. Si l'é.þis (9) est sous l'éþ,ís ftA), ølors la tliffé.rence d.iaisée
suv les þoints xL, x'r, . . ., xl,+r, x'!,.-r, clu þolynont,e I-(:1,,; xI, xi, . . ., xi+r.i -f)
est þlws þet,ite qwe Ia d'ifférence d.'iu,isée sur les .þo,ínts xL, x'", . . , , xl,+r, x'|,+r,
d,u þolynonr,e L(8,,; xi, tvi, ..., xl,rt, x'i,+r, -f).

1'nËoRDn{Þ 3. Lø fotcctiott f est S-corruexe cl'ortlre ,tl, sr,Lr X si et seu,le-
ment s'i elle est col1,ue%e cl'oyd,re n sur X.

I,a démonstration du théor-èine 2 est clonnóe dans irotre livle l5].
I,a dénronstration du théorèrne 3 résultc en utilis¿lnt le théorèrne 2 et Ia
lelatioir de récLureucc dcs différences clivisées.

I'es déiinitions et 1es théorèmes que nolls ¿rvo11s donirées concernaut
la conrrexiLé d'orclre n, ont des analogues porlr ìa concarrité d'ordre zr.

Nous pcuvons mairrtcnant préciser 1e cornltorbement drL polynornc
de 1a méil1er1re approximation au selrs don-rrée claus la formule (5).

THrlsR¡ì111¡1 4. Si X: fø, bl et lø fonction f, cont,irtue sl,tr I'itotetuølle
lø,bl est con'lexe (concaae) d,'oyd,re n swr lø, b), ølors l'élént,ent tle I,a nte,ílleure
aþþroxiut.øtion d,e f, swr io, b7, þar d.es éléments aþþartcøant ø l'éþis 3, est
dans '1,[*, (døns ù,+r),

Pour démontrer le thé<¡rèrrie z1 il suffit c1e retnarcluer, 1es hypotèses
c1e l'énoncé étant rernplies, clue le polynorle L(9,,; xr, frz, ,.., %,+tl l)
paríage l'ensernblc des polynoines cie degr'ès éfectif rol,7 qat appeirtiennent
à l'épis 3, en deux c1¿ssc: 1¡- classe cle ccux c1';Li à la d¡oite de x,¡1, ont des
valeurs plus grandes clue ics i.¿rlcurs c7e L(3,,, xt, xz, ..., fr,t-ti f) et la
classe de ceux qui à 1zr droite L1-e x,,,1, oitt cles valcurs plus petites c1r-tc les
\raleurs correspondantcs du polyuome L(,!n', xt, xz, ,.., xntt, .f),
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I,es définitions et les théorémes que nous avons données restent valables
si on rerrplace les ensembles î,, C ún
interpolatoires d'ordre ø respectivìm<
se pose est de preciser qu'est ce qu'o
procédés d'interpolation généralisés
þ-, CF,+t ne sont pas linéaires,
iicu de Vrr,r,,...,t.6.', ct au lieu dc
propriété coutenue dans la défiuiti
des opérateuts V r,, Í2, ..., x,h. Eu
opóraLeurs d'interpolatiorr au sens
pose est de trouver le correspon
l)ans un atttre travail nous allons e
getrt, en partant de 1a définition 1.

ßIBI{IOGIìAPIIIDqarc la fonction, f esl S-conaexe d,'ord,re n.

les systónøes tle l>oitzts ('/) et (B) d.e l'ensetnble
sr, l'óþis corrcsþoncløni (9) est sous l,'éþis
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