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1. La notion de convexité intervient aujourd’hui dans des nombreux
domaines des mathématiques et dans I'étude des problémes applicatifs les
plus divers. On ne peut pas concevoir, par exemple, la théorie de I'optimi-
sation et ses applications, sans y faire intervenir la notion de convexité.

Dans ce travail nous désirons mettre en évidence certains aspects du
developement de la notion de fonction convexe. Notis commencons par
considérer comme des étapes décisives du procesus d’évolution, que nous
allons examiner, les trois suivantes. Il s’agit d’une premiére étape qui comme-
nce avec les idées de JENSEN [1], une deuxieéme étape dont le début est
marqué par les travaux de TIBERIU PoPOVICIU [6] et une troisieme étape
dont l'idée centrale est celle de la convexité par rapport a un eunsemble
interpolatoire qui n’est pas soumis 4 la condition de linéarité. I.'idée méme
de linterpolation est présente dans chacune des étapes. Nous n’avons pas
I'intention d’y présenter une analyse chronologique. Nous allons souligner
seulement les idées qui presentent un intérét pour notre point de vue.

2. Quand il a introduit la notion de fonction convexe d’ordre supéri-
eur, sur un ensemble quelconque de points, TIBERIU poroviciU a utilisé
comme point de départ la différence divisée d’ordre correspondant [G].
R étant 'ensemble des nombres réels et 7 = —1 entier fixé, considérons la
fonction f: X — R ol l'ensemble X < R contient au moins #-4-2 points
distincts. Soit @, l’ensemble des fonctions réelles qui sont définies sur
I'ensemble X. Dans le travail [6], TIBERIU POPOVICIU a donné la
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DEFINITION (P.1). On dit que la fonction f est comvexe (nonconcave,
polymomiale, nonconvexe respectivement concave) d'ordre n, sur ['ensemble
X, si pour chague systéme x,, %y, ..., Xnyo, de w42 poinis distincts de U'en-
semble X, on a [%y, X3, ..., Zuge; [1>0 (20, =0, =0 vrespective-
ment < 0).

Avec [%1, %y, ...., Xy,2; ] on a désigné la différence divisée de la
fonction f sur les points x;, %,, ..., %,4s Cest & dire le coefficient de x#+!
dans le polynome de Lagrange L(%,.1; %;, %3 ..., Xuyz; f) de degres
n+1, qui prend les valeurs de la fonction f sur les points %y, %y, ..., Xyio.

Il est clair que beaucoup de résultats qui s’obtiennent, en acceptant
la définition (P.1), ont 4 leur base la propriété de linéarité de la différence
divisée [%;, %5, ..., Xuqs; f] par rapport 4 I'argument f et en méme temps
celle de linéarité de I'ensemble 2, des polynomes de degres au plus égal a
n-+1. Il est, donc, trez important de preciser comment on peut développer
la théorie, qui nous interesse, sans utiliser ces propriétés de linéarité,

A cbté de la définition (P.1), dans le travail [6], on trouve aussi une

autre définition. Les points %, 1=1,2 ..., » 4 2 étant soumis a la
condition
(1) X1 < Xy OIS xn+2:
on considere la différence f(%yy2) — L(2,; %1, %o v oy Zuprs f)(%nrz) qui
peut s’exprimer de la maniére suivante
(2) S(®ng2) — L(2,5 %1, %oy ooy Zugrs [){Hngn) =

= (Xnt2 — %) (%nq2 — xz) o (g — i) [0 X, e, Kages fl

Sous les conditions (1), le signe de la différence divisée [%4, %, ..., %, 42; f]
est le signe de la différence f(%410) — L(2,; %1, %o, ..., %us1; F)(Fnto).
On trouve, dans le travail [6], la

DEFINITION (P.2). On dit que la jfonction f est comvexe (nomnconcave,
polynomiale, noncomvexe respectivement concave) d’ovdre n, sur ensemble
X, si pour chaque systéme (1) de points, de Uensemble X on a f(%,y2) —
— L(Z,; %1, %y ooy Xuvr; [)(Fag2) >0(20, =0 20 respectivement < 0).

La définition (P.2) nous offert un language géométrique pour exprimer
le comportement de la fonction f par rapport aux éléments de 'ensemble
%,. Les deux définitions (P.1) et (P.2) sont équivalentes. Il faut encore
remarquer, qu'en considérant les propriétés de convexité, nonconcavité,
polynommialité, nonconvexité respectivement concavité d’ordre = sur un
ensemble X quelconque au lieu de les considérer sur un intervalle, les résultats
qui s’obtienent sont plus généraux.

Considérons maintenant la définition (P.1). Supposons que la fonction
/1 X — R est convexe (concave) d’ordre #, sur I'ensemble X. Ia différence
divisée [%;, %3 ..., %,42; f] étant en méme temps la différence divisée
(%1, %2, o ) %iga; Plott P=L(&,.1; %, X3 .., Xyy2; f] 1l en. résulte
que le polynome P est aussi convexe (concave) d'ordre # sur I'ensemble X
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(la condition [x), %,, ..., %yie; P] > 0 (< 0) signifie que le coefficient de
%u11 dans le polynome P est positif (négatif), c’est 4 dire [wy, w,, .
Uiy Pl >0 (<0) quel que soit le systéme de # + 2 pomts,djszéim-:és’;
Uy, %, ooy Uyyz). En désignant par U, .. it s Dy — 8,1 'opérateur
qui fait correspondre A f le polynome L(Z,4y; 2, 352, coes Xupo; f), la con-
vexité (concavité) d’ordre # de la fonction [, sur l'ensen;bliai-f, s”exprime
Par: Uy, x, vy, (f ) est convexe (concave) d’ordre #, pour chague systéme
de n 2 points distincts x;, #,, ..., x,.2 de l'ensemble X. La consé-
quence qui en résulte est la

2 dPRDPDSIT{DN 1. Si_la fonction f est convexe dordre n ou bien concave
_olrf Ee, 7 sir i e??sembﬂe,X, alors, quels que soient les points distincts %X, 1 =
=L2 ..., n +2, de Pensemble X, le polynome L(2,.,; %, %, ... Xnias f)
ne se védwit pas a un élément de I'ensemble 2, ) ’ '

‘ Le probleme qu’on doit résoudre et le suivant: la réciproque de la
})1opos1t1on 1 est-elle vraie? II est facile de construire une fonction fdont
lib 111?1121%6 U_;.“ll..h oy by (/) ont le degrés eflectif égal a n4-1, en temps que
ac enf:c divisee (91, a5 .., Un+2; /] prend des valeurs positives aussi
que des valeurs négatives, Pour obtenir donc la conclusion f est convexe
ioﬁr‘d}’e n ou bien concave d'ordre n sur X, il faut ajouter & la condition
'( ,_.tl_,l :'c?j, gy vy Xngn; f) & %, quels que soient les points distinets
Xpt= 1,2 ..., n+2, de lensemble X, une hypotese suplémentaire, On
peut énoncer la

PROPOSITION 2. Si la fonction g: [a, b] — R est continue sur {'tnter-
'I‘.}aﬂb:’[{t, b] et quels que soient les points distinets %t =1,2 ..., n2
de Vintervalle [a, U] P'on a L(®,01; %, % Xira s g :
fe ) 41 Xy, Xy, oy Hage, g) 2 8, alovs g est
convexe d'ordre n sur [a, b] ou concave d’ordre n sur [a, ©].

La démonstrutl_on résulte de la continuité de la différence divisée
(%1, gy 1., Xuyo; g] par rapport A I'ensemble des variables Ky, A= 80 ,
veey B 2,‘ pour g continue et fixée. ’

La positivité (ou bien la négativité) de la différence S (Xnqn) — L(B,;
Yy Xy ooy Ky f}{x,,j_gg, quels que soient les points (1) de I'ensemble X
4 comme conscquence : si la fonction f est convexe (ou bien concave) d'ordre
i sur | m;wemblc X, zzl({?'s clle est (n+-1) — valente par rapport a Uensemnble &
sur X, c (?st a dire qu’elle ne peut prendre les valeurs d'un polynome de de-
gres # quau plus sur #4-1 points distincts de 'ensemble X, En considérant
done les opférateur.-s Vi sy iy s Dy — &£, tel que pour chaque systéme
Xy, Xy ovoy Xyyq de m +- 1 points distincts de I'ensemble X, l'on a
Voamy o aiil ) = LS00, Koy «vvy Xuy1; f), on peut énoncer la

PROPOSITION 3. Si la fonction [ est convexe (0w concave) d’ordre n
sur Z'msemblelz X, alors quels que soient les deux systemes distincts de pm'ﬂ.tsj
X1, Xy vy Kugy € XY, Xy ..., XL, on a Vi, stivnriti AF) % Vin o 2 (f).

La proposition 3 nous permet d'affirmer: si fa fomi‘éon'j" csﬂw:.’;;cm
(ou concave) d’ordre n, sur I'ensemble X, alors, quels que soient les points (1)
de Z’msq?.?‘h‘de X_, ona L(E,; %, %,, ..., Eny13 f) #L(Z,, %oy X, o\ o) Xyis ; f)
Cette affirmation est équivalente avec la propositién 1. dil en ;égélte

‘
"
L}
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iti : t 4 'ensemble

ne, que seule, la condition de (n+1) — valence par rappor :

;EIO su% X, wassure pas la convexité (ou la_coucavﬁ’e) d oz:dre n de la fopcé:

tion f sur X.On sait, d’aprés [7], qu'en ajoutant Uhypotese dt?_ continuité,

sur X = [a, b], on obtient la convexité (ou la concavité) d’ordre n sur
[@, b]. On peut enoncer la

] j ; : — R est continue suy Uin-

ropostrioNn 4. Si la fonction g: [a, b] = R : i Vin-

termzle [a, b] et quels que sotent les deux systemes distincts de points distinets

x! x:,., = .” x:l_H et x'l", x;, T I’G::H, de Uintervalle [f.l, b,], on a V,‘;;_‘_;_...xu‘|.,b(§) 7‘;
;V » (g), alors la fonction g est convexe d’ordve n sur [a, b] o

A ovdre m sur [4, b _ -
mmc?[fisdp?.‘gggsitions q[ué 11(1)115 venons d’énoncer contiennent des{;} propriétés
bien conntes [5]. Mais ici nous avons fait intervenir les opérateurs o oot
et Vi s o L8 images de la fonction )""abtenues par tesmegt :fle
teurs U, #a ..oy 3us, ROUS donnent la possibilité d‘etudler le t():{)m%or ? b
la fonction f par rapport 2 l'ensemble £,,,. Cet ensemde ¢tan pi. 'WEL_.
en trois classes, 8,, @i ('ensemble de’s polynomes: del egrés nd—{— dé Ve
le coefficient de x+* positif) et €1, (1 e11?emble des po (}{nomesl e ; mg;re.s
n--1 avec le coefficient de x"*1 uegatu). 'appartenance e)tqt&s eslw.‘ J%'(J-
Us, + el f) & une et toujou‘rs.a'la méme classe met en evlltéeudc)e elsl 3
pri?:télasqde convexité, polynomialite respectivement clonclzfaw or¢ l:;our:
Les images de la fonction f obtenues par les opérageufsf xhi:!{::':ﬁ”fx";ér mp“-
donnent la possibilité d’examiner le compo;tement ela onct " u; o T
port & l'ensemble &, Ce comportement TCSUJ}C en co;nparau ; Po(f) av(e, 3 r
systeme ¥y, Xa, - - - -» %41 de points distincts, 1-1ma_ge_1 s nb Juinct
On peut considérer Vs 5y ooon anan (f) COMUTE UL prolongement, a le

ricti ' i : de la fonction f. On
X, de la restriction aux points %y, Xz «-:.r Fur1 G€ onehon o
compare donc ce prologement avec £ en utl_hsa.'ut (2). J:z,:él ég dl}fntelr olatign
d’un procédé d'interpolation (2, Dy, V) et dll;l prf)c?/ P e
(Zpr Dy, U) oL %9 est lensemble des opera ell:'l'b_t "lgi':g)ﬁwérlv L
Pensemble des opérateurs Us, =, ..., st Quel que soit. f ¢ X i L=
lonao(f) € 2,etsif =9, alors on a toujours (f) ;fd E: tIi'i llu)ats ipes
du triplet (2,41, ®, U) sout ::111alogues. Il y a entre L.‘; eu.l ;i eI:‘nsembles
liaison que nous avons precisce €n 1[5]. On peut remplacer le ensemie
%9 ot 9f avec d'autres ensembles d’opérateurs ayant Ia.propmle’ i, i 5%
plus haut pour I'opérateur v, que nous avomns ap%)elll'ce mfcelrlioic; 0 1futili:
On peut construire des opérateurs ayant la propriété .11‘1terp(.3. a :f e ;1 HER
sant linterpolation au sens de (Gontscharof _[o,] _('von .ausm ._[- ]).‘ L utigli-
done de fondamenter la théorie de la convexité d'ordre supf.neul Cble »
sant des divers ensembles d'qpém‘ceurs mterpollato_lris. Lfbto?xissmimlconf
et 8,,, peuvent étre remplacés par des ensembles interpola q
ues. - . ]
q Une atitre remarque, ue nous pouvons faire est la _su:néante. th)lnrllu
nous 1'avons souligné, le comportement c}e la différence divis r?c [xl,ns.g(,le. ']1-].
%,,4; f] de la fonction f exprime en méme temps lechmpq emex
différence divisée [%1, %a, v 20 Fntes P), o P ar (.I:,;1+1 ,mﬁl,co;,sﬁéél,.
%49 f) Cest a dire, au lieu de [%4, ¥p - %,4q) [l on P
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(%1, %o + s %ppa; Usy oz oo o (f)]. L/idée qui se dégage est qu'il s’agit
d’une fonctionnelle linéaire 4 : 2,,, — R, qui prend une valeur constante
« (dans ce cas, nulle) sur 'ensemble &, et que, pour exprimer les propriétés
de convexité, nonconcavité, polynomialité, nonconvexité respectivement
concavité d’ordre #, sur X, de la fonction f, on se sert de la fonctionnelle
A dont la valeur A(U,,, +, ..., wes (f)), Prise sur I'image U,, 4, ..., 5,4, (f)
de la fonction f, nous donne I'information cherchée. Il est claire que pour
chaque maniére de la quelle on donne A, on obtient un comportement
correspondant de la fonction f.

3. Supposons maintenant que # 2 1 et considérons les ensembles
2, C 2,,,. Dans notre travail [3], nous avons défini 'ensemble

. . X, Koy «onr Xy
) S (“‘“ ' Fe), (5 e f(x,,H))

qui s'appelle épis interpolatoire d’ordre 1 de I'ensemble £,,., et qui est,
par définition, ’ensemble

(4) {P =8|l Plx)=f(x) i=12 ..., %+1}

les points %, 1 = 1, 2, ..., n+41, de I'ensemble X satisfaisant aux conditions
X, < %y < ... < x,,., et la fonction f étant fixée. Si X = [a, b] et f est
continue sur l'intervalle [a, b], alors dans 1’épis (3) il existe un élément et

un seul de la meilleure approximation pour la fonction f, sur [a, 6], c’est
a dire, pour le quel

e Bl

est ateint., Mais la notion d’épis interpolatoire d’ordre 1, de l’ensemble £,,,
a encore d’autre applications. Nous allons en donner une. Commengons
par la construction de l'ensemble (3), en utilisant les opérateurs de I'ensem-
ble A et de l'ensemble 9. Soit %; < %y < ... < %44

(5) inf \ max |f(x) — P(x)|

r<[a,b]

P e S (@n+1 N

THEOREME 1. L'ensemble
(6) {P < Q”+1IVxh Fap o 00y xﬂ+1(P) = Vxlr Xy o0y A4 (f)}
est un épis intevpolatoire d’ordre 1, de Uensemble 8,4 4.

Pour démontrer le théoréme 1, on constate que I"ensemble (6) contient
le polynome L(2,; %y, X4, ...., %,41; f) et touts les polynomes de degrés
éfectif #4-1 qui prend les valeurs de la fonction f sur les points x;, ¢ = 1,
2, ....,nF+1. L'ensemble (6) est donc égale avec 1'épis (3).

Nous allons utiliser maintenant les épis de la forme (6) pour donner

encore une interpretation de la convexité d’ordre #. Considérons les syste-
mes distincts de points de l'ensemble X.

() B <2< ... < Hin

6§ - L'analyse numérique et la théorie de i'approximation — Tome 6, No. 2/1977
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et
8) 2 < % < ... < Fnir

Désignons par s, le systeme (7) et par s, le systéme (8). Nous convenons
de ‘dire qiie' s; est avant sy’ si Von'a w'=#]," x3'= x5, .., %1 = x5

Dans ce cas nous utilisons la notation «; < s,. Nous pouvons construire
les épis

() {PedlVua 0w, (P)=Vygu. ..« ()}
et
1) AP e Vs (P) =V, w0 (1))

DEFINITION 1. Nous disons que I'épis (9) est sous Lépis (10) st s, < s,
et s1 la valewr du polymome V Ko (f), sur le point x. . est plus
petite que la valeur, suy le méme point x, 4, du polynome V. 0 o, ()

DEFINIVION 1. Nows disons que la fonction f est S-comvexe d’'ordre n
sur l'ensemble X s1, quels que sotent les systémes de points (7) et (8) de I'ensemble
X, satisfaisant d la condition s; < sy, Uépis correspondant (9) est sous I'éprs
correspondant (10).

THEOREME 2. St I'épis (9) est sous U'épis (10), alors la différence divisée

. ’ 8/ ) Y 5, ’ .
Sur les points X3, %z, ..., Fyyq, ;»,.H__l,’du polynome L(;Bn; 1, LT x,;+1/; /)
est plus petite que la diffévence divisée sur les points x5, x5, ..., %11, Xory,
. [ 4 ! i 5 N
du polynome L(2,; %5, %35, ..., %op1, Xoyes f).

THROREME 3. La fonction [ est S-convexe d'ordve n sur X si et seule-
ment st elle est convexe d’ordve n sur X.

Ia démonstration du théoreme 2 est donnde dans notre livre [57.
I,a démonstration du théoréme 3 résulte en utilisant le théoréme 2 et la
relation de récurrence des différences divisces.

Les définitions et les théorémes que nous avons donndes concernant
la convexité d’ordre n, ont des analogues pour la concavité d’ordre #.

Nous pouvons maintenant préciser le comportement du polynome
de la méilleure approximation au sens donnée daus la formule (5).

THEOREME 4. S1 X = [a, b] e la fonction [, continuc sur 'intervalle
[a, b] est convexe (concave) d’ordre w suy [a, b], alors I'élément de la meilleure
approximation de [, sur [a, O], par des éléments apparicnant a I'épis 3, est
dans 2,7, (dans 2,,,).

Pour démontrer le théoréme 4 il suifit de remarquer, les hypotéses
de V'énoncé étant remplies, que le polynome L(S,; %y, %5 «.., %41 f)
partage l'ensemble des polynomes de degrés éfectif #-4-1 qui appartiennent
a I’épis 3, en deux classe: la classe de ceux qui a la droite de «x,,,, ont des
valears plus grandes que les valeurs de L(2,; %y, %y, ..., %41, f) et la
classe de ceux qui a la droite de «x,,,, ont des valeurs plus petites que les
valeurs correspondantes du polynome L(2,; %y, % ..., %41,
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~ Les définitions et les théorémes que nous avons données restent valables

si on remplace les ensembles €, CC 4,,; avec deux ensembles Fo C Fuiis
interpolatoires d’ordre # respectivement d’ordre # - 1. Le probléeme qui
se pose est de preciser qu’est ce qu’on peut garder quand on considére des
procédés d’'interpolation généralisés [4]. Si les ensembles interpolatoires
F, CFuer ne sont pas linéaires, alors les opérateurs qui intervienent au
licu de Vi, v, ..y sye, et au lieu de Uy, ., .. ... De sont pas lindaires. La
propriété contenue dans la définition 1 représente une certaine monotonie
des opérateurs V,, ,, .oy Em remplacant les Vi a4, avec des
opérateurs d’interpolation au sens précisé dans [4], le probleme qui se
pose est de trouver le correspondant de cette propriété de monotonie.
Dans un autre travail nous allons exposer en détail les resultats qui se déga-
gent, en partant de la définition 1.
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