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. Notations

Dans ce travail nous allons employer souvent les notations:
N — Yensemble des nombres naturels,

R — l'ensemble des nombres réels,
R* — l'espace euclidien #-dimensionnel,

O — Torigine de l'espace R*,
<, — la relation d’ordre de V'ensemble ordonné X,

=K

Oy — I'élément nul de l'espace linéaire X,

{X) — un systéme fondamental d’entourages pour 'espace uniforme X,
Vixeg ={x € X{ (% %) €V}, ou V e F(X),

Int (C), Fr (C), CI (C) — linterieur, la frontiére et la fermeture topologi-

que de I'ensemble C de l'espace topologique X,
F(X,Y) — l'ensemble des applications définies sur X 4 valeurs dans Y,

¥

§1. Introduction

Nous supposons que X est un espace uniforie séparé, Y est un espace
topologique ordonné et Z est un espace topologique qui est en méme temps

un ensemble reticulé relativement complet.
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A
On considére une extension, Z == Z |J {z.} de l'ensemble ordonné Z,
oll z, verifie l'inégalité z < 4 2., pour tout z € Z.
A
I/ensemble Z est organisé comme un espace topologique de la maniére
suivante :

(i) les emsembles ouverts de 2, qui ne contiennent pas 1'élément z,
sont les ensembles ouverts de l'espace topologique Z ;

(ii) tout ensemble ouvert de ZA, qui contient 1'¢léement z, a la forme
G U {zx}, ot G est un ensemble’ ouvert nonvide de Z.

On désigne par (r) la topologie de Z définie ci-dessus.

Supposons encore données: les applications f: X -2, g: X -,

Pélément b € Y et le sousensemble D de X, D # .
Le probléme d’optimisation qu’on va étudier dans le travail est le

suivant :

P(g, b): Déterminer

(1.1) sups{f(x) | x € Ab},
olr pour tout y €Y,
(1.2) Ay ={x = D|g(x) <yy}.

I ensemble 4b est Vensemble des solutions admissibles du probleme
P(g, b). Par la formule (1.2) nous avons défini au fait, une aplication multi-
voque de Y dans X, désignée par 4. Nous désigneroms, aussi: Y(4) =

—={y € Y| Ay # ©}. On considére, également, I'application s: Y(4) - 2
définie par

(1.3) s(y) = supy {f(x) | x < 4y}

Le but de ce travail est d’étudier la stabilité du probléme P(g, b) aux
perturbations de la fonction contrainte g et du terme libre b, c’est-a-dire,
de chercher des conditions dans lesquelles la fonction s des valeurs opti-
males du probléme P(g, b) et 'application multivoque A (des ensembles
des solutions admissibles) sont continues ou semicontinues. On peut donner
facilement des exemples (voir [1], [4]), qui montrent qu'une telle stabilité
n’est pas une conséqence seulement de la continuité des fonctions f et g.

Pour la programmation mathématique finie dimensionnelle, dans
certaines hypothéses de compacité de I’ensemble des solutions admissibles,
des conditions suffisantes de stabilité ont été obtenues par EVANS J. P,
couLd P J. [4] (stabilité relativement aux perturbations du b), et par
GREENBLRG H. J.,, PIERSKALLA N. P. [6] (stabilité relativement aux perturba-
tions de la fouction contrainte g). Dans un cas plus géneral, MARTINET B,
[8], en liaisons avec I'étude de la convergence d'une méthode d’ accumulation
des contraintes pour la résolution d’un probléme d’optimisation d'une
fonctionnelle réelle définie sur un espace de Banach réflexif avec une infi-
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nité de contraintes, obtient quelqueés conditions de ilité sa :
1ty % ques conditions de stabilité sans I’hypothe

iie compacité sur lensen}b}e des soltitions admissibles. Aussi dasxgl; [I(izs]e
es résultats d,e [4] on €té étendils aux problémes d'optimlfsation avec
contraintes, d une fonctionnelle réelle définie sur un espace métrique
s rég?sfirnang 1appl1}§‘lz:1fc1on de la stabilité & I"étude des méthodes pou1“
¢ solution des problemes d’optittisation, miot AT g
avals B BT B o ptimisation, nous rappelons encore les

§2. Définitions
Su. . s . ot 2 . Py L y v pe < e
suivant}élsao:sons que I'espace topologique ordonnié ¥ vérific les céonditions
((13 g -est un espace' lindaire ordonné :
i1} est un groupe topologique ordomnné séparé rapport & 1'opé
. Y , pe to , 01 pare par rapport a-1’o -
t;:on. ,, 1" de lespfelce lindaire, c’est-a-dire, Y est ala fois gI;rlc))upe ord%ffr?é
ct. groupe topgloglque separé, dyant un systhéme fonddmental de voisi-
nages w(0Oy), tel: que, pour tout W(0y) € w(0y), on' a:
Yoy e WOy ety <y <yy' =y e W(O,).
Alors.l'espace Y s’appelle Vespace linéair F ave: prieté
§’il vérifie les conditionsp(i), (ii) je)t TGOS i prpr e -
(C.1) il existe un. élément’ ey €Y, tel que
(2.1) % =02, = R) implique 2e, -0,
(2.2) il existe un voisinage W(Oy) tel: que y = W(0,) implique
T —ly Sy ¥ <yoey
SJ.Z) 11 ensemble Cy, = {y € Y |0, < ¥} est fermé.
n clément ¢, €Y, qui vérifie les conditions (2.1) et (2.2) s'ai
’, ’ . Y ¥, ) . & ! | S a 11
clemef_zt ?mge de l.espace Y. Dans un’espace linéair(e o)rdou(né )Y a\I/)'e?ce'ls.
})ropnet'e (U), nous disons que les éléments y, et y, :de Y se trouvent dans
a relation y; <, v, s'il existe ¢> 0 tel que y; <y Yy —
On peut montrer facilement que:
PROPOSITION 2.1. Si Y est un espace linéaire ordonné eté
| i : ( nné avec la proprieté
(U), alors pour tout voisinage W(0,), il existe e > 0, tel que Zapreﬁztion
= ec{if_yty Sy 8¢y wmphque y = W(0,).
Maintenant, nous supposons que: X est un espace topologi Y
f - H Lt 2 4 i ' . t
un-espace linéaire ordonné avec la proprieté (U) § — 50X, V) Pensembl
des applications de X dans Y. |Gl e S V) ffensentble
On peat définir ‘sur I'ensémblé F la relation d’ordre R 2

’

< Cly.

(2.3) 51 <5 1y = fi(%) <y fi(%), pour tout ¥ € X.

On peut introduire; ¢ j
C : ¢, également, dans ¥ une stru > linéai '
maniére suivante : ’ gl e s =t

(2.4) (fu + F)®) = £} + fulx), pous tout x < X,
(2.5): (M) (x)'=)f(x), pour'tout x €' X, » 'R,

- L'analys anérique a théori ’ i
7 nalyse nunérque et la théorie de I'approximation -— Tome 6, No, 2/1977
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Iensemble & peut é&tre muni d’'une structure topologique (r), ayant
le systhéme fondamental de voisinages:

(2.6) T(f) ={Vlf)le = R},
ot V(f)={f €| — ety <y f(¥) — f'(x) <y ey pour tout x = X3,

PROPOSITION 2.2 L’ensemble § munt par la relation d’ovdre <y, (définie
par (2.3)), la structure de Uespace linéaive définie par (2.4), (2.5), et la
structure topologique (t) est un espace linéaire ordomné avec la proprieté (U).

Soit C un ensemble ordonné et #:C — Y. L’application % s’appelle
isotone si ¢y <, ¢, implique A(c;) <y Alcy).

L’ensemble C s’appelle dirigé (& gauche) si pour tout ¢/, ¢’ de C il
existe ¢ € C tel que ¢ <, ¢’ et ¢ < ¢”.

Soit T' une application multivoque de Y dans X. On désignera par
Ty l'image de 'élément y €Y par P'application 7. On désigne encore:
Y(T)={y €Y |Ty # 9}.

I’application multivoque 1' est semi-continue supérieurement (infi-
rieurement) en y' < Y(T) si pour tout entourage V = ¥(X), il existe un
voisinage W(y') tel que y € W(y') (v € W(y') " Y(1)) implique Ty <
< V(Ty') (Ty' = V(1y)). L application multivoque I  s’appelle continue
en y’ < Y(T) si elle est a la fois semicontinue supérieurement et inférieure-
ment en v’

Pour simplifier 'écriture nous ferons les abreviations: ,,T est s.c.s.
(s.c.i.) en y”” au lieu de ,,T est semi-continue supérieurement (inférieure-
ment) en .

Soient ¥ un espace topologique, Z un espace linéaire ordonné avec

la propriété (U) et IF une application de ¥ dans Z. On suppose que Z est

muni de la topologie (v) (considerée dans § 1).

On dira que la fonction F est semi-continue supérieurement (inférieure-
ment) en &’ € %, si pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage M(x’), tel que
pour tout x € M(«') on a

Fx) <38 () + cey (F(x) 35 F(¥) — cey)

Remarque 2.7. On peut montrer facilement que si ['application F
est 4 la fois semi-continue supérieurement et inférieurement en x’, alors
elle est continue en x'.

Pour le reste du travail nous supposons que les espaces Z et Y sont
des espaces linéaires ordonnés avec la propriété (U) et que I'espace X a
un systhéme fondamental dénombrable d’entourages.

Nous attachons encore au probléme P(g, b) I'application multivoque
Ay de § =8(X,Y) dans X, définie par

27) dog' =z = D)) <4b} (& = ¥),
et la fonction sq:&(d,) = £ (F(d,) ={g €| A8 # J}) définie par:
(2.8) so(g) = supy {/(x) | x = 4o(g');}-

Définition 2.1. On dira que le probléme P(g, b) a des contrainies
semi-stables supérieurement (inférieurement) aux perturbations du b réspec-
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tivement de la fonction g, si Uapplication A est s.e.s. (s.ct.) en b véspecti-
vement A, est s.c.s. (s.c.1.) en g. On diva que le probléme P(g, b) a des contra-
intes stables aux perturbations du b réspectivement aux pervturbations de la
Jfonction contrainte g sl a des contraimtes semi-stables supérieurement et
inférieurement aux perturbations du b respectivement aux periurbations de
la fonction g.

Définition 22. Le probléme P(g, b) Sappelle semi-stable supé-
rieurement (infévieurement) aux perturbations du b véspectivement aux
perturbations de la fonction g, s’il a des contraintes semi-stables supérvieurement
(inférieurement) aux perturbations du b véspectivement aux perturbations
de la fonction g et si la fonction s est semi-continue supérieurement (infévieure-
en b respectivement la fonction s, est semi-continue supérieuvement (inférieuve-
ment) en g. Le probléme P(g, b) s’appelle stable aux perturbations du b vespec-
tivement aux perturbations de la fonction g s'il est a la fois semi-stable supé-
rieurement et inférieurvement.

Dans ce travail nous nous proposons d’étendre certains résultats de
[4], [6], [8] et [11] au probléme vectoriel P(g, b).

§3. Proprietés concernant la continuité du supremum d’une fonction
veetorielle

Soient f une fonction de X X Y dans Z et T une application multi-
voque de Y dans X (X étant un espace uniforme, Y et Z étant des espaces
linéaires ordonnés avec la propriété (U)). Nous définissons l'application

S:Y(T) = Z par:
(3.1) S(y) = supp{f(x, ») | x = Ty}.

Dans ce paragraphe on présente quelques propriétés concernant la
continuité de lapplication S, qui montre la liaison entre la continuité
de l'application multivoque T et la stabilité des problémes d’optimisation.
Ces propriétés généralisent certaines résultats similaires, obtenus par plu-
sieurs auteurs (voir, par exemple, BERGE C. [2], MEVERR. [9], TOLSTONO-
cov A. [10], mocaN w. w. [13]) lorsque f est une fonctionnelle réelle.

Par la suite, nous employerons les définitions suivantes.

La fouction f: X XY — Z s'appelle partialement uwiformement con-
tinue supéricurement (inférieurement) en y° €Y, si pour tout = >0, il
existe un voisinage W(y’) et un entourage V = 9(X), tel que: (v, ') € V
et y = W(y) implique f(x, y) < f(x', ¥') + & - e,(f(%, y) 2/ (&', 0") — c&).

La fonction f s’appelle partialement uniformement continue en y’ € Y,
si clle est en méme temps partialement uniformement continue inférieure-
ment et supérieurement en y'.

THEOREME 3.1. St f: X XY — Z est partialement uniformement conti-

nue supérvieurement en y' < Y (T) et T est s.c.s. en ', alors Papplication.
S est semi-continue supérvieuvement en '
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Démonstration. Supposons que S (') = Z, puisque dans le cas contraire,
S est évidemment semi-continue supérieurement en y’. Mais, parce que
J est partialement uniformement continue supérieurement en y’, pour
chaque ¢ > 0, il existe un entourage V' = V(X) et un voisinage W'(y!)
tel que (x, ') € Vet y e W'(y"), impliquent

(3.2) flo,y) —f(x', ¥') <ze - ey

D’autre part, puisque 7 est s.c.s. en »" il résulte qu'il existe un voisinage
W’ (y"), tel que pour tout y e W"”(y') on a:

(3.3) I'(y) < V(Ty').

Mais pour tout x = V(Ty), il existe un élément »' e V(Ty'), tel
que (%, &)<V, et alors de (3.2) il résulte que : F(x, 9) <3f(x, ') + eey <y
<3S5(y') + eey, d’oll, en tenant compte de (3.3), on obtient pour tout
yEW)=W(y)N W'(y), Iinégalité:

S) <3 S() + e,

Par conséquent, l'application S est s.c.s. en .

. THEOREME 3.2. St f: X XY - Z est partialement uniformement con-
tmmf mfemewemmt‘ en y', S(y') e Z et Lapplication multivoque T est s.c.i.
en y', alors la. fonction S ( aéfinic. par (3.1)) est semicontinue inférieurement
en y'.

Démonstration. 1a démonstration du théoréme 3.2 est similaire 2
celle du théoréme 3.1.

Des théorémes 3.1 et 3.2, ayant A la base la remarque 2.1, il résulte
le théoréme suivant :

THROREME 3.3. St la fonction. f: X xY - Z est partialement uwifor-
mement, continue en y' < Y(T), S(y) e Z et si application multivoque T
est continue en v, alors S est comtinue en 3.

 Dans le cas oft Ty est un ensemble compact, on peut donner- une
variante du théoréme 3.1, ot 'hypothése de partial uniforme-continuité
est remplacés par celle de semicontinuité de la. fonction L7

THEOREME 34. Soit y' € Y(T). Si f:X XY € Z est semicontinue
Superieurement sur Uensemble Ty' x 7}, Toest scs. en y' et Ty' est com-
pact, alors S est semicontinue supérieureinent en vy’

Démonstration. Soit ¢ > 0. Puisque f est semicontinue supérieurement
sur Ty' X {y'} pour chaque x € Ty, il existe un voisinage W, (y') de 3’
et un entourage ouvert IV,  ¥(X), tel que pour tout y & W_(y') et 2' = X|
qui vérifient la condition. (x, x') V, on a l'inégalité

(3.4) ' 5) <3 f(29) + eey
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Soit ¥y = {V,(«) | x = Ty'}. Mais parce que Ty’ est compact, il existe
un sousensemble fini {V,,(xy), ... V, (x,)}x; € Ty, i=1,2,..., n) tel que
Ty’ L= U in(xi)'

t=21

Soit maintenant W’(y’) = (") W), V= V.. Alors de (3.4) pour
=1 f=1

tout y € W'(y') et &' = V'(Ty’), il résulte quf()=n a les inegalités
(35)  J(#,) <3 supy f(%,Y) + ee; <4 supp{f(x, ¥)x =Ty} +

I<ign
+ e, <4 S(y') + ee,.

D’autre part, puisque T est s.c.s en y’, il existe un voisinage W' (y'),
tel que y & W"(y’) implique Ty < V'(Ty’), d’ot1, en tenant compte de
(3.5), pour tout y e W(y")=W'(y") "\ W' (3') il résulte que S(y) <4 S(y') +
+ <€z, ce qui signifie que S est semicontinue supérieurement en .

On a également le théoréme suivant (similaire au Théoréme 3.2):

THEOREME 3.5. Si Ty’ est un ensemble compact et nowvide, f est con-
tinue sur Ty' X {y'} et T est s.ci. en y’, alors S est semicontinue wnféricure-
ment en Y’

Démonstration. Soit donné e > 0. Alors, parce que f est continue
sur l'ensemble compact Ty X {y'}, il existe un voisinage W'(y’) est un
entourage V' = V(X) et un sousensemble fini D, = {% «.., x,} de Ty
tel que Ty' = V(D,) et pour tout y = W'(y’) et x = Viz) =1, ..., 1),
on a

B.6)  S(x,y) —ee; <2f (%) <SS (% Y) dee i =1, ..., ).

Mais, puisque 1" este s.ci. en 3’ il existe un voisinage W”(y"), tel que
pour tout y = ¥"(y’), a lieu linclusion Ty’ < V(Ty). D’oit en vertu des
relations (3.6) et de I'inclusion Ty’ < V(D,), on a: S(y) =5 supsp f(x, y') —

1<i'sn
— €67 23 5(y") — 2ee,, pour tout y € W(y) = W"(y') ") W'(y'). Mais cela
signifie que S est semicontinue inférieurement en y'. Le théoréme est donc
démontré,

En utilisant les théorémes 3.4 et 3.6 et la remarque 2.1, on a 'analogue
suivant du théoréme 3.3.

THEOREME 3.6. Si f: X X Y — Z est continue sur Ty x{y'}, Ty est
compact et nomvide et T est continue en V', alors S est continue en .

Remargue 3.1. Lorsque Z =R et f(x, y) = f(x) pour tout (%, y) €X XY,
de théoreme 3.6 s’obtient le théoréme du maximuin (voir, BERGE c. [2],
chap. VI, §3). Le théoréme 3.5 reste également vrai, lorsque f est une
fonctionnelle réelle semicontinue inférieurement (voir, BERGE c. [2]).
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§4. Propriétés concernant les applications multivoques isotones
semicontinue supéricurement et la semistabilité supérieure du probleme
P(g, b) aux perturbations du b

Dans ce paragraphe, lorsque l'ensemble de solutions admissibles du
probléme P(g, b) est compact, en partant du théoréme 3.4 et de quelques
résultats concernant la semicontinuité des applications multivoques isotones,
qui seront présentés ci-dessous, on obtient des conditions afin que le probléme
P(g, b) soit semistable supérieurement aux perturbations du b.

Soit T une application multivoque de Y dans X. Nous appelons 'appli-
cation 7 isotone si la relation ¥’ <y 3" implique Ty = Ty".

I’application 7 s’appelle fermée en y' = Y, si les conditions:

) 7~ (v, =Y);
(i) %, » o (x, < X);
(iii) x, € Ty,, pour tout n € N ;

impliquent %’ € Ty",
On peut démontrer facilement les propositions suivantes:

PROPOSITION 4.1. Si Papplication g est semicontinue infévieurement
sur D et Uensemble D est fermé, alors Uapplication multivoque A (définie
par (1.2)) est fermée en b.

PROPOSITION 4.2. L’application multivoque A est isotone.

Par la suite nous allons présenter des conditions nécessaires et suffi-
santes afin qu'une application multivoque T (de Y dans X) fermée en b
et isotone soit semicontinue supérieurement en 6.

Pour le reste du paragraphe nous supposons que b = Y(T) =
={ye Y |Ty # I}, et que I'application multivoque I est fermde en b
et isotomne.

THEOREME 4.1. S’il existe un élément y' >, b, tel que Uensemble Ty’
est compact, alors T est s.c.s. en b.

Démonstration. D'abord, nous montrons que (dans les conditions du
théoréme) pour tout entourage ouvert ¥V e ¢(X), il existe y' = Y, y"" >4 ),
tel que 7'y < V(Th). Pour démontrer cela on procéde par la réduction
4 l'absurde, en supposant qu’il existe un entourage ouvert V' e V(X),
tel que:

(4.1) Ty~ V'(Tb) # @.

Mais puisque y'> b, il existe #' = N, tel que pour tout # = N et

# > n', on a linégalité:

(4.2) Y oybt ey =10,
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De (4.1), il résulte qu'il existe %, = X, tel que
(4.3) x, € TON\V'(Tb), pour tout » = N.

Mais de (2.2) et du fait que T est isotone il résulte que %, € Ty’ pour
tout # > »’. L'ensemble T’ étant compact la suite (v,) contient une
sous-suite (x;,) qui converge vers un élément &’ < Ty’. Alors, puisque T est

fermé en b et Ia suite [b + i ¢y| converge vers b, il résulte que x' € Tb.

\

In
I’)onc x" = V'(Th). Mais, parce que V' est un entourage ouvert il existe
j* € N, tel que pour j, > j' (j, € N), %;, € V'(Tb), ce qui (lorsque T =
>max {n’, j'}) contredit la relation (4.3). Donc il existe y'>,b, tel que:

(4.4) Ty" < V(Tb).

Mais de linégalité ">y, il résulte U'existence d'un voisinage W(b),
tel que y € W(b) implique y>yy”. Etant donné T comme isotone, de
(4.4), pour tout y e W(b), il vient Ty < V(Tb). Donc T est s.c.s. en b.
Le théoréme est ainsi démontré, ;

A certaines conditions suplémentaires sur l'espace X il existe une
réciproque du théoréme 4.1.

THEOREME 4.2. Soit X wun espace umiforme localement compact et Tbh
compact. Alors, si 1" est s.cs. en b, il existe y' €Y, y'>yb, tel que Ty'
sott compact.

Démonstration. En effet, parce que Tb est compact et X est localement
compact, il existe un entourage ¥V & *9(X), tel que I'ensemble V (T'h) est

compact. Mais 7 étant s.c.s. en b et la suite|b +- 2 ¢y| étant convergent
#

vers b, il existe n' € N tel que 10, € V(Tb), pour tout # > #' (» = N),
D'oti, puisque V(Tb) est compact, il résulte que Tb, est compact pour

s 1 .
tout # > »'. Ainsi, en prenant y' =4 4 — ey, on en tire la conclusion
ﬂt

du théoreine.
En partant des theorémes 4.1 et 4.2 on obtient le théoréme suivant:

THIOREME 4.3. Supposons que I'espace uwiforme X est localement com-
pact et que Uensemble T est compact. Alors Uapplication T est s.c.s. en b
si et seulement s'il existe y'> b tel que Ty soit compact.

_En vertu des théorémes 3.4, 4.1, 4.2 et des propositions 4.1 et 4.2 on
obtient quelques résultats concernant la semistabilité supérieure du probléme
P(g, b) aux perturbation du b.

_ Dans les deux conséquences suivantes nous supposons que b < Y(4)
D est fermé, g est semicontinue inférieurement sur D et f: X — Z est semi-
continue supérieurement sur Ab.

Conséquence 4.1. Sl existe y'>, b, tel que Ay’ soit compact

glorz le probléme P(g, b) est semistabile supérieurement aux perturbation
% b.
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Conséquence 42 Si lespace uniforme X est localement compact
et Ab est compact, alors le probléme P(g, b) a des contraintes semistables
supérieurement aux perturbations du b st el seulement s'il existe y'> b tel
que. Ay’ soil compact.

Sl l'ensemble D est compact, de la conséquence 4.1 on obtient le
résultat suivant:

Conséquence 43. 51 b €Y(4), Vensemble D est compact, la
fonction g est semicontinue inféviewrement sur D et f: X — Z est semicontinue
supérieuwrement sur Ab, alors le probléme P(g, b) est semistable supérienrement
aux perturbations du b.

Remarque. Lorsque, dans les consequences 42¢t 43 7Z=R, X=D=R",
Y — R™ on obtient deux résultats de EvANS J. P et GOULD T J. [4] (les théore-
mes 1 et 3) concernant la stabilité des probiemes de programmation mathé-
matique finie dimensionnelle. Dans le cas ol X est un espace normd,
ot Z—R des résultats similaires a la conséquence 4.1 peuvent étre trouvés
en [7], [8].

Nous signalons aussi le travail [11], oit ont été obtenus des résultats
similaires aux conséquences 4.1—4.3, lorsque X cst un espaces metrique

et Z = R.

§5. Propriétés eoncernant les application multivogques isotones
semicontinues inférieurcment et la semistabilité inférieure du probléme
P(g, b) aux pertarbations du 0

Nous rappelons que X est un espace uniforme et Y est un espace
linéaire ordonné avec la proprieté (U). Soit T une application multivoque
de Y dans X et b = Y(T).

Nous désignons :

51 HTH = U (T D), o Cult) = by S ¥ Iy
Y

Lemme 51. Si Papplication T est isotone, alors I(Tb) # & si et
seulement si b < Int (Y(T)).

Démonstration. 1. Supposons que I(Th) # &. Alors, il résulte de (5.1)
qu'il existe un élément y' = Cy(b), tel que &' = T'y'. Mais, puisque I'espace
Y est un espace linéaire ordonné avec la proprieté (U), il existe un voisi-
nage W(b), tel que y = W(b) implique ¥’ <y y- Alors, en tenant compte de
{'isotonie de I'application 7', on obtient que &’ = I’y pour tout y = W(b).
Par conséquent, 1'élément b posséde un voisinage W (b) inclus en Y(T),
ce qui signifie que b < Int (Y(T)).

9. Soit maintenant b = Int (V(7T)). Alors, puisque la suite (b A=A ey)

1

converge vers b, il existe #' € N, tel que pour tout 7 > w,b,=b—-— e
”

e Y(T). D'oty, en tenant compte du fait que T est isotone, il résulte que
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pour tou’cln > n' (n € N), il existe ¥’ D tel que &’ & Tb,. Mais parce
que b — ~ ey <y b, on en tire que x' « I(T70). Donc I(T?) # @.

__rHEOREME 5.1. Soit T une application multivoque isotone et I1(Tb) #D.
St T est s.ci. en b, alors Cl (I(Th)) = Tb.

Démonstration. En cffet, de (5.1) il résulte que Cl (I(7h)) = Th. Par
conséquent, il reste & démontrer que I'b < Cl (I(TDh)). Soit x' = Tbh. Si
x' & I(Tb), alors évidemment on a x" = Cl (I(7})). Nous supposons main-
tenant que »" g I(Th). Alors, puisque I(Th) # @, en vertu du lemme 5.1,

il résulte que b  Int (Y(7)). Mais parce que la suite (b ot ey) converge
n
vers b et beInt (Y(T)), il existe #’ €N, tel que, pour tout » > »’ (n < N)
b =b— e, = V(T).
n

Soit V = 9(X). Alors, puisque 7 est s.ci. en b, et la suite (5,) con-
verge vers b, il existe #'" & N, »' > #/, tel que 7Tb < V(TD)), pour tout
"> .n”. Donc &' € V(Tb) pour tout # > »'’. Mais cela, pour tout # > #"’,
implique I'existence d’'un élément x, € T, tel que x, < V(x'). Mais, puis-
que pour tout V e 9(X), il existe des éléments de I(1D) apartenant au
V(x'), il résulte que %' < Cl (I(Th)). Ceci achéve la démonstration du
théoréme.

THROREME 5.2. Supposons que T est isotone, b = Y(T) et Tb est com-
pact. Si CL(I(Th)) = Tb alors T est s.c.t. en b.

Démonstration. D’abord nous faisons la remarque que les rélations
Cl (I(T8)) = Th, Tb # @, impliquent I(Th) # @. Soit V' < ¥ (X) un entou-
rage ouvert arbitraire. Alors, parce que Th est compact, les rélations
Cl (I(T®)) = Th ct I(Th) # @ impliquent I'existence d'un sousensemble
I, ={%, ..., %} < I(Tb), tel que {V(xy), ..., V(x,)} est un recouvre-
ment fini pour 76. D’oll, on obtient

(5.2) V(L) = Tb.
Puisque I, = I(Tb), de (5.1) il résulte qu'il existe y; € ¥ (1 = 1,2, ...

..y m), tel que y; <yb et x; € Ty, Mais parce que y;<yb (( = 1,2, ..., n)
il existe un voisinage W (b) tel que y & W (b) implique y;<yy (¢ = 1,2, ...,n).
D’otl, en tenant compte du fait que 7 est isotone il résulte que Ty, < Ty (1 =
=1, 2, ..., m) pour tout y & W(b). Mals puisque x; € Ty, (¢ = 1,2, ..., %)
il résulte que I, = Ty, pour tout ¥ & W(b). Donc a lieu Uinclusion V(I,) <
< V(Ty) (y € W), d’otr, en vertu de (5.2), s'obtient 70 < V(Ty), pour
tout y = W(b). Mais cela signifie que T est s.ci. en b.

Tes théoréemes 5.1 et 52 impliquent le théoréme suivant:

THEOREME 5.3. Soit T isofome, I(TD) # & et Th compact. Alors T est
s.c.t. en b st et seulement st Cl (I(Th)) = Tb.

Le :ché\oréme 5.3 généralise un résultat dt au EvaANS J. p. et GOULD F. J.
([4], théoréme 2), obtenu dans 'hypothése que X et ¥ sont des espaces 2
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dimension finie et T est, pour tout y = T, ensemble des solutions admis-
sibles pour un probléeme de programmation mathématique. Dans le cas
d'un probléeme d’optimisation d’une fonctionnelle réelle définie sur un
espaces métrique, un résultat similaire a été obtenu dans [11].

Tes théorémes 3.5 et 5.2 impliquent:

Conséquence 51. S b € Y(A), Vensemble Ab est compact,
CUI(Ab)) =Ab et f: X —Z est continue sur Ab, alors le probleme P(g, b)
est semistable infévieurement aux perturbations du b.

Remarque 5.1. Lorsque [ est une fonctionnelle réelle, dans la consé-
quence 5.1 la condition de continuité de la fonction f peut étre remplacée
par la semicontinuité inférieure de la fonction f (voir, la remarque 3.1).

§6. Problémes d’optimisation semistable supérieurement aux perturbations
du terme libre b

Dans ce paragraphe, en faisant des hypothéses suplimentaires sur
I'espace X, sur Uensemble D et sur les applications f et g, on met en évi-
dence quelques classes de probleémes d’optimisation avec contraintes semni-
stables supéricurement aux perturbations du b. Eusuite en utilisant les
résultats de § 3 on obtient des Lésultats concernant la semistabilité des
problémes respectives.

Cas 1. L'ensemble Ab est compact

En ce qui va suivre nous utiliserons les définitions :

Un sousensemble B < X s’appelle connexe (par arcs) si quel que soit
', »'" de B, il existe une fonction continue #: [0, 1] —» X, tel que u(0) = a’,
u(l) = %" et u(t) = B pour tout £ = (0, 1).

Soit B < X, B # &. L’ application A: X — Y s’appelle y-connexe sur
B si Pensemble B(y) = {x € B|h{x) <yy} est connexe.

Supposons que D est un sousensemble fermé de I'espace X.

raforfME 6.1, Soit b € Y(4), X un espace uniforme localement com-
pact Vapplication g: X - Y semicontinuc inférieurement suv D et Ab com-
pact. Si pour tout y 2yb (y < Y), Papplication f est y-connexe Sur D, alors
il existe y' €Y, y'>yb, tel que Ay' est compact.

Démonstration. En effet, Ab étant compact et X étant localement
compact, il existe un voisinage compact E de Vensemble Ab. Mais alors
il existe (voir [12]) un entourage V e 9(X) tel que V(4b) < E.

‘1 . . . 1
Considérons maintenant la suite (b,), ot 0, = b - — ¢y. Montrerons
n

qu'il existe #' = N, tel que Ab,, = V(4b). On proceéde par la réduction a
Uabsurde. Cest-A-dire, nous supposerons que pour tout n € N, Ab, ¢ V(4D).
Cela signifie que pour tout # = N, il existe z, € 4b,, tel que x, & V(Ab).
Soit » € Ab. Parce que b, >yb, il résulte que % < Ab,. Mais parce que
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g est b,-connexe sur D, pour tout # < N, il résulte que Ab, est connexe.
Done, pour tout # € N, il existe une fonction continue #,: [0, 1] - X,
tel que #,(0) = ', u,(1) = %, et u,(t) < Ab, pour tout £ & (0, 1). Mais
parce que #, est continue, pour tout # < N, il existe # = [0, 1], tel que:

(6.1) %, = w,t}) = Br (V(40)).

De (6.1), parce que Fr (V(4b)) est un ensemble compact, il résulte
que la suite (x,) contient une suite convergente vers un élément x” €
< Fr (V(Ab)). Mais l'application multivoque A étant fermee (voir la pro-
position 4.1) il résulte que x” = Ab, ce qui est en contradiction avecle fait
que %" € Fr (V(40)). Donc il existe n' = N, tel que 4b,, < V(48), d'ot,

en tenant compte des rélations V(4d) < E et b - ~1—, ey >y b, il résulte la
,},

conclusion du théoréme, parce que Vensemble Ab,, est compact comme
sousensemble fermé d’'un ensemble compact.

Du théoréme 6.1 et de la conséquence 4.1 on obtient:

~ Conséquence 6.1. Si b e Y(A), Vapplicalion g est semicontinue
inférieurement sur D et pour tout y >yb, est y-connexe sy D, f: X2 est
semicontinue supérviewrement sur Ab et X est localement compact, alors le
probléme Plg, b) est semaisiable supérieurement aux perturbations du b.
~En ce qui suit on présente quelques classes d’applications connexes
définies sur l'espace euclidien n-dimensionel R" avec des valeurs en Y.
Soit B = R, B # @. Une application h: B" —» Y s'appelle Y-quast-
comvexe sur B si Uensemble B(y) est convexe.

On peut montrer facilement qu'on a la proposition suivante:

PROPOSITION 6.1. Soit yeY. Si lapplication h: R" — Y est y-quast-
comvexe sur B alors elle est y-connexe sur B.

Fn méme sens comine BRAGARD L. [3], nous disons que I’ensemble
B < R*, B # O, s'appelle éfoilé ¢'il existe au moins un ¢élément x' € B,
ayant la propri¢té que pour tout x B, on a: &' + (1 —#)x € B, quel
que soit ¢ = (0, 1). I/application h: R" - Y gappelle y-gtoilé sur B, si
Pensemble B(y) est vide ou étoilé.

PROPOSITION 6.2. Soit y € Y. Si Vapplication h est y-éloilé sur B
alors elle est y-conmexe suv B.
o Soit p > 0. Une application h: R* -»Y s’appelle p-sous-homogene
si quel que soit x = R* a lieu I'inégalité B(tx) < tPh(x), pour tout ¢ < [0, 1]

PROPOSITION 6.3. Si Papplication h est p-sous-homogene (p > 0), Ven-
semble B est convexe el O, < B, alors pour tout y >0y, b est y-étoilée sur D.

_ PROPOSITION 6.4. Si Uensemble B est convexe et divigé & gauche et U'appli-
cation h est isotone, alovs pour tout y = Y, l'application h est y-connexe sur B.
' Ayant A la base le théoréme 6.1 et la conséquence 6.1 et les proposi-
tions 6.1—6.4 (qui peuvent étre démonstrées sans dificulte) on obtient des
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conditions suffisantes afin que le probléme P(g, b) soit semistable supérieure-
ment aux perturbations du &.

Supposons que les conditions suivantes sont vérifées :

(i.1) P'application g: R* - Y est semicontinue inférieurement sur D,

(i.2) I'ensemble Ab est borné et nonvide,

(i.3) l'application f: R* — T est semicontinue supérieurement sur Ab,
et I'ensemble D < E" est fermé et nonvide.

Conséquence 6.2. Si avec les conditions (i.1)—(1.3) a lteu une
des conditions swivantes :

(c.1) Papplication g est y-étoilée sur D, pour tout y =40,

(c.2) Papplication g est y-quasiconvexe sur D pour tout y =0,

(c.3) Papplication g est p-sous-homogéne (p > 0), b 2,0y, 0, €D ¢
Uensemble D est convexe.

(c.4) Dapplication g est isotome ct Vensemble D est comvexe et dirigé
a gauche,
alors le probléme P(g, b) est semistable supérieurement aux perturbations
du b.

Cas 2. L'ensemble Ab est borné

Soit X un espace uniforme, D = X, D # @, et Q un sousensemble
nonvide d’un espace topologique de Hausdorff et soient données les fonc-
tions /1 X > Z, §: X XxQ - Retb:Q ~ R. Alors le probleme d’optimi-
sation que nous aurons en vue dans le reste du paragraphe est le suivant:

PO(g, b) : Déterminer
s(b) = sups {f(x) | x = 48b}.

olt dans ce cas l'ensemble 4b = {x = D |§(x, q) < b(q), Vg = ¢}

Le probléeme PO(E, b) est évidemment un cas particulier du probleme
Pg, b), ot Y =5(Q, R) et g: X = F(Q, R) a les valeurs définies par
glx) = g, quel que soit x € X, 'application g,:Q — R ayant pour tout
g € Q les valeurs g (g) = E(%, 9)-

Nous rappelons que l'espace &(Q), R) est un espace linéaire ordonné
avec la proprieté (U) (voir la proposition 2.2).

Maintenant nous supposons remplies les condition suivantes:

a.1) X est un espace linéaire norme,

2.2) il existe un nombre réel o> 0 et un élément x, < Int(D), tel
que pour tout ¢ = Q on a l'inégalité: g(x,, q) < blg) — <,

a.3) pour tout ¢ =@, a lieu l'inégalité gltxe+(1 — t)x, ) < LE(%0 9) +
4 (1 — 1) g(%, 9), quel que soit ¢ = (0, 1) et x € D, x # %, Oft %o est un
¢lément de D vérifiant la condition a.2),

a.4) lapplication g est continue sur X X @,

a.5) l'ensemble D est convexe et fermé,

a.6) l'ensemble Q est compact,

a.7) la fonction 5:Q — R est semicontinue inférieurement sur Q.
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A
d(x, X') — inf {|x — ¥ 2 = X}, V(X) = {»" = X|d{", X)< ¢}

Lemme 6.1. Siles conditions a.1), a.2), a.4), a.6) ¢t a.7) sont veri-
fiées alors x, = Int (AD).

Démonstration. Supposons que x, & Int (4 b). Alors il existe une suite
(xll)’ x“ £ Dl xl!- =¥ xu Et Ltne Suite (q”)‘ qﬂe Q’ 1'81' que !-g‘(xﬂ’ (.Fﬂ) > b(g’l}
(n = N). Mais I'ensemble Q étant compact la suite (g,) contient une sous-
suite convergente vers un élément gy < (. Mais alors de I'inégalité g(x,, q,) >
= b(g,), en vertu des conditions a.4) et a.7) on obtient I'inégalité 7%y, qo) =
> b(g,), qui contredit la condition a.2). Donc %, € Int (4b).

I,emme 6.2. Dans les conditions a.l), a.4) — a.7) st &' = Fr (4D),
alors il existe ¢ = Q, tel que E(x', ¢') = b(g").

Démonstration. Nous supposons le contraire, c’est-a-dire, pour tout
g €Q,onagx,q) # b Mais parce que Ab est fermé (de a.4) et a.b))
et « e Fr(4b) il résulte que x" < Ab. Alors la rélation g(#', q) # b(g),
implique l'inégalité
(6.2) g(x', q) < blg), pour tout g < Q.

Soient donnés ¢ > 0, x € X et X' € X, X’ s+ . Alors nous noterons:

Considérons maintenant la fonction go:Q — R, olt go(g) = g~ q) —
— blg), quel que soit g = Q. De a.4) et a.7) il résulte que g, est semicon-
tinue supérieurement sur Q. Mais de (6.2) et a.7) il résulte qu'il existe
w > 0, tel que pour tout ¢ € @, on a 7(x', q) — blg) + v <0, d'oty, en vertu
du lemme 6.1, s’obtient. que #' = Int (4b), ce qui confredit 'hypothése.

Dans le théoréme suivant on obtiendra des conditions suffisantes
afin que le probleme PO (g, b) soit semistable supérieurement aux pertur-
bations du b. MARTINET B. (8], démontre un résultat similaire dans des
conditions differentes. Ainsi, au leu de I'hypothese faite par Martinet
que pour tout ¢ € @, la fonctionnelle g,: X — R, olt g,(x) = 7(x, q) (x = X),
est convexe sur D, nous utilisons I'hypotheése plus générale a.3).

THEOREME 6.2. St les conditions a.l)—a.7) soni vérifiés et ' ensemble
Ab est borné alors I'application multivogue A est s.c.s. en b. Si en outre nous
supposons que [: X — Z est uniformément continue sur D, alors le probleme
PO(F, b) est semistable supérieurement aux perturbations du b.

Démonsiration. Nous supposons que 4 n’est pas s.c.s. en b. C'est-a-dire,
il existe £, > 0, avec la propriété que pour tout # < N, il existe b, = W, (b)=
={¥ =5@ RI— 5 <P — @) <. V4 =}, telque: Ab] £ V.(40)
n

n
Donc pour tout # € N, il existe %, < Ab!, tel que d(x,, Ab) > =,.
On peut arriver & une des situations suivantes:
e.1) il existe y > 0, tel que |lx, — %ol <y, pour tout » € N,
e.2) il existe une sous-suite (x;,) de la suite (x,) tel que ||&;, — %ol = 7
pour tout #» € N.
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Nous supposons que le cas e.1) a lieu. Alors pour tout 7 = N, il existe
¢ e [0, 1], tel que x, = ¢, %+ (1 — t)x, € Fr (4b), et parce que %, <
© {ut (4D) (en vertu du lemme 6.1), il résulte que, ¢, # 1, pour tout # = Ny
Mais, et vertu du lemme 6.2, pour tout n e N, il existe ¢, < Q tel que
Tl g,) =(q,). Alors, en tenant compte de a.3) il résulte que : 0 =7 (%, ¢)—
= b(g,,) € ﬁ”(g{,‘t.’-“, 9’») - b(%l)) & i (1 = t:;)(g(xm 9’..) T b(gn))r d'ott, parce que
b, # 1, on obtient :

tn

— &% g,) — b(g,)), pour tout n =,

(63) g(xﬂ' Qn) i b(q,,) =

De e.l) et de linégalité d(x,, Ab) > e, il résulte que ¢, > S, Alors
Y

"

de (6:3) et de a.2) on obtient:

(g(x()! QH) = b(qu)) Z

(6.4) F(%,, q,) — blg,) = —

Y 7 %o

> =8 (x4 — Hg)) > 2a>0, pour tout neNo
¥ e
D’autre part, parce que by - b, il existe un 1, = N, tel que | bi(g) —

(g 1< E“Y—“, quels que soient g < Q et = 7y lors du fait que x, € Abj,

pour > n, on obtient que g(%,, ¢,) < b(g,) <blg.) + S% e que, pour
Y

max {#,, n,}, est en contradiction avec (6.4).
Supposons maintenant que €.2) a lieu. Alors par un raisonnement simi-
{aire atl celni du cas e.1), on obtient qu'il existe un 7, < N, tel que

n Z

£ iz
(65) g(x]’”, qjll) . b(qj'n.) Zz — 1 — fj“ (g(xOI an) -n b(q]'n))l pour n z ity
D’autre part parce que Ab est borné, il existe 3 > 0, tel que ij’" — xoll=
(1-— )%, — %ol < 8 (v & N), d’olt, en vertu de e2), il résulte que

::;t ) 1 5 )
!_,_’L;J B (1 = ;]. Mais alors de (6.3) et a.2) on obtient l'inégalité:
— ¥
5 .
7 (%0 gi) — 0(gi) = 1—;[1 _ %) 4, ce que pour 7 suffisamment grand,
5 ! 71
contredit le fait que x;, = Abj, Donc A est s.cs. en b.
La deuxitme partie du théoréme g’'obtient facilement de la premiere
tie et du théoreme 3.1.
Cas 3. L'ensemble Ab west pas supposé borné
On va étgdier 1a'semistabilité supérieure aux perturbations du b du
probléme PO(g, b), qui en dehors des conditions a.4)—a.7) vérifient encore
jes conditions suivantes:
a.8) X est un espace linéaire ordonné normé,

par
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a.9) pour tout ¢ =0, la fonction g,: X — R est isotone, olt g,{x) =
= g(x, q), (v = X),

a.10) il existe & > 0 et il existe une fonction y: [0, ) — [0, )
avec la propriété que, pour tout ¢ € Q et X, ¥ < D, qui vérifient les
inégalités ¥, <y #a et blg) < Blx @) < 0(@) + 5, (1 = 1,2),allen: g%, q)—
—g(x,q) = Yllze — 2l

a.11) 'ensemble D est dirigé a gauche.

raf:orREME 6.3. Dans les conditions a.4)—a.ll), st I'ensemble Ab est
nonvide et f: X — Z est wniformement conlinue SuY D, alors le probleme
PO(g, b) est semistable supérieurement aux perturbations du b.

Démonstration. 11 suffit (comme dans le cas du théoréme 6.2) de démon-
trer que l'application multivoque A est s.c.s, en b. On procede par réduc-
tion a I’absurde. Nous supposons done qu'il existe €4 > 0 et une suite
(b2, b, — b, tel que pour tout # N, il existe x, € Ab,, avec la propriété
que d(x,, 4b) > =q Soit %, = Ab. Alors parce que D est dirigé a gauche
(condition a.8)) pour tout n = N, il existe x, = D, tel que X <y %y et
X! <y %, dof, en tenant compte de a.9), il résulte que pour tout # = N,
on a % e Ab N Ab,. Alors parce que D cst convexe, pour tout w € N
on obtient x,(f) = txy + (1 — t)x, € Ab;, quel que soit ¢ = [0, 1]. Mais
parce que x; = Ab et ¥, = Ab, il existe t, = [0, 1] tel que %, = %,(t,) €
e Fr (4b). Alors, en vertu du lemme 6.2, pour tout # < N, il existe g, = @
tel que g(%, ¢a) = b(g,). Mais, parcc que b! —Db, ayant en vue la condition
a.9), il résulte qu'il existe n' & N, tel que pour tout # > n', on @: blg,) =
= g%}, @) < (% q,) < bilg,) < blg,) + 3. Alors de a.10), en tenant compte

de linégalité #, <y %, on obtient:
(66) g(xw (In) = g(x:u qn) —|" b(qu) 'k g(x;,u (Zu) Z Y(Hx,; il x:vH) _*—
+ b(q,t) P Y(SO) 7|_ b(qﬂ)’ ('VL Z nl)'

D’autre part, parce que b, — b et y(so) > 0, il existe n'’ € N, tel que
pour # > #'', on a Vinégalité: g(%, 7)) < b/(g,) < y(eo) + b(g,), qui pour.
n » max {n’, n'’} est en contradiction avec (6.6). Le théoreéme est ainsi
démontré.

§7. Classes de probiémes d’optimisation semistables inférieurement aux
perturhations du b

Nous supposons que - € &F(X,Y), ot X est un espace uniforme et Y
est un espace linéaire ordonné avec la propriété (U). Dans les définitions
suivantes nous supposons donnds: un ensemble connexe Bc X, B#3
ot un ¢lément 9’ < Y et nous allons noter : BHy') ={x € B] h{x) <y}

1a fonction & s'appelle y'-strictement connexe sur B si pour tout
%' e B(y) = {x € B|h{x) <o} b wE BH(y'), il existe une fonction
w: [0, 1] » X continue, tel que «(0) = &, u(l) = %" et ult) & BHY),
pour tout ¢ < (0, 1).
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Dans les définitions qui vont suivre nous supposons en outre que X
est un espace lindaire topologique et B est un sousensemble convexe,
nonvide de celui-ci.

1,a fonction % s’appelle y'~strictement étoilée sur B s'il existe &" = B*(v"),
tel que pour tout x = B(y) et ¢t = (0, 1) on a: A(tx 4 (1 —£)a") <y
Aussi » s'appelle y'-strictement quasiconvexe sur Bsix' e B(y), ' € B*y')
et ¢ = (0, 1) impliquent #x' + (1 — f)x'" = BH(y').

Soit maintenant X un espace linéaire topologique ordonné. Alors la
fonction h s’appelle strictement isotone si %' <y x” (le. &' < %" et & # x”')
implique A(x") < yh(x").

Des définitions précédentes on obtient facilement les propositions
suivantes :

PROPOSITION 7.1. Soit X un espace linéaire topologique et B un sousen-
semble momvide et comvexe de celui-ci. Si une de condition a liew:
(i) la fonction h est y'-strictement étoilée sur B,
(il) la fomction h est y'-strictement quasiconvexe sur B,
(iii) la fonction h est p-sous-homogéne (p > 0), ¥’ >,0y ¢t Oy € B,
alors % est y'-strictement commexe suv B.

PROPOSITION 7.2. Soit X wun espace linéaire topologique ordonné et B
un sousensemble convexe, dirigé & gauche et momvide de celui-ci. Si h est
strictement isotone alors elle est y-strictement connexe sur B pour tout y =Y.

rufiortime 7.1, Soit X un espace uniforme et D un sousensemble nonvide
ot connexe de celui-ci. Si la fonction g: X — Y est b-strictement connexe sur
D, Ab est fermé et I1(Ad) = {x = 4b | g(%) <yb} # D, alors Cl (I(4b)) =Ab.

Démonstration. Parce que I(Ab) < Ab, il résulte que Cl (I(4d)) = Ab.
T1 nous reste donc 2 démontrer l'inclusion contraire. Soit x” € Ab. Supposons
que %' & I(Ab). Soit alors x” = I (4b). Alors parce que g est strictement
connexe sur D, il existe une application continue #: [0, 1] -» X, tel que:
w(0) = &', u(l) = 2" et ulf) = I(Ab) pour tout ¢ € (0, 1). Mais cela implique
que pour tout » € N, on a %, = u []—' e I(Ab). Mais parce que % est con-

n

tinue il résulte que x, - &', Donc &' = Cl (I (Ab)). Avec cela le théoréme
est démontré.

Cas 1. L’ensemble Ab est compact

Des théorémes 3.5, 5.2 et 7.1 cn obtient, dans la cas ol I"ensemble
Ab est compact, le résultat suivant concernant la semistabilité inférieure
du probléme P(g, b).

Conséquence 7.1. Soit X un espace uniforme est D um sousen-
semble connexe et nonvide de celui-ci. Si g: X — Y est b-strictement connexe
sur D, I(Ab) # B, Ab est compact et fiX — Z est continue sur Ab, alors
le probléme Pg, b) est semistable inférieurement aux perturbations du b.

Remarque. Dans le cas oll 7 = R, la conséquence 7.1 reste vraie, si
on supose que f est semicontinue inférieurement sur Ab.
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Des propositions 7.1, 7.2 et de la conséquence 7.1 on obtient la consé-
quence s uivante:

Conséquence 7.2. Soit X un espace linéaive topologique et D
un sousensemble convexe et nonvide de celui-ci. St Ab est compact et nonvide,
fi X = Z est continue sur Ab (ou, lorsque Z = R, f est semicontinue infé-
riewvement sur Ab) et s'il est verifié ume des conditions sutvantes :

(i) g est b-strictement étoilée sur D et I(Ab) # O,

(i) g est b-striclement quasicomvexe sur D et I(Ab) # O,
(i) g est p-sous-homogéne (p>0), b>,0, et Oy € D,
~ (iv) X est un espace linéaire topologique ovdonné, g est strictement
isotone, D est divigé a gauche et I(A4b) # I,
izllorls) le probleme Pl(g, b) est semistable inférieurement aux perturbations
u b.

Remarque. Un résultat concernant la semistabilité inférieure de
EVANS J. P. ¢t GoULD F. J. ([4], lemme 5) peut étre retrouvé en prenant
dans la conséquence 7.2, X = R*, Y = R”, Z = R et g y-strictement
quasiconvexe sur R" pour tout y € R™.

Cas 2. L’ensemble Ab est borné

On va montrer maintenant que le probléme PO(g, b), considéré dans
le paragraphe precédent, est semistable inférieurement aux perturbations
da b, dans les hypothéses a.l)—a.7) et & condition que Ab soit borné.

THEOREME 7.2. Si la fonction f: X —Z est uniformément continue sur
D, s(b) e‘Z, Ab est borné et si les conditions a.1)—a.7) (§ 6) sont vérifiées, alors
le probléme PO(E, b) est semistable inféricurement aux perturbations du b.

Démonstration. Ayant en vue le théoréme 3.2, il suffit de démontrer
que A est s.ci. en b. On procéde par réduction & l'absurde en supposant
que ’A n’est pas s.ci. en b. Cela implique l'existence d'un nombre g, > 0
et d’'une suite (b,) (b, € F(Q, R)), b, = b, tel que A0\ V,,(4b,) # I, pour
tout # € N. On peut montrer qu’il existe une suite (b,) d’applications de
#(Q, R) semicontinue inférieurement sur (), convergentes vers b et tel que
AbNV . (Ab]) # @, pour tout # € N. Mais cela revient au fait que pour
tout » € N, il existe %, € Ab, tel que

(71) d(xw Ab;) > €o-

Mais parce que b, — b, de a.2) il résulte qu’il existe »' € N, o > 0
et x, € D tel que: (%, q) < b,(q) — f, pour ¢ €Q et n > n'. Alors

d’aprés le lemme 6.1, %, < Int (4b,), pour # > #'. Mais de la condition
a.3) il résulte que: x,(f) = tx, + (1 — t)x, = Ab, pour tout ¢ = [0, 1],
et parce que x, Ab. et %, = Ab), il s’ensuit que pour tout n > #’, il
existe #, = [0, 1], tel que x, = x,(t,) = Fr (4b;) et 7, # 1, puisque x, €
< Int (40,). Maintenant, en vertu du lemme 6.2 pour tout » > #/, il
existe ¢, = Q, tel que g(x., q,) = b,(q,). Mais alors de a.2), pour tout »

8 — L'analyse numerique et la théorie de l'approximation — Tome 6, No, 11977,
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Z 'ﬂ,, on obtient: 0= g (xv,u qn) = b;z (qn) < tn(g (xo, Qn) (i_'tb-; (Qn)) +
T (1 — )8 (%, ) — Dilg,)), dolt, parce que t, # 1, on dedut:

by
(72) g(xn’ q;z) e b:;(qu) z — 1

(8(%0, 4.) — by(gn)), pour m > n'.

?
Parce que Ab est borné, il existe v > 0, tel que llxg — x|l < v pour
. ’ € 1
tout me N, d’olt en tenant compte (7.1) il résulte que 7, > ?", pour # = 0.

Alors de (7.2), pour » > #', on deduit

—_ N V> €y I X oy q”) b:,((]")) Z
(73) g(xn’ gﬂ) bﬂ(qh) X o (& ( 0
2z =0 (g(in Qn) bv’;(q“)) Z iof > 0.
R &Y

D’autre part, parce que bj, — b et x, = Ab, il existe n'' € N, tel que

‘indgalité: g ! L i tredit

pour # > #', on a Vinégalité : g% 4a) < bi(g,) + o qui clon ’

'inégalité (7.3) pour # > nax {n', n'"}. Avec cela le théoréme est démontre.
Cas 3. L'ensemble Ab w'est pas supposé borné

THEOREME 7.3. Si les conditions a.2), a.4)—a.11) sont vérifiées ct tsz})lf’
est umiformément conlinue Su¥ D,d al(;rs le probleme PO(g, b) est semisiable
nfévieurement aux perturbations au 0. . ‘
mfeyDémm'LStmtion. jil suffit de montrer que 4 est s.ci. € b. S&}ppoiocli
le contraire. Cela signifie qu'il existe un e, > 0 et une suite (b,) apptom
tions semicontinues inférieurement de §(@, .R), b, — b, tel que pour fou
n = N, il existe xz, = 4B, vérifiant l'mérgalltg-z d(x,, 4b,) = eo i)e !m;; ;
parce que b, —» b cta lieu a.2), il existe n < N, tel que pour # = %, ¢

(7.4) E(xo ¢) <b)0) — 5, V1 =€

Mais D étant dirigé a gauche il existe pour chaque n = iV, 61111 )éle(:}nlgie:t'
x, e D tel que %, S<x¥o et x! <y, Alors pour tout 1 g( ' ) 01;
x! <y tal + (1L — 8%, <x % d’ot, en tenant compte de a.n) e s o
deduit ciue tx + (1 — )%, € Ab, pour t € LO, 1]. De ‘meme,f rmé{nent
t, € [0, 1], tel que 2y = bx, (1 — t,) x,€ Fr (Ab,). Mais Eon?# e
au lemme 6.2, pour n > ', il existe g, < 0, tel que g(%, ) = 9\9n):

Alors de (7.4) et a.10) on obtient:
(75) g(xw q”) o g(xn! qn) o g(x::’ qn) -+ bn(qn) 2
S y(lx — %) + Ba(g) = v(e0) + Balda), pOUT 7 z

D’autre part, parce que b, — b, il existe n’’ € N, tel que pour »

g i est atradiction avec (7.5)
L (%, q,) < blg,) < ba(gs) + v(go), qui est en contra :
;rcl)ui ng (Zﬂngalc {n’,(qn)’} Avec cela le théoréme est démontré,

> 7’1«” A
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§8. La semistabilité inférieure et supérieure du probléme P(g, b) aux
perturbations du g

Dans ce paragraphe on considére de nouveau le probléme P(g, b),
oft nous supposons X comme espace uniforme et Y et Z des espaces linéaires
ordonnés avec la propriété (U). Nous supposons, de méme, que 'ensemble
(X, Y) est muni de la relation d’ordre, la structure linéaire et la topologie
définies par les relations (2.3)—(2.6), par rapport auxquelles & (X, V) est
un espace linéaire ordonné avec la propriété (U) (voir la proposition 2.2).
Ensuite nous établissons la liaison entre les applications multivoques A
et A, associéées au probleme P(g, b).

ruioriME 8.1, Soit g= §(X,Y), tel que Ayg # B. L'application multi-
voque A, est s.c.s. en g si et seulement si U application mulbwoque A est s.c.s.
en b.

Démonstration. 1. Montrons que si 4, est s.c.s. en g alors 4 est s.c.s.
en b. Soit V € ¢(X). Alors il existe § > 0, tel que, pour tout g’ = (X, Y),
qui vérifient les inégalités:

(8.1) — 8oy <y g (%) — g(x) <ydey, pour tout x = D,

on a linclusion: 4,g° € V(4g). Mais, parce que Y est un espace linéaire
ordonné avec la propriété (U), il existe un voisinage W(b), tel que b" = W (b)
implique les inégalités: — 8¢, <yb" — b <y 8ey. Alors pour un b’ = W(b),
application gy : X =Y, olt g, (x) = g(x) + b — b’ (xeX), vérifie la con-
dition (8.1). Mais on voit facilement que A,g, = Ab" et A,g = Ab. Alors
en tenant compte de V'inclusion 4,8’ € V(4,¢) on deduit que 40" < V(4b),
pour b’ e W(b). Par conséquent, 4 est s.cs. en b.

2. Soit maintenant A s.c.s. en b. Montrons que 4, est s.c.s. en g.
Supposons le contraire. Cela signifie qu’il existe un entourage V' = ¥(X),
tel que pour chaque # € N, il existe g, € #(X, Y) qui vérifie I'inégalité

(8.2) abd) ey <y g(x%) — g,(x) <y . £y naBOlnAtont A, e, Y,
n n

et on a: Aog, ¢ V'(dog). Soit b =10 - z ey. Alors, parce que b, —» b et
n

A est s.c.s. en b, il existe ' € N, tel que 4b, < V'(4b), pour n > n'. Alors
de (8.2) et de légalité Ab = A.g, pour tout = > #', on obtient
Aog, = V'(Asg), ce que contredit la relation A,g, & V'(Ag). I vient
donc que A, est s.c.s. en g. Le théoréme est ainsi démontré.

THEOREME 8.2. Soit I(Ab) # D. Alors A, est s.c.i. en g si el seulement
st A est s.ci. en b.

Démonstration. 1. La partie de nécessité du théoréme peut étre démon-
tré comme celle du théoréme 8.1.

2. Soit A s.c.i. en b. Supposons que A, n’est pas s.c.i. en g. Cela sig-
nifie qu'il existe un entourage V' & 9(X), tel que pour tout #» = N, il
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existe g, € F(X, Y) qui vérifie (8.2) et a lieu la relation: Aoz & V'(448.)-

Soit b, =b — ley. Alors parce que b, — b, b = Int (Y(A4)) et 4 est s.ci.
" n

en b, il existe »' € N, tel que:

(8.3) Ab = V'(Ab.), pout n > n'.

De (8.2), pour tout # = N, on obtient que Ab, = 40g”, d’oft en tenant
compte de (8.3), pour # > %/, ou deduit qur Aog < V'(Ag,), ce que con-
tredit le fait que Aog n'est pas inclus en V (Aog ). Donc A, est s.ci. en g.
Ie théoréme est ainsi démontré. ] il

Des théorémes 8.1 et 8.2 on obtient la conséquence suivant.

Conséquence 81. (i) Le probléme P(g, b) a des cowffa-mh:s semi~
stables supdrieurement aux perturbations de g su seulement s'il a des con-
traines semvistables supérieurement aux perturbations du b. e

(i) Soit 1(Ab) # D. Alors le probleme P(g, b) a des contrainies sanmtzi -
les inférieurement rvespectivement stables aux perturbations de g st et seule-
ment s'il a des comtraintes semistables infévieurement respectivement stables
aux perturbations du b.

Remarque. Les théorémes 8.1 et 8.2 étendent un résultat de GREENBERG
. J. et PIERSKALLA N. P. [6] (théoreme 1) obtenu dans le cas particulier
lorsque: X = R*, Y = R", g est continue et Ab est compact.

§9. La stabilité du probleme P(g, 0)

Dans ce paragraphe nous allons enoncer plusieurs résultats couceruaut
la stabilité du probleme P(g, b) respectivement PO(g, b), en nous basan
sur les résultats de semistabilité obtenus dans les paragraphe antérieures.

wrfortme 9.1, Si les conditions sutvanbes sont vérifiées:
(d.1) g: X = Y est semicontinue infévieurement,

(A2) f: X = Z est continue Sur Ab,

3) Ab est compact et nonvide,

4) D est fermé,

5) Cl (I(A4b)) = 4b,

6) il existe y >y b, tel que Ay est compact,

alors le probleme P(g, b) est stable aux perturbations des b el g.

) toré i imédi bquences
Démonstration. Le théoréme s’obtient imédiatement des conséque

41 ct 5.1 et les théorémes 8.1 et 8.2. i (-
eDes conséquences 6.1 et 7.1 et des théorémes 8.1 et 8.2 on obtient:

' J localement

Conséquence 9.10. Soit X un espace uniforme Lo e

compact. St l(?s conditions (d.1)—(d.4) sont vérifiées, I(Ab) # D et l.a;bpltcc;)

tion g est b-strictement connexe Sur D et y-conmexe Sur D pour tout ¥y >y 0,
alors le probléme P(g, b) est stable aux perturbations des b et g.

d
(d
(d
(d
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Conséquence 92. Soit X =R', D < X, D #@ et D convexe.
Si les conditions (d.1)—(d.4) ont liew et si une des conditions suivantes
cst vérifides :

(i) I(Ab) # F et g: X =Y est b-strictement étoilée sur D el y-éloilée
sur D, pour tout y z, b,

(i) I(Ab) # & et g est b-strictement quasiconvexe sur D et y-quasi-
convexe sur D pour tout y = b,

(iii) g: X =Y est p-sous-homogéne (p > 0), b <,0, et 0, € D,

(iv) 1(A4b) # B, D est divigé a gauche et g: X — Y est strictement isotone.
alors le probléme P(g, b) est stable aux perturbations des b et g.

Des théorémes 6.2, 6.3, 7.2, 7.3, 8.1 et 82 s’obtiennent de méme les
résultats suivantes:

THEOREME 9.2. Soit X un espace normé. Si les conditions a.1) — a.7)
(de §6) sont vérifiées, Ab est borné et f: X — Z est uniformément continue
sur D, alors le probléme PO(g, b) est stable aux perturbations des b et g.
THEOREME 9.3. Sott X wun espace normé el ordonné et s(b) e Z. St les
conditions (a.2), a.4) — a.ll) sont vévifides et f: X — Z est uniformément

continue sur D, alors le probléme PO(g, b) est stablc aux perturbations
des b et g.
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