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0. Notations

I

Dans ce travail rous allons employú souvent 1es notations :

N - l'enserrblc des nombres naturels,
R - l'ensemble des nombres réels,

11" - l'espace euclidien ta-dimcnsionnel,
O -. l'origine de l'espace R",
(¡r - la relation d.'ordre de l'ensemble ordonné 1(,
O., - l'élément nul de l'espace linéaire X,

,T (X) - uu système foncl¿rmental d'entourages pour l'espace uniforme X,

V(xo): {x e Xl@, *o) = 4,où Z e "\o(X),

Int (C), Fr (C), Cl (C) - f interieur, 1a frontière et la ferrreture topologi-
tpe de l'ensemble C de l'espace topologique X,

tr(X,Y) - l'ensemble des applications définies sur X à valeurs dans Y,

$1. Introduotion

Nous supposorls que X est r1n espace uniforrne séparé, Y est un espace
topologique ordonné et Z esl ur espace topologique qui est en même temps
un ensernble reticulé relativement cornplet.
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On considère úne extension, Z = Z U {z-} de l'ensembTe ordonné Z,
oìr z- verifie f inégalite z 4 2 zE, pour lottt z e Z-

L,ensemble 2 est organisé comme un espace topologique de la manière
suivante :

(i) les ensembles ouverts d" 2,, i ne contiennent pas l'élément z-
sont'lôs ensembles ouverts de I'espace topologique Z;

(ii) tout ensemble ouvert de 2, qrli contient l'èlèment z- a 7a forme
G U {z-}, où G est un ensemble"'ouvert nonvide de Z'

On désigne par (t) la topologie de Z définie ci-dessus.

Supposons encore d.onnées : les applications f.: X -n Z, I : X --+ Y,
l'élérnent b eY et le sousensemble D de X, D + Ø.

!e problème d'optimisation qu'on va étudier dans le travaii est le
suivant:

P(5, b): Déterminer

(1,1) sap2lf@)lx e Abj,

oìr pour torrt y e !',
(1.2) A1t : {x e D ls(r) <oY}.

I,'e¡sclrble ,{ó est l'ensemble des solutions admissibles du problème
P(g, L,). par la fonnule (1.2) nous avons défini a:ufait, une aplication_rnulti-
l'd[o"'de Y dans X, desiþnée par ,4. Nous désignerons, aussi: Y(A):
== {y eYlAy * ØJ. On considère, également, l',application s:Y(A) -> Z,
définie par

(1.3) sþ) : snp2 {f (x)l x u AY\.

I,e but cle ce t¡avail est d'étudier la stabilité du problème P(9, Ö) aux
,te g et du terme libre ð, c'est-à-dire,
uelies la fonction s des valeurs opti-

ion multivoque / (des ensembles
ou semicontinues. On Peut d.onner

facileurent des exemples (voir [1.], [4]), qui montrent qu't'ne telle stabilité
n'est pas une consé{ence'seule-meui de lã continuité des folctiog_s f "! 

g.
pãur la prográmmation rnathématique finie dimensionnelle, dans

certaines Uypotfte$s de compacité de l'eniemble des solutions admissibles,
des conditions suffisantes de stabilité ont été obtenues paf IlvaNS J. P.,

cour,D ìr. J. [4] (stabilité relativem
GRIIENBÐRG H. J.,, PIERSKAI,I.A N. P. I
tions de la fouction contrainte g/.
[8], en liaisons avec l'étude de la conv
'd.es contraintes pour la résolution
fonctionnelle réelle définie sur un es
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nité de contraintes; obtient quelqu
dc compacité sur l'ensemblè de's
les résultats de [4] on été étendùs
contraintes, d'une fonctionnelle rée

Concernant l'application de lala résolr,íion des þ?oblèmes d,opt
travails [5.J, 17l, tB], [9].

92. Dófinirioús

. supposons que l'espace topologique ordonné y vérifie les conditionssuivantes :

.(i) Y cst un espace linéai,¡e ord.onné;
, . (ii) Y srt-. un groupe topologique or.gonng séparé par rapport à l'opéra-tion ,,r-" de l'espace únéailc, 

"-'eit-à-dir", 
v 

"Ëf 
elJioi.lroop" ordornéct groul¡e topologiclue separé, ãyant un systhèrn" iotr¿¿ni"t trát. cle 

"olrl-nages zv(Or), fel, que, pour to'Jt.W(Oy) ='u(O:r),;;-;i*-
!.,, y,, e W(Oy), et y, (r-l (v y,, _* y e W(,Or),

Alors l'espace Y s'appene r!csþøce rinéaire ord,onné øaec rø þroþrieté (rJ),s'il virifie les-conditiorri^1i¡, ûij '";-- 
-"

(U,l) il existe un élément e!,ê y, tel que
(2.1) ),;, --+ 0 ('),,, e R).implique ),,,e, --+ or,
(2.2) il cxiste un voisinage_W(Ov) tel,que y = W(Oy) implique

(u.2) t'ensemble c* : ty"=l',à,=q';î est rermé.
un élément eu e y, qui vérifie les coáditions (2.1) et p.2) s'appelreélément unité de l'ôspace y^. Dan, un,espace ri'éaire ord.ouné y avec raproprieté (u), nous dison,s que res élémentê lt et lz de y sã trouvent rlansla relation ),t 4y yr, s'il èxistc e > 0 t"í'quJ'y, <; ä _ ,r*
On peut rnontrer facilcrnent que :

'Roposrrro¡¡ 
2.,1 ' si .Y cst ,n, csþøcc r.ínéaírc ord.onné q.uec rø þroþrieté(u), øtors þour tout ,î;,î;i::rYgtiø,it ;;;;;"";0',"'";,;'que tå rel,ailon

u, ì^T,";f"ffl,jï'J'#1;ii:,ii'itî,å;î:
des

On peut définir,sur l'ensèmble F. la relation d'ord.re ,, (ö¡,,
(2.3) /' <a f, o-fr(x) 4, .fr'(x), pour,tout x e X.

on peut introduire; également, dans I une structure linéaire, de larnaniére suivante :

(2.4) (f,I f,)(x) : "f,(r) -f f,@), pour tout x e X,
(2'5)' (lÍ)(x) : )'f (x), pour tòrrt, x e x, À'e R.

7 l.'anal!se nLll;térjcì¡e et l¿ ilLéo¡ie (lc l,rpplo\i¡nJliotr _ .Ionle 6, No,2ilgl?
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f,'enseru.ble 8r peut être muni d'une structure topologiclue (r), ayant
le systhème fondamental de voisinages :

(2.6) '9(/) : {V.(f) le e R},

ot\ V"(f): {Í' = trl - ee,4, f(*) -Í'(x) 4y ee, pour tout x = X},
pRoposrTrox 2.2 L'ensembl'e 3f ntuni þørlø reløtion cl'ordre 4s, (cléfiøie

þør (2.3)), la strotcture d,e l,'esþøce linéaire d,éJinie þar (2.4), (2,5), et lø
structure toþologique (r) est un, esþøce l,i,néaire ord'onné øaec I,a þroþrieté (U).

Soit C un ensemble ordonné et h: C --+ Y. f'application /r s'appelle
isotone si c1 (ç c, implique h(cr) <, lt(cr).

I-,'ensemble C s'appelle dirigé (à gauche) si pour totrt c', c" de C i\
existe c = C tel que c 4." c' et c {" c".

Soit 7' une application multivoque d.e Y dans X. On désignera par
7'y f image de l'élémenl y = Y par l'application 7- On désigne encore:
Y(T):{y =YlTy +Ø\.

L'application multivoque 7' est semi-conthrue suþér'ieurement (infe-
rieurement) en y' e Y(") si pour tout entourage V = *(X), il existe un
voisinage !V(y') tel q.ue y =W(t') U =W(y') n y(T)) implique T'y ç
= V(Ty') (Ty' c V(Ty)). l,'applícatiou multivoque I s'appelle continue
en y' e Y(T) si elle est à la fois semicontinue supérieurement et inférieure-
ment en y'.

Pour simplifier l'écriture nous ferons les abreviations : ,, ? est s.c.s.
(s.c.i.) eî !"'au lieu de ,,T est semi-continue supérieurement (inférieure-
rnent) eî y"'.

Soient %, un espace topologique, Z trn espace linéaire ordonné avec

1a propriété (U) et F uue application de 3i dans 2. O" suppose que 2 est

rnuni d.e la topologie (t) (considerée dans $ 1).
On dira que la fouction,É- est semi-continue supérieurenent

nrent) en %' e 91, si pour tout e > 0, il existe un voisinage -421(

pour tout x < M(x') on a

,F(r) < 2F(x') 1- eez F@) >2 F(x') - eez).

Rema.rque 2,'l . Or pettt montrer lacilement clue si i'application 1ì
est à 1a fois semi-continue supérieurement et inférieurement eu fr' , a\ers
elle est continue erl x'.

Pour le reste du travail nous srlpposons qrle les espaces Z et Y sont
des espaces linéaires ordonnés avec la propríété (U) et que l'espace X a
un systhème fondamental dénombrable d'entourages.

Nous attachons encore au problèrne P(g, ó) l'application muitivoque
Ao de E' : E'(X,Y) dans X, définie par
(2.7) AoE' : {x = D lg'(ø) <"Ôi (g' = ar),

et la fonction so:sr(Ao) --r2 ¡sr6o) : {g' e trlAo|' * Ø}) défiuie par:
(2.8) so(g') : suP2 {f@)lx e Ao(g')}.

Déf inition 2.1. On d,irq. que le þrobl'ènr,e P(S,b) ø d,es contrctimtes
serni-støbl,es suþérieurement (inférieurement) øux þerturbctions d,u b résþec-
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I tt d,e ta. fonction g, cøtion A e (s.c.i.) eI1, l)

I A o rsl s.c.s. (s.c.'i.) dira qr+e le e P(9, b) a. d,e
t tobles aux þerturba b résþectia ux þerturbøt'io

contrqinte g s'il a. d,es contrøintes senøi-stables s ent et
tnent øu,x þerturbations d,u b resþectiuem,ent øux ns d,e

'n g.

Déf inition 2.2. Le þroblème P(g,b) s'øþþelle sem.i-stable suþé,-
rieurentent (infrjrieurement) (tux þerturbat'ions d,u' b résþectiuement (¿ux

des co ntr aintes s etni- st able s suþ érieur etnent
s d,u b résþectiaemen't qux þerturbøtions

sent i- contitt ue suþ érieur etnent ('inf éri eur e-
t s e rni - c o ntiøu e s uþ é r'i eur e m e nt ('inf ér í e ur e -

þell,e støble aux þerturbat'ions d,u b resþec-
tiuement ør,r,x þerturbations d,e la fonctíon g s'il est à. I'a fois senrli-stable suþé-
t'ieurement et inférieurentetot,

I)ans ce travail rlous norls proposons d'étendre certains résultats d.e

L4), [6 ], [B] et [11 ] au pr oblèrne vectoriel P(g, b).

$3. Proprietés concernant la continuité tlu suprernurn d'une lonction
vectorielle

Soient ./ une fonction de X x Y dans Z et T une application multi-
\roçlLle cle Y dans X (X ètant un espace uniforme, Y et Z étant des espaces
linéaires ordonnés avec la propriété (U)). Nous définissons l'application
S:Y(7') =2par:
(3.1) S(y) : snp2{f@,y)lx e T1t}.

I)ans ce paragr aphc on présente quclclues propriétés concernant la
continuitó de l'application S, qui montre la liaison entre la continui'ué "
de l'application rnultivoclue I et la stabilité des problèmes d'optimisation.
Ces propriétés généralisent certaines résultats similaires, obtenus par plu-
sieurs auteuls (r'oir, par exemple, BERGE c [2], r{DyrlRR. [9], ror,srorvo-
co\¡ ,4.. [10], uoc'rN w. w. [13]) lorsque / est une fonctionnelle réelle'

Par 1a suite, nous ernployerons les définitions suivantes.
I,a forrction f : X X Y --+ Z s' appeTTe þørtialement uniJormernent c01x-

lir'tttc srpérieurement (inférieurement) en j' =Y, si pour tout e )0, il
existe un voisinag" W(y') et un entourage V = 9(X), tel que'. (x, x') e y
et jt e W(y') impliqre f(x,y) 4rÍ(x', y') + e .er(f(x, y) àr"f(x', j') - eer).

T,a fonction / s'appelle partialement uniformement continue en y' e ff,
sí el1e est en même temps partialement uniformement continue inférieure-
ment et supérieurement en y'.

4

(iuférieure-
ø'), tel que

rnÉonnvrn 3.1. Si f : XxY --+ Z est þørtiølentent
nue suþérieurentent en y'e.Y(T) et T est s.c.s. en y'
S est semi-contitrue suþé.r'ieu,rcment en y'.

uniformement cont'i-
, e.lors I'aþþlicøtion
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I

i

I

l

l

l

D Supposons que
S est semi continie
/ est uniformemeut
chaque e > 0, il existe un entour
tel que (*, *') e V et y = W,(y,),
(3.2) 

.f (*, y) -.f (r,, !,) 4)e . er.

D'autre pa't, puisque z'est s.c.s. en1,'il résulte qu'il existe u'voisinageW"(y'), tel clue põur tout y . W,,(y,) on q;

(3.3) TU) ç v(Ty,).

,rVlais.. po_ur tout .u .= ,V^(!1.,.),.il existe un élément x, e V(Ty,), telqne (ø, x')eV, et alors de (3.2)'il'iésulte qae: f(x,-y) i'2¡ft,, yi +'";; ¿";<25(y') I eez, d'gù, en te'ant compte de (B.B), oo'å¡ti"ot-pour-tou?
)i = w(y') : w'(y') À w"(y'), t'inégãüté:

S(y) <25(y')leez.
Par conséquent, l'application S est s,c.s, en y,.
rnÉonÉ¡æ 3.2. Si f : X xy .- Z est con_tinue inférieurcnrcnt cn ;,, S(y,\ e Z ct I'

en y',, a"tors Iø fonctioi' i 'dóìí"i, 
þí, \s."t l,','r',',ien y'.

Démonstuat'ion. I,a démonstration du théorèm e 8.2 est similaire àcelle du théorème B.l.
Des théorèmes 3.7 et 8.2, ayant à la base la renrarclue 2.1, il résulte1c théorème suivant ,

em.ent utt"ifor-
tnultiuoc¡u,e T

t donner'une
ru.e-continuité

s,,þe 7i,i, n:; .1',1 :,o; Zto,':i ïí,:'rîî,';#lþøct, tkptr;àírr"rrent cn, y, . r

sur 0. Puisque./ ement
x^ ,e-.T-y,, il e d. y,;ti ä,*)¡:'¿T" = ft,

(3.4) 
"f þ', y) < 2 Í (*, y,) -l 

"eL.

Soit T, 1.{VoQ))-! 
= 

Ty'}.Mais parce qlne Ty'est compact, il existe
1111 sousensemble fini {V,,(xr), .: . V_*(x^)}(x, à Ty,,-i:1,2,.'.. , n) tel que

ry' ç þ,r.,r*,r.
Soit mainte rant W'(y') : Dr,Jr,), V, : 2 r,, Alors d.e (8.4) pour

tottt y = W'(y') et x' e V'(Ty'), il résulte qu.on a les inegalités

(3.5) f(x',y) 42 slp2 f@r,y') * eez <2s,rp2{Í@,y,)lx-Ty,} I
I <i<l

I eez <2 S(y') * eez.

D'autre p-_a_f!, lulsque. I es! s.c.s en1y,,.il existe un voisinag" W,,(y,),
9:1_9"" y = W."(y')-31f.liqg9_ .TL - Il(iy,), cl,où, en tenant õomptd-d'é
(iJ.5), pour toat y =W(y'):W'(y') f)W" (y,) i1 résulte que S(y) < 2 Sþ,) +
-l- eez, ce qui signifie que S est semicontinue supérieurement eî !,.ou a également le théorème suivant (similaire au Théorème 8.2):

rnÉonEME 3.5. Si -!y' est un ensembl,e cornþact et nonaid.e, f est con-
tin'ue, swr Ty' x {t'} et T est s.c.í,. en y', øl,ors s -est 

semicontircuá ínférieuñ-
'nrcnt au' Y'' 

né e > ontinuesur x {Y'}, est unent sousens ð,e Ty,tel torty ..,,í¡,ona

(3.6) _f(xo,y') - Èaz 4r_f(x,y) {zÍ@;,y') i eez (i:7, ...,n).
Mais, puisque 7'.este s..c.i. en y, il exiqte un voisinag. W,,(y,), tel que

pour.tout y^= ,lt:(Z:),a lieu l'indlusion Ty' ç V(?'y). b,otr ei'vertu äes
relatrons (3.6) et dc f inclusion T!, - V(D,), on a: Sþ) >î sop2-f(x¡, !,) _

- e!4 >2 s(y') - 2ea2, pour tout y - w(y) : w,,(y,) n wf(01i. Mais ceta
srgnifie q.ue s est semicontinue inférienrement en y'. r.e ihéorème est d.onc
démontré.

En utilisant les théorèmes 3.4 et 3.6 et ra rernarque 2.1, on a l,analogue
suivant du théorème 3.3.

'.rìIÍtoREME 3.6. S, f : X X Y --+ Z est continuc suy T'y, X{y,}. Ty, est
cotnþact et nonuid,e ct T est continue en y', ar,ors s est contínut"-trl'y,.-

. . ,llern-ørq"? ?.1' r tout (x, y) =x xY,
de théorèrne 3.6 s'o 1voir, nniéE c. t2l;
thup.. VI, _93). fe 'toréquË/ 

".r ;;äfonctionnelle réelle 
"e*cå 

c.'l2l).
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$4. Propriétés eoneernant les applications multivoques isotones
semicontinue supérieurernent et la semistabilité supérieure du problerne

P(g, b) aux perturl¡ations du ó

Dans ce paragraphe, lorsque l'ensemble de solutions admissibles du
ptoblème P(g, b) est compact, en parlant du théorème 3.4 et de quelclues
résultats concernant la semicontinuité des applications multivoques isotones,
qui seront présentcjs ci-dessous, on obtient des conditions afin que le problèrne
P(g, b) soit semistable supérieurement aux perturbations du á.- 

Soit T une applicatioñ multivoque de Y dans X. Nous appelons l'appli-
cation ? isotone si la relatiora y'4r,!" implic1ne Ty'- Ty".

f'application ? s'appelle fermée et1 y' e= Y, si 1es conditions :

(i) y,, -. y' (y,, e Y) i
(ä) x" -+ x' (xn = X);

(tä) x,, e 7-Y,, Pour tout n e N i
impliquent x' = T!'.

On peut démontrer facilement les propositions sLrivantes:

pRoposrrroN 4.1. Sl 1"øþþl'ication g est semicototinue infériewrernent
sur D et l'ercsenúle D est feinlé, al,ors I'aþþlíc(üion mttltiuoque A (d'éfinie

þør (1.2)) est fermée en b.

PRoposrrroN 4,2. L'øþþlicøtiotc rttwlt'ivoqtte A cst 'ísotone.
Par 7a suite nous allóns présenter des conditions nécessaires et suffi-

santes afin qu'une application multivoque 7' (de Y dans X) ferrnée en Ò

et isotone soit semicontinue supérieurernent en ó.
Pour le reste du paragraphe nous stlpposons qtle U = Y(T) :

: {Jt = Y I Ty * Ø}, et que l'apþlication rnultivoclue 7^ est fernróe el Ò

et isotone.

'rnEonÉtrlrt 4.1. S'it existe utt, élément ),'Ðyb, tel que I'ensemblc Ty'
est comþact, alors T est s.c.s. en b.

nditions du
thé Y, y" Ðyb,
tel a réduc{'iol
à 1 V'=\(X),
tel que:

(4.1) Î1;\Z'(rD) + ø.

Mais puisque y'¡oö, il existe n' e N, tel que pour tott n e N et
n Þ k', on a f inégalité :

(4.2) ),' )yb + L €y : b,.

De (4.1), il résulte qu'il existe *n e X, tel que

(4.3) ,n € Tó;\V'(Tb), pour tout n e N. \

Mais de (2.2.) et du fait_que .T est isotone il résulte qlre fin e Ty, pott
tout n à n'. Iu'ensemble Ty' étant compact la suite- (x,)"contíént une
sous-suite (x¡,) qai converge vers un élément x'eTy', Alois,'puisque T est
fermé en ó et la suite 

lU 
* ;r") "on'o"rge 

vers á, il résulte qre x, e Tb.
I)onc_ x' e.V'(Tb). Mais, parce que V' est un entourage ouvert il existej' = N,.tel que potlr j,, Z j' \jn.= ry),^!¡, 1V'(Tb), ce qui (lorsque 7" )>max{n', j'}) contredit la relâtion (4,3).'Donc il existe'y,,)"b, ìet qïé:
(4,4) Ty" = V(Tb).

Ivfais de !'_yn9ea.1íté-l" vrb, il résulte l'existence d.'uu voisinage W(b),
tel que y =W(b) implique !Þy!".Ètant donné ? comme isoãone,'dé
(4.4), pollr tottt y =W(b), il vient Ty - V(fU). Donc T est s,c.s. en b,
l,e théorème est ainsi démontré.

A certaines corrditions suplémentaires sur l'espace x il existe une
réciproque du théorème 4.1.

THÉoREMrì 4.2. _soit x un' esþace._unijorm.e l,ocøl,ement comþact et Tb
comþact. Alors, si T' est s.c.s, em b, il, eiiste y'=Y, y,Ðvb,iel, que Ty'
soit comþact.

Démonstrøt'ion, En effet, parce qte Tb est compac| et x est localement
compact, il existe un entourage V e
compact. Mais I étant s.c.s. en ó et

vers å, il existe n' e N tel q.ue I'b,,
D'où, puisqrc V(Tb) est compact, i
tout n à n'. .Linst, en prenant y'
du théoreine.

En partant des theorèmes 4.1 et 4.2 on obtient 1e théorème suivant:
rnUonÊlrn 4.3, que l,'esþace t locølement com-

þøat el que l,'ensembl, omþøct. AIor T est s,c.s. en bsi et seul,entenl s'il, e b tVl qu,e 7-y
Bn vertu des théorèmes 3.4, 4.1,4.2 et des propositions 4.1 et 4.2 on

ob.tient quelques résultats concernant la semistabilité ôupérieure d.u ptolt¿**
P(5, b) aux perturbation du ó.

Dans les deux co'séquences suivantes nous supposons que bey(A\
Ð est ferrné, g gst semicontinue inférieurement sur o êt f : x -. z est semi'-
continue supérieuremeut sur ,4ó.

g u e n_c e 4.1. S'il, cxiste !'Þvb, tel. que Ay, soit cornþøcl
lème P(g, b) est sernistabil,i suþérieuretîeent ãux þertwrbâtion
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e est locølem'enn, 
,f,'"Jlofoifoi,,'

e la conséqueuce 4'1 on obtient le
¡ésultat suivant:

(A), I'e e

tsurD e

P(g, b) le

lse D: R" 
'

Ðv théorè-

mes I et 3) concernant la stabilité des T:gi
matique fínie dimensionnelle' I)ans norme'

e'c Z:R des résultatã ti*iluit"s à la co trouvés

en [7], [B].'-- 'ñä"i-3igoa1or,s aussi le travail 1111, où. o't été obtenus des résultats

similaires au" "o'rsé[[!;"¡; 
4.1- 4.à, lórsque X cst un espaces metrique

etZ:R.

85.Frooriétéseoucernarljlesapplicationrnultivoquesisotonos
,**ioðäii""ðr''iiiOiir,r*:nent et la semistaÌ¡ititð infóriõure du problénna

P(g, b) aux Perturbatious du ó

Nous rappelons que X est un espace uniform'e et Y est un espace

linéaire ord.onné "rr""'lã-pioprieté 
(U).'Soit T ttr.e application rnultivoclue

d.eYd.ans Xetb eY(f).
Nous désignons:

(5.1) I(Tb) : u (r¿ f\ Tv), où co(ð) : {v =Y lv4"b}'
! - Cy(b\

I'emme5'1.s,t'aþþticat,iotl'T.estisototoe,atorsl(Tb)*Øsiet
seulement si b e Int (Y(1)).

)). Alors, puisque la suite (U - | t"l
\,)

convergevetsó, il existe n' e N,telcluepourtout n> n', b'^:b - ]; 
"'=

= Y(T).D,orì, en tenant compte cLu fait que î est isotone, il résulte que

pour tout n > n' (n e N), il existe x' e D tel que x' e TbL. Mais parce

que ó - *r" 4yb, on en tire qtte x' = I(1-b). Donc 1(TÓ) + Ø.

rneonnun 5.7. Soi't T une aþþt'ication multíuor¡ue isotone et I(Tb) =ÉØ'
Tb.

F:iu:i,
sons main-
lemme 5.1,

il résulte eue ó e Int (y(T)). Mais parce que la suitc 
[å - +tr) converge

vers ó etbelnt (Y(T)), il existe n'eN, tel que, pour tout m> n' (n e N)

b',:b-*tr=Y(T).
Soit Z = T(X). Alors, puisque I est s.c.i. en ó, et la¡¡ite (b'") con-

verge vers ó, i1 èxiste n" e N, n" > r', tg1 gg".'fb,c V(Tbj), pour tout
n, i n" . Donc x' e V(T-b ) pour totL tt, > n" .Mais cela, p-o-ur tout 'tî' > 11"' ,

implique I'existence d'un élêrnent x, e Tb', tcl q17c-xt,_=^V.(x').IVlais, puis-
quô pãut to.ot V = 1e(X), il existe des élémcnts de _].(Tb.) apartenant au
't@'i, il résulte qt,." ø'' e Cl (I(Tb)). Ceci achève la démonstration du
théor èrne.

trrÍtonÍi¡.ln 5.2. Suþþosoll,s ql,te T est'isotone, b e Y(T) et Tb est corn-

þact. Si' Cl (I(fb)) : Tb alors 7- est s.c.'i. en b.

Dtintottstrnt,ion. D'abotd nous faisons la remarque que les rélations
I(Tb) + Ø. Soít V e'\ (X) un eutou-
qte Tb est comPact, les rélatiols

quent l'existence d'un sousensemble
V(xt), . ' ', V(x,,)j est un recouvre-

(5.2) v(,,) = f6.
de (5.1) il

i1 ¡.rLr=r'l'; ',.ö'

D u toit qir" (i:
:1,2, ...,n) pour tout y = VV(b).,lt{ais puisque x¡ e Tyr.(i.:.1,2,-:.'-.!n)
il réÁulie q'a.. t,),- Tj, póur tout ), = W(b). Dionc a lieu f inclus_i9n^V.(1,) =
= V(Ty) iy ="W(Ðí,'d''où, en vártu de 

'(5'2), s'obtient ?ö ' V(Ty), p'*
lout'y-è ø1a;. Uais cela signifie que T est s.c.i. en b.

l,es théorèmes 5.1 et 5.2 impliquent le théorème suivant:

ruÉonÉun 5.3. Soit T'isotone, I(Tb) + Ø et Tb comþøct. Al'ors T est

s.c.i. en b si et seulement si' Cl (I(Tb)) : Tb'
I,e théorème 5.3 généralise un résultat dû au EvaNS J. p. et cour,D F. J.

([4], théorèrne2), obtãnu dans I'hypothèse que X etY sont des espaces à

11 PRoBLÈMES D' OPTIIVIISATION 273
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e T. l'ensemble cles solutions admis-
,ttotittt mathématique' Dans 1e cas

fonctionneile réellè définie stlr un

åi, 
uté obtenu dans [11]'

Conséquence 5'1' Si b t"ensemblc Ab csl cornþøct'

CIU(Aì\\: Ab et J: X ->Z est cont Ài' øl'0" tc þroblème P(g' b)

itì-ìi*íJ.uii-t'"¡ar";t"rentent aux þc s d'tt b'

Remarque 5.1, T.,orsque réelle' d'ans 1a consé-

ouence 5.1 la condition åe ,f.p"ltt être remplacée

iïiï ."åt*;åäté inrér åi'" 1" remarque 3'1)'

g6. pro btémes d,o primir"."oïäï,r"1Ï;Ürï 
ï-a"rernent 

aux pertur bation s

problémes resPectives'

Cas 1. L'ensemble Ab est cont'þact

sur D, Pour tout n' e N, il est

" 
; N: il existe uue fonct [q'

*', u,,1li : %,, el u,,(t) = Ab (q'

"onti'Lìâ, Pow toui"ri = N' 1]'

(6 1) xi, -: u,,(t'*) e fu (V(Ab))'

connexe.
1l --+ X,
1).
tel

Mais
q.ue

Ën ce qui va sui
sousensemble

vfe nous utiliserons ies définitions
) si quel clue soit

(o) : ø',

en tena't compte des rélation s V (Ab) '- E et U )- : , ev )o Ó' il résulte la

conclusion du théorène, parce quc l'ensenrb\e '4b,,' est compact conrme

sottsensemble fernté d'un ensemble compact'

Du théorème 6.1 et d.e la conséclllence 4'1 on obtient:

Consécluence 6.1. Si b e

colxuexe st,tv IJ si l'ensemble B(y) est cont'exe'

On peut rnorrtrer facilenent c1u'on a la proposition suivante:

pRoposrTrox 6.1. Soit yeY' Si l'øþþltcntion h: R" --+Y est y-quasi-

conaexc sur B cLlors elle est y-connexe su'r B'

En rnêmc sens comil1e BRAGAR emble

B --'R",'a +ø, '"pilil"-{n;ï;"Jil 
e B'

ayarl la propriété clue pour tout t ' Oo"t

oue soit t e (0, t).'Ï,;aþplicatton l¡ B' si

liensctnblc ß(1') cst I'ide ou étoiló'

PRoPosrîror+ 6'2' Soit y = Y ' Si l" aþþtication l't' est y-étoilé sur B

Un B c X s'apPelle con'nexe (par arcs
1) -, x,

fi"
ü(l

x" de B, il existe une fonction contin re u: 10, tel que ø

) x" et u(t)
X,

=B potlf
Ø. L'

totttte(0, 1)
X -- Y s'aPPe1le Y-coluoexe stlr

Soit B c B+ application /z:
B I h(x) <oYj
sousenscrnble

B si l'ensernble Bþ) : {xe. est connexe'

Supposons que D est un fermé de 1'esPace X

6.1. Soit b eY(A), X uo øce uniforme localement cont-
ì

I

l

I

rnEonÉuÞ X --> Y semicontinue sul D et Ab cotn-
þøct l" cr'þþlicqtion
.bact. Si þouY tout
it, existe- y' e Y,

6' (y=
, tel,

v), t' est y-connexe sur D, al'orsj 7vb
Ay est cow,þact. alors elle est y-coylnexe sur B,

v 'Ð"b qxLe

comPact
Edcl'

CL X élanl localement Soit y' > 0. IJne application h:
lieu f inégalité

R"+Y s
Démonstrat'ion. En effet, Ab éla¡t

ble Ab, Mais alors si c1uel clue soit x e R't a lx(tx) <ytþ to:ut t e , 1]
compact, il existe un voisinage comPact ensem

il existe (voir [12]) un entouage V e ry(X) tel qte V(Ab) - E
PRoPosrrron6.S.Sil"aþþticøtiott'hestþ-sous-homogène(þ>-0)'l'en'

sc,tble B est conaextiiõ, = b', olor, þour towíy 2r'or,h-cst y-étoilóe swr D'

PRoPo Si l' à

cøtion It, est rs þo sl

Ayant le ttr 6

tions 6.1- uven lt

Considérons maintenant la suite (b,)' où l)": l) t- *'"' l'lontrerons

cu'il existe on Procèdc P

rï;b;r;J;.-ð, Dotr Lo:ut n e
Cela signifie x* u lb*'!?l
Sîii 

-*7 
= ¿. qíe x' e Ab,



conditions suffisantes afin que le problème P(g, b) soit semistable supérieure-

antes sont vérifées:
semicontinue inférieurement sur D,

inue supérieurement sar Ab,
onvide.

consécluence 6.2. Si aaec les cond,itions (i.l)-(i.3) a lieu une

d,es cond'itions suiaa'ntes :
(c.l) t'aþþt'icøtion g est , þo'u! tor't't y àtb,
ií.zi ríppt'icationþ est sur. D þo.ur.tout I )o^b,

il.sii;ípV¿¿ta"tíon"g ttt oe (þ2-0), b àvov,on - D et

l,'ensemble D est conaexe." " ""1';.41 
t;øpptlrotli" g est isotone ct I'ensentbte D est conaexe et d'irigé

à Pøuche,
¿ïä'"11'problème P(g, b) est sernistabte suþérieuretnent aux þerturbøtions
du b.

Cøs 2. L'ensemble Ab est borné

SoitXun-_X,DfØ,et'Çunsousensemble
nonvide d'un es Hausdorff et soient donnécs les fonc-

ti;;s t; x -. z, ,:Q u R. Alors le problème d'optimi-
Jatiod çlue nous le"reste du paragraphe est le suivant:

PO(g, b): Déterminer

s(å) : stry2 {f@)lx e Ab\'

où dans ce cas I'ensemble Ab : {x e D I u@, q) < b(q)' Y.q 
=a}rment un cas partrculrcr du proDremc

'ff (Q, R) a les valeurs définies Par
pliiãtion g."iQ 'R ayant pour tout

'rrÍ'ì 
ãlil'"n 

espace linéaire ordonné

Maintenant nous sllpposons rernplies les condition suivantes:

rmé,
> O et un élément lo e Int(D), tel

c\o, q) { b(q) - o-,

tê.': e.Ui"l-(lr'- t)x, q) < 
' 

g(xo, q) I
l) ét x e D, x /- xo, oi øo est un

a.2),
l'application g est continue sur X x Q,
l'eãðemble D-est convexe et fermé,
I'ensemble Ç est comPact'
irlã""äo" " b , q - R' est semicontinue inf érieurement sur A.

ib PRoBLÈMES D oPTIMISATIo\ 2I7

Soientdonnés e ) 0, x e XeLX' ç X,X.' * Ø'-L.lorj,nousnoterons:
ag,fj-:-t"f li;-'*'íl; -_ k], v,(x') : {x" = xld(x"' x')< '}'

L e m m e 6.1. St les cond'it'iotts a'l), a'2)' a'4)' a'6) et a'7) sont aeri-

fiéas alors xo e Int (Ab).

L e rn m e 6.2. Døns les cond"itions ?'!).. a'4) - a'7) si a' e Êt (Ab)'

ators-il ixiste q' e Q, tel, que ((x', q') : b(q')'

Démonstratr,oø.NousStlpposonslecontraire,c,est-à-dire,pourtorrt
q eQ, ot a !(x,, ø-Jï@i-iri"is.parcc q"e Ab cst fermé (cle a,4).et a.5))
'Lt-*Y'="Ëri¿ì)" 

ir"rérr¡ìå'.Qt,e x,'.= Ab.'Alors la rólation' E@"q) + b(q),

implique I'inégalité

(6.2) Kþ' , q) < b(q) ' Pour tout (l e Q'

Considérons rnaintenant la fonc
a..4)

ii
eI

T)ans le théorème suivant on
otio qrr" 

-t" 
problòme Þo(f, b)_soit. sernistable supéricurernent aux pertur-

batiorrs ¿o ¡,. on¡.nrì"* ;:'idl, 
-á¿'"ontre 

un réiultat similaire dans des

cond.itions ,liff"reniåslei".iiäu lieu de l'h¡'pothèse. faite. par MartilLet

crue uotlr Lottt q - ç,-i^tã"óiiä"tt"flc go : X --' RigÌr 8o@) -- '5Ø'1). @ e X)'
ää å;;.;'.rå, Ol'nótis utilisons t;l'ry'othòsc plus'gónérale a.3).

Ab 'åo î; 'r;ï,i :;,i;'i::i
suþ est en alors le þtobl'ème

PO tLl) a d't'c b '

Déntonsitrattioø. Nous s11pposolls qtte A n'est pas-s'1:s' 9n å' C'est-à-dire'

il existe eo ) 0, """" 
i" ptrpå'tté q.t" frour tout m-e N , il existe bL= W,,(b):

:lul =ue,oil- -: < ttãl -b'(q) < \, v, *Ql,telque: Abi,$v"('4b)'
ln

Donc pour toat n ä N, it existe xo = Ab:, tel quó d'(x,,, Ab) >' eo'

On peut arriver à une des situations suivantes:

e.1) il existe 1) 0, tel que.llx,t: øoll f.T,,plttt,toot n e N'
;.ri i1 existe "Á .,iut-t"it" ti,ii de 1ã'suitè (i,¡ tet que llø¡, - xoll 2 n

pourtoutn=N'

STEFAN TIGAN 14216

a.4)
a.5)
a.6)
a.7)
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eu. ¡\lors Pour tout n e N o' il existe

p.g) !(x,,, 8,) - b(q,,), - +r,k @o' 'l^) - b(q"))' pour tout n2txo'

pe e.1) et d.e f inégalité d'(x,,' Ab)> eo' i1 résulte clue 
'"'; ' Alors

d" (6.3) et de a'2) on obtient:

(6.4) ((x,, q,,) - b(tl,,) > ---3-ok@o"l') - b('1"))>

7. -a (i(xo, 1,,) - b(q,,)) , i"¡ 0, pour tont n =lüo'
\/

I)'a[Lte par:t, parce clue ói -+ b, 1I existe ul1 
'¿1 

e ¡y'' tel que lÓi(q) -
,.,^, a lf , c1uels que soient (l t Q et tr' ¿ tzt' Alors clu fait que r/' = Abi"

-- tt\1t
t.

< bi,(q,) <b(q,,) ¡ !! , ce que, Poilr

n avec (6'4)'

'n:#uoJ:,'å31i"Ï,'TîÏ:îä"äl"o'-'
lju

(6,5) il(x¡,,, Ç¡,) - b(q¡,,) 2 -;--,¡,(g(xo''1¡") - b(q¡"))' polrt 1x > 11'o'

D'autre 1:art parce qrte Ab est borné' i1 cxiste Ò' > 0' tel que ll*i* - *oll:
'otì, en vertu de e'2)' I résulte clue

(6.5) et a'2) on obtient I'inégalité:

grle po11r n suffisamment grand,

c ,4 est s'c's' en b'

e s'obtient facilement d'e la première

1a semistabilité perturbations du b du

pro.r."i""ã"r'ãi.a|-".7)vérifienteflcofe
1es *å.pã"" 

linéaire

17 
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g.o'. X -, R est isotone, oìr go(r) :

ttne fonctictr Y : [0, co) ]. L0' P)
O ct x,, x, c I), clui vérttteut tes

¿¡ -i é,'i; : t'2)' ã üeu: E@'"ù-

auche'

s a'4) -a' 11)' si I'ett'sent'bl'e Ab e st

îi"'t¿ttir- ,'u, D, nlors lc þroblèmc
aux þertwrbations d'u b'

(6.6) g(x,, ,1,) : g(xi,, q,) )- b(Q,') - sØi"'1") Þ \(llx" - x:'ll) -l

i b(q,,) ) v(Eo) -l b(q,,), (n >' n')'

D'autre part, parcc clu-g ¿',; 1,b cL Y(e')-ì 0' il cxiste 
'tL" 

e N' tel cittc

Ðo,.r n >- n", Ç)î íîi"¿Ëãrité': E.(x,r q,,\'f i:,\ø,'i-.< 1("ì '+ 
b(q")' qui Pour'

n > ,n^* {n', %"\ ät;;;ì";;t;i'oåltiioii"u'ì"""'(ö'6) i'c thóorèmc cst atnsr

démontré.

sT.Classesttropro}rlórrrcstì.,optirnisalionsorrristahlosinfórioruemcntaux
Pelit lrrbatiolts dt¡ Ú

i

I

ì



220 9TEFAN TrcAN 18

Dans les définitions qui vont suivre nous stlpposons en outre que x
..t ,ã-ãrp""" 

-li"¿"it" 
täpologique et R est un sollsensemble convexe,

nonvide de celui-ci.
t étoi't'ée sur B s'il existe x' = B+(y'),

' *|,fÏ u",i l'(' ! Ë ó) ;.!) 2 ñ"(r"i
= B+(y').
e toooloeique ordonné. Alors la
<r'*" (l.e'. x' 4 lc" et x' * x")

implique h(x') <"h(x"). . -
Des définitions i¡récéd,cntes on obticnt facilement les propositions

suivantes :

PRoPosrTro¡c 7.1' Soit X un esþøce Linéøhe t et B øn soüsen-

,rmttli- nonõ¿ai ¿ "o*i*t d'e celuijci' Si une d'e a lieot':

(i) Ia B'

liii to xe swY B '
tìiii t, o), Y'Þvov et o* e B'

alors h est

7.2. li'néa'ire toþologique ordorutoé et 13

unconl)eetnonaiãed'ecel'ui-ci"Si'kest
stri alors conlnexe sur B þour tout y eY'

TH X un esþøce unifornt'e-et D mble nonuid'e

et conn l'a fonctTon g : X "+ Y est con'nexe sul

D, Ab ¡'-"1i è eu"¡g1*t4,b\ * r(Ab)) :Ab'
ó, il résulte que Cl QØþD - Ab'
ontraire. Soit *' e Ab. SuPPosons

Darce cue g est strictement
iÄte u:^[0, i) - X, tel que:
t e (0,1). itlais cela imPlique

| 

= å'ii,' 
^rY,:'l:"" 

:1" ;"';:ï::"
est démontré.

Cas 1. L'cttsetttble Ab est comþact

Desthéorèmes3.5,5,2et7.|nobtient,d.arrsla.casoùl,ensenrble
,4¿, J";;;J, rá iåririat suivant co'cernant la semistabilité inférieure

du problème P(g, Ó).

Conséquence 7.1. Soit X
sernble conntxõ et nonuid'e d'e cel'ui''cí'
sur D, IØb\ + Ø, Ab est comþøct
te proUtAme'P(g,b) est semistable

Remarque,I)anslecasoùZ:R,laconséquence7,'lrestevraie'si
o" t"fätã ä;" 7 "ii s"-icontiuue ínférieurement sar Ab'

Des propositions 7.l, 7.2 et d.e 1a conséçluence 7.1 on obtient la consé-
quence s uivante :

Conséquence 7.2. Soit X utø esþøce linéøire toþologique et,D
un souísensernbTe conuexe et nonu'id,e d,e cel,ui-ci. Si Ab est contþøcl et nonaid,e,

f : X --, Z est continue sul Ab (ou, lorsque Z : R, f est semicontinue infé'
"riewrenretrt sur Ab) et s'il est uerifié une d'es cond"ítions suiuøntes :

(l) g est ent étoil'ée sur l) et I(Ab) * Ø,
(ii) g esl ent quas'ico'nuexe sur D et I(Ab) *_Ø,

(1ti) g est mogène (þ > 0), bÐ"O" et O* e þ,
(iv¡ X est un esþace linéaire toþologique orilonné, g est strictement

isotonc, D est d,irigé à gaucloe et I(Ab) * Ø,
al,oys le þroblème- P(s,-b) est sem,istctbl,e inférieotrement øux þertr.wbøtions
clw b.

llent.arque. IJn résultat concernant la semistabilité inférieure de

DVÂNS l. p. et cOUrrD F. J. (14], lemme 5) peut êtr.e retrouvé en.prena¡t
dans 1; conséquence 7.2, X:R,Y:fl'tr,Z:R et gy-stricternent
cluasiconttexe sur R" pour to:nt y e Rnt.

Cas 2. L'ensembl,e Ab est borné

On va montrer maintenant que le problème PO(g, ó), considéré dans
le paragraphe precédent, est semistable inférieurement aux perturbations
du-ó, dans les hypothèses a.1)-à.7) et à conclition clue Ab soit borné'

T sEonÉnD 7.2. Si lø fonctíon f :X->Z est uniformétnent contínute sur
D, s(b)eZ, Ab est borné et si les cond'í,tions a.7)-a.7) ($6) sont-uérifiées, alors
te pióbtème po(g,b) est setnistable i,nférieurctnent aux þerturbøtions d,u b.

Démonstyationt.. Ayant en vue 1e théorème 3.2, il suffit de démontrer
que y' est s.c.i. en ó, On procède par réduction à l'absurcle en-supposant
<iue z1 n'est pas s.c,i. en ä. Cela implique l'existence, d'un nombre e.o ¡ 0
ei d'une suitè (a,) (b,, - ff(Q, R)),b,, -b, tel que .4Ó\tr/."(Ab,,),.* Ø,potr
tort n = N. On þeirC montiier c1u'il existe une suite (bi) d'applications de
sr(Q, R) semicontinue inférieurement sur Q, convergentes vers å et tel que
A\V",(Abi,) + Ø, po¡r tout n' e N.I\fais cela revient au fait qüe pour
tott n € N, il existe x,,4 Ab, te1 que

(7.1) d'(x,,, Ab',) ) eo.

i\,Iais parce que åi -+ å, d.e a.2) il résulte qu'il existe n' e N, ø > 0

et xoe D tel que: S(ø0, q) <b'"(q) -],Pou, q =Q et n)-n''. Alors

cl'après le lemme 6.I, xo e Int (Ab',,), pour n > n'. Mais de la condition
a.af I résulte que: x,(t) :txol (l - t)x,, e Ab, pour tout ¿ e [0,.1],
et parce qlJe x0 = Abi, et x,, e Abi,, il s'ensuit que pouf to:ut n 2 n', 71

exiÀte t, e l0,l], tel qlne x'*: x'*(t,) -Êr (Abi,) et t'" * 1, puisque øo =
e Int ('rlbi). Maintenant, en vertu du lemrre 6,2 pour tolu:t n Þ n', il
existe q, ¿ Q, tel que S@',, r1*) :bi,kl,). Mais alors de a.2), pol6r tottt n

19 PROBLEMËS D'OPTIMISATION
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2 n', on obtientl 0.:. g (xi,,.q*) - bL(q") <t*(g-(*o'qù - bi' @")) +

+ (1 - t,)(E(x,, q,) | ii,(q")i ajätr""'nat"L"qiå t" 7'"1' on detluit:

(7.2) {(x,,, g) - b'^(q,,), - ¡-o(((xo' 
q") - b''(q-))' pottr n 2 n''

Parce qte Ab est borné' il existe y > 0' tei clue llxo , x"ll ( Y pour

tottt tteN, d'oÌr en tenant compte (7'1) i1 résulte qtLe t'' 2 3' pour n2tu''

Alors de (7 .2), Pot:t n ) t7' , on d'eduit

(7.g) E(x,,'1,,) - b',('1,,)' - å;"(g(xo' 
q") - b"'(t")) >'

> - "! (g(xo, ,1,) - bi,(q,,)) > Y:' 0'

D,autre part, parce clue bi -+ b et xn e Ab, il existe m" e N ' tel clue

poúr r?, ) n", o7t a f inégalité: g(x*'q*) <b''(q") nyzl'.ce q'ui contrcdit

f inégalité (7.3) pour n > ÍLax {n" n"J' Avec cela le thãàrème est démontré'

Cas 3. L'ensetn'bl'e Ab n'est þas suþþosé borné

'rHÉoLìÉME 7.3. Si les cond'it'íons a'2)' a'4)-a'11)^s^o'nt ttérifiées ct si J

¡s¡ an'íformé*rnt ,,r,íi''ni-r- ,ü t;, nlo"'i''' fi)àiøtaäi^'po(e-'b) est semistattlc

,i,nf/y'isut'cfit enl aux þcr" Dhnou,stralion. fl
1e contraire. Cela sig
tions semicontinues
t't, e N, il existc x,,

parce qüc b,, -+ b ei
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$lÌ. La semistabilitó inférioure et supórieure du problème P(g, ó) aux
perturbations du g

Dans ce paragraphe on considère de nouveau le- problème.!(g'.b)'- ifonne et Y et Z d.es espaces linéaires
sL1pposolls, de mêrne, que l'ensemble
e, la structure iinéaire et la topologie

rapport auxquelles tr(X, Y) est
té (U) (voir la proposition 2.2).
les applications multivoques ,4.

et Ao associéées au problème P(g, b).

rr¡Í.)oníjuÐ 8.1. Soll g- ff(X,Y), lel tlue Ao8* Ø.r'aþþl'icøti'on mul,ti-
uoque Ao øsl s.c.s. eu, g siit seuletnent si, l,'øþþlication multiuot¡ue A ¿sl s.c.s.

en b.
Détnonsl.rat.ion. L. Montrons que si -40 est s.c.s. en g alors ,4 est s.c.s.

en ó. Soit V ='9(X). Alors il existe I > 0, tel que, pour tout g' e ,T(X, Y),
qui vérifient 1es inégalités:

(8.1) - 8t" 4v8'@) - g@) ("Ðøu, porrr tot'tt x e D,

on a I'inclusion: ,4 o8' c V(Aog). Ma
ordonné avec la propriété (U), il cxist

¿T'lnå,ir?ã""r" !u" do est s.c,s. en g,

Srrpposons 1e contraire. Cela signifie c1u'il existe uu. entoura4g.V'...=:\(f)t
tel^{ue pour chaclue 11, e N, il existë 8u e û'(X,Y) clui vérifie f inégalité

(8,2) -- | tt 4v e@) - g,,(x) 4r * rr, pour tout x e Y,

et on a i Ao&, É V'(Aog). Soit b: b -, )t"' Alors, parce cpte b,, --+ b et

,4 est s.c.s. en D, i1 existe n' e N, te1 que Ab,, c V'(Al)),Ftotr n 2 n'..Llots
de (8,2) et de l'égalité Ab : A¡g, poqr tout lx a-y', on obtient
AoE,Ç V'(Aog), ce que contredit la relation 4o8" f V'(AoÐ. Il vient
d.ouó que ,40-est s.c,s. en g. I-,e théorème est ainsi démontré'

runonÞun 8.2. Soi't I(Ab) + Ø.Alors Ao est s.c.i. en g si et seulewen't
si A est s.c.i. en b.

Démonstration. I. I,a partie de nécessité du théorème peut être dérnon-
tré comme celle du théorème 8.1.

2. Soit / s.c.i. en b. Supposons que ,4.0 u'est pas s.c,i. en g. Cela sig-
nifie qu'il existe un eutouraç V' e *(X), tel que pour tout n e N, il

2l PRoBLÈMES D'OPTIMISATION

(7.4)

I{ais D étant dirigé

Alors de (7'4) et a'10) on obtient:

(7,5) E(x,,, 8,,) : E(xn' q') - g(x'i" q") )- b*(q") 2

2 t\llx,- x':,ll) +b,(q-,) > v('o) 1-b'(q')' ¡tott n' 2 n''

D,autre part, parce qg9 br, -+ b, il,existc n" e N' tel que Dour tt' 2 )L" t

oo 
^1 lö,,"qi,11'u,iï)".-l-tq,,i +,yi',J, rtïi*"Jh:"";;"iifh"',"¡ 

avcc (7 5)

polri- ã">'*áxln',n"l'Avec cela te

g(xo, q) < å,,(q) - |, v't = Q
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existeE,=ff(X,Y)quivérifie(B'2)etalieularelation:AoBfV'(Ao&")'
Soit üi'l b -:e". Alors parce que b', -- b, b elnt (Y(AD et ,4 est s'c'i'

en å, il existe 10' e N, tel que :

(8.3) Ab c V'(Ab',), Pol:r' n > n''

t qt,e Ab'n' Aog,, d'oh cn tenant
qrtr Ao& c V'(Aog,,), ce que con-

V'(AoB ). Donc ,4o cst s c'1' en g'

ent la conséquence suivant:

aux þerturbations d'u b.

Rrrrorqur. Les théorèmes B' 1 et B'2 étendent un résultat cle GnEE¡E¡Ðnc

H. ¡T. ct prERSKArrL"-"1 " tol (théorème 1) obtenu dans le cas partictrlier

i;t¿q;; :^*-':-R;, Y-: R*', g Ëst corrtinue et Ab est cotnpact'

Conséque nce 9.2. Soit X: R", D,- X, D + Ø et D cott'uexe'
Si Lcs cond,itions (d.1) - (d,4) ont lien, et si tttce des con'd'ítíons suiuøntes
cst aérifiées :

(i) I(Ab) * Ø et g: X --+Y est b-strictem'ent étoilée sur D et y-étoilée
sur D, þour tout ! Zvb,

(ä) I(Ab) + Ø et g est b-strictent'ent quøs'icott'uexe sur D et y-quasi-
conuexe sur D þour tout ! Zv b,

(iii) g: X -+Y est þ-sous-kom.ogèrt'e (þ> O), b 4vO" et On e þ,
(iv) I(Ab)+Ø, D est dírigé à gøuche et g: X -+Y cst stvíctement isotone.

alors l,e þroblènte P(g, b) est stable øcr.x þcrturbations d'es b et g.
Des théorèmes 6.2, 6.3, 7,2, 7.3, 8.1 et 8.2 s'obtiennent de rnême 1es

résultats suivantes:
rnÉonErvrE 9.2. Soit X un esþøce normé. Si les cond'itions a.7) - a.7)

(d,e $6) sont uérifiées, Ab est borné et f : X -+ Z cst un'ifornr'ément cott'tinue
sur D, alors le þroblème PO(g, b) est stablc aux þerturbation's d'es b et g.

THÍ|oRÉME 9.3. Soit X un e sþacc nornté el ord'onné et s(b) e Z. Si lcs
cond,'itions (a.2), a.4) - 'a.11) sont uórifiées et f : X --+ Z est uniformément
continue sur I), øIors le þroblème PO(g, b) est støblc øttx þertwrbatiotts
d,es b et g.

$9. tr'a stabilit6 du probloine P(g' ö)

I)atrs ce ParaglaPhe no.us.aJl

la stabilité dû prõblèrne P(gr-þ).

rut l"t résultati de semistat¡ilité
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Dé.tnonstration. f.e théorème s'obtient imécliatement des conséquences

4.1 et 5.1 et les théorèmes 8.1 et 8.2.
théorèmes 8.1 et 8.2 on obtient: 

iI)es consèqueuces 6.1 et 7.1 et des

Conséq ueuce 9.10. SoitX %n esþa.ce

é.rifiées,
un'ifornt'e

r(Ab) + Ø
locølement

comþa.ct. Si les cond,itions (d.1)- (d. 4)
D

sont a et l,'øþþlica'
tout y 2ttt,

tion g est b-stríctement c}nnexe sür et Sü,Y D þowr

al,ors le þrobl,ème P(g, b) est stable aux
N-COnnexe

þerturbati ons cl,es b et g


