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Ausgehend von eciner Idee von 1. BITTNER [1], beweisen wir in der
vorliegenden Note einen Existenzsatz {iber implizite Funktionen, der als
Spezialfall den bekannten Satz von Tjusternik {iber den Kern der Fréchet-
Ableitung eines Operators enthilt.

Unser Satz lautet wie folgt.

satz. Es seien X und Y reelle Banach-Raume, A cine offene nichtlecre
Tetlmenge von X und W eine beleibige nichtleere Menge. T : A X W — Y
set eine Abbildung, die fiir jedes w < W beziiglich dey ersten Variablen auf
A Fréchet-differenzierbar ist und fiir ein vorgegebenes Element (x,, w,) =
e A X W die folgende Bedingung crfiillt :

(i) Ty (%, wo): X =Y ist eine surjekiive Abbildung.

Dann gibt es fiir jede Zahl = < 10, 1[ wund fiir jedes w aus der Menge

Tile, w) — Tilxg, )| < .

W, = {w s Wl (xy, w) — Ti{xg, wy)i < -

o

l
’ I

2a \ 2
fiir alle & A mit jjz — xd < ——- || T{x, w)H}ﬂ
N /{m e W jr — xy) € la—ahj("w W)l =z = A}

cin Element x = x(w) € A it den folgenden Eigenschaften :
1) T(x(w), w) = 0,;
2) x(w) besitst die Darstellung x(w) = x, -~ Ax-+r, wobei Ax der Varia-
tonsgleichung s
Ti{xy, wo)Ax 4 T(xy, w) = 0,
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geniigt und v der Ungleichung

Il = =l Al

3) [ aw) — x| < ——]Ax] = 7= T(%0, vl
Dabei wurde a — 2JA™Y geselzt, wover A™7 die Inverse der auf dem Quotien-
tewrum X|N (N ist der Kern von Ti{x,, w,)) durch

A(x) = Ti(xy, wo)(%), x € & < X/|N.

evklivten Abbildung A bezeichnet.

Beweis. Wir wihlen ein w aus W, und setzen

Si(x) = AT (%, @) — T (%, o) J(x — %)
Sylx) = AT (x, w) — T(x,, w) — Ti(%g, @) (% — %o)],

wobei %, die Klasse aus X/IV bezeichnet, die %, als Reprisentanten enthlt.
Die Abbildung S: X — X/N sei durch

S(x) = xy — AT (%o, @) — S51{x) — Sa(x)
definiert. Gilt T(x,, w) = 0,, dann gentgt es x(w) == %, zu setzen und der
Satz ist bewiesen. Es sei daher im folgenden T'(x,, w) # 0y.
Tir x und z aus
B—{reX:f—x<eh
wobel

ist, gilt einerseits die Ungleichung

ﬁa@—stsgwmmw~TmmmWW—NS%V—w

und andererseits nach Lemma 1 aus [1] die Ungleichung

1Sa(z) — Sa(2)ll < %l\T(Z, w) — T(x, w) — T% (%o, w)z — )| <
S%WH%+W—xMM—TWmMWW—MK
<

€
— |2 — %
2z — ]
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fiit ein gewisses v = ]0,1[. Somit haben wir
(1) |m@—ﬂms%m—m|Mam%sz

Da

T(x, LW) e T(xo: 'Lﬂ)) + T;c (xO) Z?)O)(% - xo) _i" [T;’z (xOI C(V) Ol
— T (%0, wo) [(x —~ %) + [T(x, w) — T(x,, w) — T} (%0, @)(x — %,)]

gilt, folgt, dass ein ¥ € A der Gleichung T'(x, w) = 0, genau dann gentigt,
wenn S(x) = # ist mit ¥ € 4. Um eine Losung der Gleichung S(x) = #
zu finden, beniitzen wir dieselbe Beweisidee wie im Kontraktionssatz
von Banach. Wir definieren die Folgen (%,), (x,) durch

f‘:n = S(xn—l)r X, & ;enl ”xn - xn——]” < 2]

’/"fn - x/’n——l” (n = 1' 2' s )

und beweisen durch vollstindige Induktion, dass x, fir alle # der Menge
B angehort.

In der Tat, es gilt x, € B, weil
%0 — xoll < 2|1 — %oll = 2|AT T (%o, w)|| < (1 — &),

Setzen wir nun voraus, dass X, %,, ..., %,._; der Menge B augehéren, danu
ergibt sich wegen (1) aus
R R 7 A
o= % | < 2%, 1 — 5]
die Ungleichung
%11 — %/l < ellx, —

xk*l” (k: 11 2; e, — 1);

woraus

(2) 1% 1 —

folgt. Wegen (2) gilt dann
<

xk“ = sk “xl . x()” (k - 1) 2: N 1)

||x - xO” ||xu — X, || + l|xﬂ~—-1 - an72|| —I_ e _l_ “x] - xU” =

n— 1
@b 1) ol %

n

IA

Iy — xol} < p

d.h. x, gehort B an.

Beachtet man nun die Ungleichungen

||xn+i) . xn” < “fo-{J = xn+P—1 ” + L + “xn+1 -

< (en-H’—l + . _'__ sn)”xl o xo” < 1 et

xﬂ “ <

[[%1 — %o]],
— ¢
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H:eu-l—,b - 5!.7,, H < qu.-H’J - "eu+1§—-1H '|'_ e #|" ”A"'u -1 7T :eu H <
=< ';_ (”xn -p—1 'xn+;l>.43 H >“_ e + ”xu e xnfln) <
< 2l = il

so folgt, dass (x,) und (#%,) Cauchy-Folgen sind. Setzen wir dann

el

x = lim %, und & = lim x,

=0 Nn—+00

so gilt ¥ € x und S(x) = #, weil % abgeschlossen und S stetig ist.

Man kann nun leicht feststellen, dass ftr x(w) = x, Ax = X%, — %,
and 7 = x — %, die Aussagen 1) — 3) gelten. So haben wir die Abschédtzun-
gen

Il = tim i, — il s A
il : 1 I¢ )
lx(w) — x4 = 1}111 llx, — x|l < — |Ax]| < I—E— T (x4, )],

wihrend aus Ax = S(x,) — %, = —A (v, w) die Gleichung
T (%9, @)Ax |- T(xg, w) = Oy
tolgt.

Bemerkung. Tiir N = {0} erhdlt man aus unserein Satz Theorem 1
der Arbeit [1].

Korollar ([2], S.41). Es sein X und Y reelle Banach Rdawme, U
eine offene nichtlecre Teilmenge von X und %, ¢in Element von U. Ist dic
Abbildung F : X =Y auf U Fréchet-differenzierbar, ihre Ablettung ' U —
— (X, Y)* dm Punkt x, stetig und I"'(x,) etne surjektive  Abbildung, dann
gibt es cine Umgebung V < U von x,, eine Zahi L > 0 und eine Abbildung
fiV =X, dic fiir alle z =V die Eigenschaften

Flz 4 f() == F(xo), I @) < LIF(z) — F(x)]

besitzen.
Bewets. Es sei’ e € 0,1[ und &’ = —;—b , wobei b = 2| ist und
' die Inverse der auf dem Quotientenraum X/x. rix,) durch
[(#) = F(x)(#), % <

erklirten Abbildung. Weil F’ im Punkt x, stetig ist, gibt es eine offene
Kugel K(x,, ¢) € U mit dem Mittelpunkt x, und dem Radius ¢, so
dass gilt

|E" () — F'(o)]| < ¢ far alle u, 0 = K(x,, 0).

b
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o

Um unseren Satz anwenden zu konnen, wihlen wir 4 = K (xo, 3),
9

W= K(OX, *’;] wy = 0, und definieren T:d4 x W —Y durch

T(x, w) = F(x 4 w) — F(x,).
Weil F im Punkt x, stetig ist, gibt es eine Nullumgebung V, = W mit

[F(xy +) ~F(x) || < e

fir alle w = V. Wegen V, = W, gibt es nach unserem Satz zu jedem
w = V, ein x(w) € 4 mit den folgenden Eigenschaften :

Flafw) + @) — Flz,) = 0y,

(1) — xol| < —— [F(x, + ®) — F(xy)].

1 —c¢

Setzt man nun V = V; + x,, L =

W=z und f(2) = x(w) — xy,

so ergibt sich die Aussage des Korollars.
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