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Ausgehend. ron einer Idee von r?. IITTTNER [1 ], belvejsen lvir in clel'
vorliegenden Note einen Existettzsatz über implizite l'unl<tiorrerr, cler rLls

Spezialfall den bekannten Satz von f,justemik äber clen Kern det F'réchct-
Ableitung eines Operators enthält.

IJnser Satz lautet rvie folgt.

satz. Z's seicn X utod Y leellc Bat,t,eclt-Rciuntc, ."1 cittc offene nichtlecrc
'I'eilnr,enge aon X und. lV cine beleíbi.ge nichtleeyc fuIenge. T: A x IA -"Y
sei eit'tc Abbil,dun.g, d,ie fi,ir jedcs ut e IA bez,i.iglich der erstc,n Variøblen, ttuJ'
A Frécltet-d,i,fferenz'icrbctr ist wu.tl .f ü,r ein, Uorgegebenes lflcut.cnt (xn, uo) =
= À x I4/ d.ie .folgende lSediu.gor,n,g crfiillt :

(t T:, (xo, u)'. X -Y ist e'íne surjcht.iac Abbilclung.
Darm, gibt cs fiir jeclc Zaltl . . 10, ll uttl fii,r .ied.es'o a.1,ts d,er ),Iett¡4c

l,I/ 
" {o, = ¡'¡' :117",(xo, w) - 7'',(xo, ,i',)i] < ;", llr',(z:, tø) --'/-',('to,'tt)l = r,,,

.liir atlc z e t7 ttñt '1): ,:vnri ( : ilT(:vr, r)iin

lì lt,, = tI":il,,z - ",li < *i1r'(xo,za)li =" z'A|
c'iu Eler¡t,ctt,t x : x(u) = A rt,it d,en folgend,en. E,igenscl,tøflen, ;

1) r'@(u), u) : 0v,
2) x(tt) bes'itzt cl,ie Døystellung x(a) : xn -t- Lxlr, raobe| Lx d.er Vørt:u-

lion'sgleichun¿i 
T',(xu, u)L,ti )- r[(tco, u) : 0v
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gen,itgt LLnd, ï d,er Utt'gleiclot'ntg

ll'll <'L¡¡l*ll;rr rr 1 - e'

s) llx(a) - øoll 
= *illrìì < f-,llr@', w)ü'

Dctbci uuvd.e a :zi,iL-lil gcsetzt, woaci.1\-t d'ie Inuerse der a'uf d'em Quot'ietr
Itllit," Î¡nr 1rn" 'íst" r\cv" kt n ,ott TL(xo, ao)) d'urck

L(x) : T'"(xo' wò(x)' x e tv = xlN'

er hl ùvten Abb'ilch'ut'g A' bczciclønet'

Beueis. Wir wählen ein u aas W" und setzen

Sr(ø) : t\-tlTL(xo, w) - T',(xo,'øo)l(x - xo)

Sr(x) - ¡-r¡T(r, zø) -- T(xo, w) - T'^'(xo'u)(x - xo))'

wobci :ro die I(lasse aus xpl bezeichnet, d.ie øo a1s Repräse[tanten enthält'

Die AbËildung S : X'X/N sei durch

S(ø) : *o -- L ''f (*0, w) - S'(x) - S'(ø)

clcliiri,::'t. Gilt f(r,, ru) : qn, dantr getrùgt es.T:(u) -,*o.t* sctzen und' der

Il"t, irt bervics"à. 
"Ès iei clitrcr ini folgendcn T(xo' u) * ov'

FLil x und ,z aus

B: {z - X:llz - øoll < e},

ri, obej

? -:-"|T(xo' w)ll

ist, gilt einerseits die Uugleichtrng

//s,(r) - S'(ø)ll < ¡llr',t*,, u) - T'"(xo' tøo)ll 'li'-"il < ill' - *ll

und and.erei.seits nach I,emma 1 aus [1] die ungleichung

llS,(r) - S,(ø)ll < ilr{r,w) - T(x, u)) - TL(xo,w)(z - r)ll<

< |llrl @ | r(z - x), u) - TL@,, w)ll'llz - xll <
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für ein gervisses r e ]0,1 [. Somit haben wir

(1) lls(") - s(ø)ll s ,tl, - *lt für alle x, z < B.

Da

T(x, u) : T(xo, u) + TL (xo, zao)(x'- xo) f- lT',(xo, ø) -
--TL(xo,wo)l@ - xò + LT(x,w) - T(xo,',ø) - TL(xo, ut)(x - xòl

gilt,folgt, dassein x e A der GleichungT(x,u):0v genatl danngenügt,
wenn S(*) : * ist mit x e ':1. Un eine f'ösung der Gieichung S(x) : I
zr finden, benützen wir dieselbe Beweisidee r,vie irn Kontraktionssatz
von Banach. Wir definieren die Folgen (*,,), (x,,) dLLrch

ft,,: S(xn-r), xu = *,,llxu- x,_.,11 {2,11l;t,,- *,_tll (n:I,2,...)
und beweisen durch vollständige Induktion, dass x,, lut alle n der Menge
B angehört.

fn del Tat, es gilt x, e ff, 1v¿il

llx,-- ønll < 2ll*,- *,ll:2llt\-\T(xn, zø)ll < (1 -.)p.
Setzen rvir nun voraús, class ø., %2, .,x*--r der Menge B a.r.rgehöreir, danu
ergibt sich r,vegen (1) aus

llrrnr- ,uil := 2,it,\:tn , - *ol.l

die Ungleichung

llxo*, - xull < ellt:o- xn-t ll (å : 1,2, ..., n - l),

wofaus

(2) llxo,., - n,,ll < uÞ llx, - xoll (h : 1,2, ..., n - I)

fo1gt. Wegen (2) gilt dann

llx" - xoll < llx,, - x,,-rll * llx"_, - xt_rll f . .. j- llx, - xrll <

I (e,¿-r+.".-l 1) .llxr- xoll = *llrr- xoll < p

d..h. x,,gehört B at
Beachtet man nun die Ungleichungen

llx,+¡ - x,ll < llx,*p - xnrþ_rll + .. . i llx,+, - x,ll <
s (e1t+Þ-t +, ., t u")llx, - xoll= * llx, - roll,

2

4-tu-4
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ll*,,+p - *,,11 < ll*,+p - :t,,¡p--rll +- ... -l'll*,, ,' -- **ll <

= i $*,, 'þ 1. -- xu+þ-B ll -t- " ' * llx,, - 't,, 'll) 
I

elLt 
4t - rllrt 

-- '1:oll'

so folgt, dass (r,,) und (1,,) Cauchy-Folgen sincl' Setzen u'ir- clann

* : }:l *" lund ft : ]:: r''

so gilt x e x und' S(ø).: .t,- rveil ,t abgeschlosl"" ltttS S stetig ist'
"l,Ian ka¡' ,'un'léictrt feststellen, dass Iúr x(tu) : t', Lx : xt - xo

,roai-:- *--i r, di" Aussagen 1) - 3) gelten. So haben il'ir die Abschätzun-
gen

llrll -,lirn llr,, - .i'll s 
-, ] llÀ.rrl

,lx(tu) - xo,:,1ïÏ ,1r,, - roll = *lle\øll < 
-:ll7'(ru, 

zo)ll,

rr,älrrencl aus Ar, - S(xo) - *o : -¡\-17'(ø0, zu) die Gleichung

TL (xr, ta)Är; ¡- 7'(:r:n, zc) : 0',

Iolgt.

I3emcrhwttg. F'úr À, : {0r} erhált man aus tlnsef eÍIl Satz Theorern 1

cier Arbeit [1].
t, X ut'td Y rcclle Bc¿nach' 1?citt'ttt'tt, U

'itt, EIgm Ist dic
ttr,'iln'e ':U'
sotrjehtir , dattn
L>.0t biltumg

igett'sclt'øf leto

It(z l-Í(z)) =,= F(r:,,), ll/(r)ii < I'llF(z) r(øo)ll

Um nnseren Satz a'rvenden zu kö''en, wählen rvir z1 - I{(xr,+),

7u0: 0u und definieren T: A Xl.l/ +\l durch

'l-(x, u) : F(* 1- w) - F(xo).

Weil -F inr Punkt ro stetig ist, gibt es eine Nullumgebung I/t c lY rrrit

ilF(xo -trc)*Iì(xo) li < f e

fär alle w e Vr Wegen I/t r- 1,V", gibt es nach ttnserem Satz zu jedem
a = I/r ein r(æ,) e ,^I urit clen l'olgenclen þigenschaften:

It(x(u,) | u) - F(ro) : Q",

llx(rr) - roll ( i_L llF(ro -f w) - F(xo)ll.

Setzt man nnn J,' : Vt I xn, L :: 'u) : z - xot:nð.f(z) : x(zu) -- x,r,

so ergibt sich clie Aussage des Korollars.
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Iu', å),ITI : I{

bes'itzett.

Beueís

I'-1 die Inverse der auf dem Quotientenraum X lr,, ¡"u"J clurcir

l(*:) :F'(xo)@)'xe*
erklärten Abbildung. Weil F' im Punkt ro stetig ist, Eibt es eine offene

il"àãl ¡<tr, p) i 'U mit dem tlittelpunkt xo uncl detn Radius P, so

dass gilt

lllt'(u) - f'(r)ll < c' fùr alTe t't',a = I{(x0,9)'

Es sei'g e i0,1[ ttnd ,' : 
,?u, 

¡vobei ¿' : 2lll I ll ist turd


