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1. Die Resultate

Zur Ilustration. der folgenden Erérterungen beginnen wir imit einem
Beispiel. Die Polynome bester Approximation der Funktion f(x) = ¢*
beziiglich des Raumes ( [0, 1] sind (Koeffizienten auf 4 Dezimalen ge-
rundet) : v .

Po(%) = 1,8591,

pi(%) = 0,8941 + 1,7183 «, - ,
Pa(¥) = 1,0088 - 0,8547 x 4 00,8460 22, : oy
Pa(x) = 0,9995 - 1,0166x |- 0,4217 22 + 0,280043,
Das Anfangsstiick der Taylorreihe von /'um Null ist
fy(x) = 1,0000 +- 1,0000x I 0,500042 =+ 0,16674%. ;
Lin Vergleich der Koeffizienten legt die folgenden™ Vermitungen  thahe :
1) Die Koeffizienten der Polynome hester Approximation streben gegen
die Taylorkoeffizienten. )
2) Die Konvergenz ist alternierend.
Dicse Vermutungen erweisen sich als richtig (4. Satz 1 und Satz 2), darii-
bet 'hinaus kommen diese Eigenschaften auBer den Polynomen bester
-ﬁ;ﬁp-pl‘oximation auch vielen Klassen von nLPolynomen guter Approxima-
tlon” zu. Um genauer sein zu konnen, definieren wir, .
Definition 1. Standard-Methoden der Approximationstheoric sind :
(1) Konstruktion der Polynome bester Approximation ; CNLE
(ii) Interpolation iiber Lschebyscheff-Knoten
(ii) Konstruktion von Teilsummen der-Entwicklung nach T'schebyscheff-
Polynomen ; '
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6 HELMUT BRASS ' 2

(iv). Konstruktion wvon Teilsummien der Entwicklung nach :Legendye-
Polynomen. , {H G

Es ist zu beachten, da im Folgenden stets [0, 1] Grundintervall ist,

daher sind Tschebyscheff-Knoten zu verstelen als Nullstellen von T,

WO
Th(x): = T,(2% — 1)

ist und 7, das gewdhnliche Tschebyscheff-Polynon bedeutet.
In den folgenden Sitzen 1, 2, 3 sei

N
. j)n(x) . EO Ain &
f== 4

ein mit einer Standard-Methode auf [0, 1] konstruiertes f approximierendes
Polynom.
sarz L. Es sei f reell-analytisch auf [0, 1]. Dann gilt

790

lim a;, = JldEspd-1 2 ..

N—00 (3
Im Fall der Koustruktionsmethode (i) steht das im Wesentlichen bei
v. GOLITSCHEK [2] (S. 39), im Fall der 'Konstruktionsmethode (iv) steht
ein schwicheres Resultat in dieser Richtung bei kaLuza [3]. Der hier
gegebene Beweis ist ciufacher als die Beweise dcr beiden 'Vorgenarinten.
sA1z 2. Es sei fo+D > 0 auf [0, 1]. Dann gilt i '

[
(— 1) (z 1 “”) >0

il

sarz 3. s set f stetig auf [0, 1). Dann cxistiert ein £ < [0, 1] mil

Ay == w Y

il
'

nll

In den folgenden Sdtzen 4, 5, 6,.7 sei

Pal®) == D by
=0

das Polynom bester Approximation fiir f beztiglich des Raumes C[0, 1].
satz 4. f sei vollmonoton auf [0,:1] (d:h. sgn f© = (—1)° fiir alle v)
Dann - strebt die Folge by (n =i, 1 4 1,. 1) monoton' wachsend i(fallena?)

J6)(0)
gegen —

SATZ 5. f sei vollmonoton. Dann existiert zu jedem (i, 1) cin & < [0, 1] mil

, wenn 1 gevade (ungerade) ist.

1

VUG

} bi‘ﬂ'v"’-:

il

3 UBER DIE KOEKFIZIENTEN

7

Die Vora-qss_etzung der Vollmonotonie kann hier nic
werden,- ,das_ zeigt das Beispiel f(x) — 't das zugehorige
Approximation hat bekanntlich negative Koeffizienten,

SATZ 6. Es. sed 040 > .014uf [0, | Bad o '
SO0 = 0. Dann gilt 4 pon sy kb e | Pyl

ht weggelassen
Polynom bester

bin = [ct'm d:‘n_].

2,1 Cin -"Ui
. A=0 )
wobety Lirter polationspolynome vou Sz den 5‘;-f;gzsggjggﬂ{ 0.1, 2,)
Igoda'u X 1ov s Yy I)

sind .fofsgi_ﬁei Ibefe-ute;a Y ey ¥, die Nullstellen von T

..-a die Interpolationspolynome numerisch be uem zugiinglich si
er}}aIf: man so brauchbare Schranken ftr die b, ; m(in vergle%g}l::c% 1éeu; E)I}E;ledi:
spiel in Tabelle 1, wo Satz 6 auf f(x) = ¢ angewandt ist. ‘ '

Tabelle 1
U l 0 I 1 ’ 2 ! 3 I 4 5
Gis == |+ 1,00000. . [ 100000 0,49991 —0,16589 ‘ 0,03941 0,00555,
d_f_‘s = ]10,99999 111 |10,90991 " | 0,49928 016402 [ 0,03727 00,00409

SATZ 7. (n) ! Sl LR ] (TN e I\ ' 5
besc/mfj‘}eéid(llg { ”é”ﬁ'b(f/wnk.o%stané auf [0, 1] fiir jedes n und weiter so

fort ()

Sup max | <L 00
ist, so gilt '
1) (é)
H’J‘,nr = _I — [1 —|'- 0(1'5;1)]
| i
1
fln=1) (_] I _ﬁll} (_
sk bni‘l."n”—:v - g & [I O i
' (n = 1)1 1Oy

Beispiel : st f(x) = ¢, so gilt
AN )
b;m == TL_' [1 + O(% “1>‘J; !,

3 e
bﬁ‘tvl,n o 2 —1)] [1 + 0('”_1)].
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Mit der Beweismethode: voti'Satz' 7" lassen’ sich’'derartige ' Resultate
noch verschirfen und verallgemeinern, jedoch soll darauf “ar dieser: Stelle
nicht eingegangen werden. =@ /i i gl o

. Ich.danke den Herren cand. miath. Glinzer und cand. math.. Lange fiir
die Durchfithrung numerischer Rechnungen. Bhe Wil L0 sy vAen

it LY T AL T

2. Die Beweise

Beweis von Saiz 1. Es soll gezeigt werden ; Tst -
A LAY O S 4 DGR | LA T R LA RIS S A TL T B LSRR

Pn(x) = i‘lin %

SN BEARY 1 (=0,

eine Folge mit /o[ i i ;) ) ; ]
5 T TR VU EPRTR Sosin il soslarnien sl ouand e s .

1) = Balle = 0@ 10 0 gLy £t i o

so ist

(2) lim a;, = ﬂi@

T 0 il

Hieraus folgt Satz-1, denn (1) ist im Fall der'Konstruktiotismethode: ()
auf, Grund des klassischen  Berusteinschen Satzes :erfillty:-imo Fall  der
Konstruktionsmethoden (i), (iii), (iv) beachtet man, daB es sich um
Projektionsoperatoren L, handelt, fur die \

“f T Lu[f]“ < (HI‘HH _l_ I)Ean]

gilt, hier ist E,[f] = 0(¢") und [lL,]| = 0(x*) 'in allen Fallen (vgl. z.B.
NATANSON [5]), somit ist auch hier (1) erfiillt. '
Um nun zu zeigen, daff (2) aus (1) folgt, betrachtet man die Reihe

Ve

L
\oub | el

(3) o+ 25 (Busi = 12)-

Sie hat die Teilsummen p,, $,, ..., konvergiert also gleichmiBig auf [0, 1]
gegen f. Fs wird gleich gezeigt werden, daB (3) sogar in einem Gebict der
komplexen Tibene, das [0, 1] enthilt, kompakt konvergiert. Daraus folgt
dat_un nach einem bekannten SatyT der TFunktionentheorie, daf} sogar
P (n=1,2, ...) fiir jedes feste ¢ konvergiert, also

lim p{(0) = £9(0)

N—+00

- [y
! o

gilt, was mit (2) Aquivalent ist.
Es ist

1wt — palle < [1wis — flle 4 11/ — Bulle = 0(g"),
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idﬁfé) folgt auf Grund einer Bernsteinschen Ungleichung (2.B. LorExTz [4]
Qi fOy ¢ SYULTE U BT LT ST TR i ‘ i N S { e gbhrat] !
(4) sup Pas1(2) — po(2)| = O(g2)

_ ] oA a st ERES i #i izt : o=
mit einem ¢, g, aber ¢;/'< 1. Hier ist E eine géwisse Ellipse der komplexen
Ebene, die 0 und 1 zu Brennpunkten hat. Aus (4) folgt sofort die behaﬁptete

Konvergenz von (3) in E!

Beweis von Salz 2. Wir schicken vorweg N T E '

o Lemma 1. f ses michthonkav von n-ter Ordnung (d.h. dlle' (n L 1)-len

:iai’iﬂ:dﬁ-ﬁ?’fﬁ?& Differenzen sind > 0). Das Interpolationspolynom von S zu den
Stiitestellen (%0, %y, ..., x,)(x, < [0, 1]) sei ’

PR = e

das gu den;iS,t,il,tzstelllen (%5, %qy o0, %,) (mit x5 <0, 11 28> x,), sei,

l

P¥(x) = ;cz‘ixf.
Dann gilt ‘ DR
(5) R e V! S TP
Beweis. Die New‘tqnsche Inte‘rpvo‘lq‘:cions‘fbrmel‘er:gibt

Cn = [xOJ "\:.1' O

o % [l

B .
Cn = [%5, %q, ..

SENYIE
also

ch— ¢, = (%8 — Xo) [%g, x5, %y, ..., 001210,

Das ist (3) fiir © = 7. Weiter erkennt man

P~ bl = (6t — ) [T (v — )

Hieraus folgt sofort, daf pt — p eine alternierende Koeffizientenfolge
hat, das ergibt dic Behauptung,

Zum Beweis des Satzes Z'gcht man davon aus, daf alle Standard-
Methoden Interpolationspolyriome konstruieren, fiir (i) folgt das sofort
aus dem ‘Pschebyschefischen Alternantenkriterium, fiir (i) ist es trivial
Hir (iif) und (iv) sehe man cumpNgy [1] S.111. Es geniigt also, Satz 2 fiir
Interpolatlonspolynmnr: Zu beweisen, Das Iuterpolationspolyfwm, dessey
Knoten sdmtlich bei » = 0 liegen, hat bekanntlich die Koeffizienten S410) .

. . il
mau-[gp 24 cinem anderen Interpolationspolynom iiberzugeheu, verschiebt
Roecr le btut_zste]lt_zn nach rechts und_ beachtet Lemma 1. Da' sich die
Soeffizienten jedesmal in der gleichen Rlch'tung dndern, folgt sofort Satz 2.
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Beweis von Satz 3. p, ist ein Interpolationspolynom, somit ist a,, eine
n-te dividierte Differenz, die sich bekanutlich in der angegebenen Form
darstellen 148t. , :

Beweis von Salz 4. Unter den genannten Voraussetzungen ist p,,; #
# P, somit hat nach dem ‘I'schebyscheffschen Alternantenkriterium. -

j)”‘l-l —pn e (P”‘f-l _f) o (Pn ——f)

7 + 1 Nullstellen auf [0, 1]. Die Koeffizienten von p,., — p, alternieren
also, und da nach Satz 3 e

Sgll bn—l—l, w1l — (¥_1)”+1
ist, folgt sofort
sgit (bi, 41 — biy) = (—1), 2 =0,1,2, ... n

Das ist die Monotonie-Aussage. Die Konvergenz-Aussage folgt aus Satz 1,
weil eine vollmonotone Funktion holomorph ist.

Bewers von Satz 5. Vgl. Satz 3 und Satz 4.

Beweis von Satz 6. Dieser Satz ergibt sich direkt aus Iemma 1 und
dem folgenden Resultat von rRowLaND[6]: Unter den genannten Vorausset:
zungen gilt fiir die Interpolatiomspunkte u, von p,

¥, < < Vit 3 1=y, | o
(mit yo =0, v, = 1).
Beweis von Satz 7. Hierzu ist notig N

Lemma 2. f042 sei stetig. Dann existierl zu jedem (xg, %y ... %,)
ein £ < [0, 1] mat -

A 1]
for ] fern [_2' } " 1
Wt oo i 1= 2 {;{x —*2)}~+
foer2(e) [~ AN ) S z‘_
i <”r2>']lg)(x”' ) Z)thzo(.xf 2)

Das Lemma lolgt aus der bekannten Integraldarstellung der dividier-
ten Differenzen (z.B. sTRIFENSEN [7], S. 18), wenn man auf den Inte-
granden Taylors Satz anweiidet. H il »

Den Beweis von Satz 7 fithrt man so, daB man die in Frage kommen-
den Koeffizienten der Interpolationspolynome aus Satz G mit Hilfe der
Newtonschen Iuterpolationsformel durch dividierte Differenzen ausdriickt
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und auf diese Iemma 2 anwendet. Mau erhilt so

1 1
f(n) (—) iRy (—

2 20 fE2(E) w g
nl 2(n 4 1)1 (-] 2) 1 16 '

. .
) (—) fnr) (i)
dpp = — 2 2) | SorDE) a4 4
|

nl 2 -- ) mrol 16

und erkennt leicht, daf} unter den Voraussetzungen von Satz 7 diese Schran-
ken fiir by, gentigend nahe beieinanderliegen, um den angegebenen asymp-
totischen Ausdruck folgen zu kénnen, b, i, « 1d8t sich dhnlich behandeln.
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