MATHEMATICA — REVUE D’ANALYSE NUMBRIQUE
ET DE THIORIE DE L'APPROXIMATION

[’ANALYSE NUMERIQUE ET LA THEORIE DE L’APPROXIMATION
' Tome 7, N* 1, 1978, pp. 5156

SUR UN ANNEAU ISOMORPHE AVEC I’ANNEAU
' DE MIKUSINSKI

par
GHEORGHE HALIC
(Arad)

! ‘T, résultat principal de cet article consiste dans la construction, &
'aide d’une neutrice, d’un anneau isomorphe avec l’anneau de MIKUSINSKI.
Pour la réalisation de cette comstruction, il faut définir au préalable une
notion de convergence pour des opérateurs et donner une généralisation
pour le théoréme de ¢. rorag, concernant l'approximation des opérateurs.

§1. Soit 7 un nombre réel positif ou . Désignons par C[0, T'[ Ven-
semble des fonctions continues sur [0, 7'[ et par C*[0, 1'[, 'ensemble des
celles des éléments de C[0, T'[, qui ne s’annulent pas identiquement dans
aucun voisinage & droite de I'origine. Designons par f % g, le produit de con-
volution des fonctions f et g, donc la fonction définie sur {0, T[, qui pour
chaque ¥ < [0, T, prend la valeur

x

(/= &)(x)= S flx — Dglt)dr.

[}

I}{ésulte du théoréme de Titchmarsh, concernant lintervalle [0, T'[, que
sif,ig @ C*[0, T[, alors fxg appartient aussi a C*[0, T (voir [4]). Désig-
nons par M, l'ensemble

M :{i, f=C[0, T, g = C* [0, 'n’l.
g

ot la ligne de fraction note I'opération inverse de la convolution. Les €lé-
ments de M s’appellent opérateurs dans le sens de Mikusinski. Dans M,
egalité, l'addition et la multiplication se definissent de la méme fagon
Que dans le cas des fonctions numériques. Avece ces opérations, M devient
Un anneay, qui s’appelle 'annean de Mikusinski.
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. Vu que dans: [4] n'est pas défini aucune notion,de convergence pour
M, nous définirerons ici une comyergence, analogue avec celle définie dans
[6], pour le cas T = co. "+ "

Définition 1. Disons que la suite des opéralewrs (a,) converge,
s'il existe p < C*[0, T, afin que pxa, « C[0, T[ et sur chaque inicrvalle
fermé de [0, T[, la suite (p*a,) converge uniformement. Dans ce cas, disons
que la limite de (a,) est I'operateur

__lim(pxay,)

P

et mous désignons cect par Lim a, = a.

Montrons que si ‘cette limite, existe,: alors elle ne dépend. pas de
p e C*[0, T[. Soi r « C*[0, T [ telique 7#%¢q, « C[0, T'[ et sur chaque
intervalle fermé de [0, T'[, (#*a,) converge uniformement et nous mon-
trerons que

lim(r s ay)  lim(psa,)

v [

En vertu de la définition de 'égalité des epérateurs, ¢a revient a montrer
que p# lim (r#a,) = r* lim (p#a,). On sait (voir [5]), que si la suite (r*a,)
converge uniformement sur chaque intervalle fermé de [0, T[, alors la
suite p # 7 % @, a aussi la méme propriété et

' 1 i FHIAL WA 3 AR |
p* 111'1’1 (7 * an‘) =‘.’hm» (P*rr * (t‘”'),s, (R

Dans une fagon anaiogue,' a,liew
7y lim (pwa,) = lim (rxpsa).
Puisque 7% p*xa, = p*7xa,, il résulte la conclusion.

Remarque. Vu que les fonctions localement integrables sont des
cas particuliers d’opérateurs, il résulte que la définition 1 de la conver-
gence peut étre appliquée aussi aux suites des fonctions localement intégra-
bles. , : NP AT T

La limite introduite par la définition 1 a plusieurs des propriétés que
les limites ont d’habitude. ke S T

Nous allons démontrer seulement celles qui nous seront utiles dans
le §3. '\ M

Lemme 1. Si (f,) et (g,) sont deux swites de fonctions conbinues suy
[0, T'[; qui convergent dans le sens'de la définition 1, alors les suites (f, 4
+ &,) et (f, = g,) soni auwssi convergentes dans le sens de la définition 1 et

ont liew

Lim (f, + &) = Lim , & Lim g, ; ' Lim (f, #g,) = Lim f, » Lim g,
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Démonstration. Par hypotese, il existe p, ¥ « C*[0, T, tel que (p*f,)

ett'= (1'£>ql<g,,7) conyergent umformemen‘; sut .c.haque’i‘uteryallle fermé de [0, T[

e‘;; L, 0 T lin(p ¥ f,) legu ———‘Hm(“é’n)_ ;

., . , , 0 R

\}u;,quéfla suite, avec le terrﬁe de réng n . el ‘h

U Tewrxlfi k) =rx(pi) Lo (g,

converge uniformement sur chaque intervalle fermé de [0, T'[, il résulte
que (f, £ g,) est convergent dans le sens de la’ définition 1 et a lieu

lmf[p w7+ (fud )] _ limira(pxf)] 4 limfps(rog)] _
RELEEFSEN-R B ATy o

C UL (f, +g,) =

tim (3 o £,) JE limpr v g)

:f*linl(p*f”)j:p*]illl(‘}’tgn)
W o AL e alleg'hi i v

= Lim f, 4 Lim g,. qi) T

A L n {
.+ Vud que la suite ayec le terme de rang .»
_ : Apr)(fung,) = (pnfu)k(r%gy)
ééﬁVérg’e’ uniform_e’ment sur chaque' intérvalle fermé de [0, T[, il résulte que
(f ( g,) est convergent dans leisens de la idéfinition 1 et a lieu .

N Hal S A

I(illl (f" H'g”) : lim(p L 1") * (fn b é’nl L lim [(P *fu) kd (V*gn)] = e

px/V ok

[ 4 lim (p * fr) v lim (v wg,) : 1i11‘1 (P.*_,fg? '} lim(r "’ f?n) g2 (]—41111 f-ﬂ) *‘ (le gn).‘

”‘lW . : p *¥ : I il o LAl \ . :
b 1]

S gw b gn | Sy o) 8 oL . 4
L §2. L, emme 2. Pour chaque opératerir a < M, il cxiste une suite (h,),
e C[0, T[, qui converge vers a, dans le sens de la définition 1.

4 PFS.;.H le cas T = co, l'affirmation du lemme 2 a été donnée par c. FOIAS
ans 1. ] i T} {

; _!)tfm-unsh*zrfims. Dans la démonstration du cas général, nous utiliserons
?Bissg‘le lemme démontré dans [2]. ,,Si T, > 0, /, g sont somables sur
L I'g) et g est non-nulle presque partout dans le voisinage de l'origine,
L,’Or:;)ﬂ existe &, e C[0, Ty [, tel que (gsk,) converge en moyenne vers
/> De ce le_mme, il résulte le corollaire suivant: si 7', > 0, quelque soit
©>.0, il existe £ = C[0, T,] tel que

T,
S lg & b — fldt < ¢.
0

Corollaire sera utilisé dans la démonstratior dd lemme 2.
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Soit @ = M, ce qu'on peut écrire sous la forime a == / , f e ClO, T,

g « C*[0, T[. Il faut mountrer qu'il cxiste une suite (4,), 1, « C[0, T1,
tel que (%4,) converge vers 7 dans le sens de la définition 1. Nous allons

o

¢
construire (4,) dans la fagon suivante: prenons 7, tel que 0 < 77, < 1
et (T',) — 1" et prenons g, << 0, tel que (z,) — 0. Conformément au coro-

llaire ci-dessus, pour T, et e, donuéds, il existe &, « C[0, 7,1 tel que

L
i

S gk, - fldE < e,
0
Nous pouvouns prolonger les fonctions £,, tel que nous obtenions les fonctious
f,, définies et continues sur [0, T'[ (par example, nous pouvons définir
pour ¢ « 1T, T, 2,0) = k,(T,)).
Montrons que (%,) converge vers f, dans le sens de la définition 1.

Ca signifie qu'il existe o < C*[0, T'[, tel que puh, = C{0, T[ ct (pxh,)

converge uniformement sur chaque intervalle lermé¢ [0, 7%] | [0, T

VErs p o I Soit p=1lxg < C*[0, TI. Il est évident quc pxh, = C[0, T,
4

car la convolution de deux fouctions continues est une fonction continuc.

Nous montrerons que, quelque soi 7%, 0 <2 1% < 1, ((1xg)%h,) converge

unifornlenlcnt SUr [O’ ]‘liv VErs ]*g s j =3 1:::/‘J cest a dil\,‘, (111@](“16 soit

g
¢ <L 0, il existe un entier positit m, tel que pour chaque # = m ¢t pour
chaque ¢ = [0, T[, [(Isgxh)() — (Lsf){)] < <.
Des hypothéses faites sur les suites (7°,) ¢t (g,), il résulte qu’il existe

My et m,, tel que pour chaque n > my, T, > T* et pour chaque # > i,

g, < e En désignant par m le maximuni de g et iy, nous avons pour

chaque » > m, [0, T*1 C [0, T} et ¢, << ¢, ct pour chaque [ < [0, T%]
(L g B)(0) = (La/)O] = 1(1x g = h)(0) — (1xf)0)] =

(A

= (1 (g sk, — )] = g<g=== by — 1)(F)d= sg (g% k, — f)(=)

g Ly
< § sk, =Nz < (lg by — RN < oy < c.
0 0

Par cela nous avons démonstré qu'il existe nne suite (2,), qui converge
vers a M, dans le sens de la définition 1.

§3. La construction d’un anneau isomorphe avec M. Nous maintenons
toutes les notations introduites dans les paragraphes précedents de cet article.
Soit F, 'ensemble des suites ayant, comme termes, des fonctions de ¢ 0, T'[,
soit Iy C F, le sous-ensemble constitué des suites convergents dans le sens

: JR U JE -
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de la définition 1, et soit N(F,, le sous-ensemble des suites ayant la limite
zéro, dans le sens de la définition 1.

THEOREME 1. L'ensemble Iy, muni de Uopération d’addition habituelle
¢t de Vopération de comvolution, forme wun anneau.

Démonstration. Comformément au lemme 1, il résulte que tant la som-
nie que le produit de convolution des deux suites convergentes, dans le
sens de la définition 1, est un suite convergente dans le sens de la défini-
tion 1. T,es axiomes de l'anneau peuvent étre aisément vérifier.

THEOREME 2. L'ensemble N forme un idéal de I,

Démonstration. Si (w,) et (v,) appartient au N, alors elles sont con-
vergentes dans le sens de la définition 1, et Lim g, = 0, Lim v, = 0. D’apres
le lemme 1, il résulte Lim (u, — v,) = Lim p, — Lim v, = 0, domne (p, —
—v,) e N. D’aprés le lemme 1, il résulte aussi que pour chaque (v,) & N
ct (f,) e Fo (f,%v,) converge dans le sens de la définition 1, et
Lim f, % v, = Lim f, % Lim v, = 0, donc (f, *v,) = N. Donc N eést un
idéal de F,.

THEOREME 3. L'ensemble N forme une neulrice.

Démonstration. Pour vérifier la définition de la neutrice, prenous v, eN,
Il existe p & C*[0, T'[ tel que sur chaque intervalle fermé de [0, T'[,
(o3 v,) converge uniformement vers zero. Supposons ue (v,) est un suite
stationaire, donc pour chaque entier positif #, v, = v. Le fait que (p# v)
converge vers z¢éro, implique o v == 0. Puisque p  C*[0, T'[, d’aprés le
théoréme de rrreEmarsH, il résulte que v == 0 sur [0, T'[.

Désignons par 9, Uensemble F (/N = {(f,) - N, (f,) « Iy}, dans lequel
hous définissons J'addition et la convolution des classes d'apres la maniere
habituelle, utilisant pour chaque classe un représentant de celle-ci. N
¢tant un idéal, les définitions des opérations ne dépendent pas des repré-
sentants, et M a une structure d’anneau.

THROREME 4. L'anncaw S construit dans ce paragraphe est 1801107 2 1e
avee anneau M des opéralcurs de MIKUSINSKI. '

Démonstration. Considérons Vapplication 7: 8 - M, qui attache 2
une classe de M, la limite d’une suite de la classe tespective. Montrous
que la définition de ¢ ne dépend pas du choix du représentant. Soit (/)
¢t (f,), deux suites de la méme classe et soit a et 4, les limites des suites
respectives. Il faut montrer que @ = @. Puisque (f,) ct (f,) appartiennent
4 la méme classe, il résulte qu'il existe (v,) « N, tel que pour chaque entier
positif #, f, — 7 = v,- Fcrivant que les limites de ces deux membres sont
€gaux, et tenant compte du lemme 1, nous obtenons « — d = 0, d’otl la
conclusion.

L'application 7 est injective. Ceci revient a4 wontrer que si deux sui-
tes out la méme limite, alors elles appartiennent a la méme classe de 9N,
Le fait que les deux suites ont la méme limite implique d’apres le lemme 1
que leur différence a la limite zéro, donc appartient a N, ce qui signifie
que les deux suites sont de méme classe.

L’application 4 est surjective. D’aprés le lemme 2, pour chaque opé-
Tateur ¢ '« M, il existe une suite (fu), foe C[O, T'[, qui converge vers a,
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dans le sens de la définition 1. Donc, a sera l'image par lapphca’uon 1 de
la celle classe de 9, qui contient la suite (f,).

Jusqu’ici nous avons montré que ¢ est une ‘application bijective entre
O et M. Le fait que l'application 7 conserve I'addition et la convolution,
résulte directement des propriétés de la limite contenues dans le'lemme 1.

THEOREME 5. L'annéau S a un sous-ensemble isomorphe avec: C[0, T'[.

Démonstration. Désignons par i, le sous-ensemble de 9, constitué
par des classes qui contiennent des suites stationnaires 'des fonctions de

C[0, T], et par x, I'application »: C[0; T'[— Jltl, qui attache a la fonction
feC[0, T[, la classe de 9, qui contient la suite stationnaire ayant le,
termes égaux avec f. Montrens que 1 apphcatlonx est injective. Pour cela
supposons que f, g= C[0, T, x{f : . 1/égalité »(f) = x(g), peut étre
encore écrite (f) + N = (g) - N !

D’ici i1 résulte qu’il existe pL,,, e N, tel que () + () = (&) + (va)-
11 résulte que (f — g) e N, ce qui nnphquc d'apres la définition 'de la neu-
trice que f — g =0, donc f = g. La surjectivité de x, et aussi le fait que
I'application » conserve les opérations, résultent nngdlatcment Donc
x est un izomorphisme eutre C[0, 7'[ et &l,. :

Remarque. Le théoreme 5 pour1a1t étre obtenu aussi sur une voie indi-
recte, utilisant le théoréme 4, d’aprés quel 8L est isomorphe avec M, et le
théoréme qui affirme que M a un sous-ensemble isomorphe avec C[0, T'[
(démontré dans [5]). Méme d’une fagon plus generale on sait’que ‘M a‘un
sous-ensenible 1somorphe avec Vensemble des fonctions localement inté-
grables sur [0, T'] D’aprés le théoréme 4, il résulte que L a aussi.cctie pro-
priété. : ‘
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