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j 'iT,e résultat ptincipal de cet article consiste dans la construction, à

l'aide d'une 11eüt1ice, dun artneau isorrrorphe avec l'atttteatt c1e lurusrNsrcr.
Pour la réalisation de cette construction, il faut définir au préalable uue
notion généralisatiorr
pour 1e des oPéra-tenrs.' $1. r. c[0, {'[ t':"-sernfÍe l'eusemble des

celles des éléments d,e C[0, T[, cltri rrc s'annulent pas identiquement dans
aucrln voisinage à droite ãe l'origiìe. Designons Pll l.x g, le_produit de cou-
volution des fónctions / et g, cloìrc la fonction définie sur [0, 1[, qui pour
chaclue x e 10, 

.I[, prend la valeur,

Il résulte c1n théorème de 'I'itchrnarsh, concertta¡t f itltert'alle [0, 1[, clue
siy','g = C*[0, f [, alors/xg appartiernt attssi à C+[0, ?[ (r'oir [4]). Désig-

atlneau, clui s'appelle l'anneau de rllikusinski.
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Déntonstuatiotc. Par.þvpotèse, i1 :xiste p, ( e ÇT[0, Tl,telquç (p*,f,)
et.,(r1g,,) convergerrt uniforrrement sur chaque intervalle fermé-de ib, 

"iet' !' 
'

i, i'' , ,,çinr ,¡,, -, 
lin('a * f"); firn , 

g,,, _-li+(, * gì. 
.

.p1'
tl

úr,,qo",la suite, avec le terme de rang n .,' " : :

rirt': p xr*(f,,-Lg,,) :r,r(:pxf^)+'*p *Qx'g1,¡)

con\/erge urrjformernent sur chaque intervalle Jermé de [0, T [, il résulte
eúe (.f,, f g,) est convergent dans le sens de laidéfinition 1 et ä üeu

,i ,Li* ("f,, L g,,) : !?j*Ïù: :

't . l

, ,i, : Lim Í1'-I\Iy1 s',.,

. ; 'r Vu que .la suile ayec le terrne dg rqng.n : 
,

'r,iri,,,,,,, (p*r)x(f,,*9,,),: (.pxf")*(rxg¡)
'ri.,'cönverge uniforurement sur chaclue intcrvalle f¿rmé de [0, Zf, il résulte clue

(f,;'*g,¡),est coniiergent dans leisens de 1a;définition 1 et a lieu

;., ;1. I

,l', :'::i#+:rùlQ:å)i u:-q,ï¿ (r1i*,f;,) * (r.im g,,).
rl {

It',, = C [0, T[, r1u,i conaerg, ,rrr'o, d,on, le set,ts-clc in ai¡ll,riltlon,t.

la démonstration du cas générai, nous utiliserons

sera utilisé dand' la démonstratioir du lemrne 2.

t':'l

li'm(r * g,,\

lgxh:fldt<e',
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ce

r,in ("f ,, * ß,,) : lin (p * r) | (f,,,,
P* r

lenrnre 2 a été donnée par c. rorag

ré dans 12
pfesque

To [, tel
te ie

Pour le cas ?: co, l'affirmatiou du

I)ans;

lerrrme, il
existe /¿.. =
et g est non
leurure démont

,/'," De

_ r t li¡¡(p * f) I p xlitt.^(y * gn) _'lìrn(p *J,),
- i i- i-rl--- r: l----;,:tP*v p

, liru [(p *.fr,) * (y * g)]
t ?*r

et nous d.ésignons ceci þør Ltm an: a,.

Montrons que si 'cette limite, existe,,' alors elle ne dépend pas de

p c C*10, ?t, Soi z e C*[0, 1[ tel ,$y9 r*Q,, .; C[0, 1[ et sur chaque
intervalle fermé de [0, Tl,'(,r xa,) cohverge trnilormement et nous mou-
trerons que

,*ii^('e*a^¡")lim(z+P*ø,), 
i' 

,,

Pnisque r>'rp*&u:p*r*ct,,, il résultelaconclusion. 
\ 'ì

R e rn a r q u e. Vu clue les fonctions localement integrables sont d.es

cas particuliers d'opérateurs, il résr,rlte clue la définition 1 de la conver-
gence peut être appliquée aussi aux suites des forrctions localement irrtégra-
bles. ,; r, r,l

la limite introd¡ite par ia cléfinition I a piusieurs des propriétés que
1es limites ont d'habitude. :, ,i i

Nous allons clémontrer seulement celles qui nous seront utiles daus
le g3.

liur(p * a,,)

r. i cÈlËoRçHb U,\liC 2

p

p

lím(r t ar)
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Lernme 1. S¿

, Gl,ors11cona

+
onl

.nlest pps,défini 4ucune nqtion de
icj une côn¡çrgence,' analogue aveè

@,
que lø s'uite des oþérctl'eurs (o") co

ae p*ø* e C[0, Tl et sur chøque in
conuerge unífortnement. Dans ce c&s,

cle

d.es

' de lct
sont cleux

_ linr(p + ø,,)

afin q

de (a,) esl l'operateur

le sems

(p* o")

et (9")

inition 1. Disotts
s'i| existe p e C*[0, T[,

le cas ?:

Tl, lø suite

Déf

fermé d.e 10,
que la limìte

[0, 7'['

[6], pour

Vu que dans, [4]
tr[, no:us définirerons

convergencç polu
celle défirriê dans

contin*cs sur

et

i; '' ,

Dans une façon analogue, a liçu

:l '
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Soit ¿¿ e ì,1, ce qu'o¡ 1-'cut écrire sous la fon¡re n == I , f ,.- CL},:t'1,
g n Cr,'[O, 7't. I1 farrt rrrontlcr r¡u'i1 cxistr uut, srrite 11, ,,i, J,,, .- (:[0, T'1,
tel que (/r,,) coru,erge \-ers / , ,1n,r, lc st'ns cLc 1¿r clcilirritiolr l. Nous ¿rllons

constrrrire (å,,) claus la îaçàn suiva¡tc: 1)renolrs 'l',,, tcl clrrc 0 i 7',, { 7'
et (7',,) --- 7- crt l)Terlolrs 4,, .- 0, tel cltrc (.,,)-- 0. Conlonrxlrrrr:lrt ar1 coro-
llaire ci-dess11s, 1)or1r 

'l' ,, et e., clorrrrós, i1 e xjstc h,, e= (,'. [0, ?',. ì tcl c¡rc
'l 

,,

( ,,.,.t t

) 
r ,* 0,, J ldt < a,,.

Notts pottvons proloriger les fonctions År,, tcl qrle lloris obtcuic.,trs [r:s fouctinrrs
å,,, définies et coutinues sllr 10, 7't (par exnrrrple, rrorrs porl\¡olrs définil
¡rottr I e: fTn, Tl, Ìù,,(t) : h,,('l-,,)).

Montrons clue (å,,) coll\¡cïgc.,"r, /, dirns le serLs cle la rlóljuition l.
Ca signifie qu'il existe p c=C.i;i.0,7'[,'telqrre p*1t.,,,=(,.i0,'i'[ ct (pxå,,)
cortvefge uniformenrcrrt srlr chac¡re iritcn-allc lernrci 10, Z''rj U t0, 7't.

f ..vcrs p '¡ r. Soit p : 1* g o C'' t0, 7'l Il cst ér,iclerrt clrrc grnlt,,r= C10,7'1,
ø

ca"r la convoltrtion de clcux lorrctiolrs contirtres cst. urrc loncti<-¡ri continrrc.
Nous rnontrcrorls c1ue, qrrelcluc soi 7'':', 0 < ;/'1' < 7', ((1*g) xñ,,) colrvergcì

tttriforrnenrcnt sur [0, 7'[, r.crs I * !,i, ! -. I,¡.1, c'est ii clilc, cltrelc¡ue soit

e < 0, il cxiste rrn eutic'r positiù,r, t[t qrle l)or1r c]rarluc n >, ttt t:t pc-rrrr-
r:lrrrqne I .= [0, f L, l(l *S *,1r,,)(t) - (1,r,./)(l)l < e.

I)cs hypothèses faites sur lcs srritcs (7',,) ct (e,,), jl rósrritc qu'i1 existc
ttt, ct tnr, tel quc porlr cltac1trc )t, > :il,r, 'l',,;>, 7',r et ltolrr chaclnc )L > ilt¿
Ê,, { a. Iin ciésignant lrar ø¡ lc uL¿rxirurrrlr clc in, et i,tt.r, lrous avolls porir
cìracltre tL > :n, 10, 7"" j C t0, 7',.t ct ett -: e, ct pont- r.hac¡rc t <= 10,-7-tl

i(l r,g,i, lt,,,)(t) - (1,:,1)(l)l .- i(1r,g,t lt,,)(t) (l,r,/)(t)l .,-
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de la définition 1, et soit I/CFo, lc sons-enseru.bie des suites ayant la limiLe
zéro, cl¿urs le serrs de la délinition 1.

r.rlrtonÈ¡rr1 |. L'e.tt,sentble Fo, m.utti tlc I'oþérøtion d,'ad,etition habituelle
ct cle I,' t, de conuolutiott,, fortn,e u,rl, øil,rLea.u,.

Dét on. coníormémenl au lern're 1, il résurte clue tant la som-
lrre que uit de convolutiorr dcs deux suite's conveigentes, dans le
selrs cle la cléfinition 1, est un snite convergente clans le seãs de ia cléfini-
tiou l. r,es axiornes de 1'anneau perrvent être aisémeut r'érifier.

'r'nÉonÌl¡lq 2. L'ensentble N fonne utø idéql de Fo.
Démon.strøt'ion,. si (p") et (v,,) appartient aú lv; arors el1es sont cou-

vergentes dans le sens de la cléfinition 1, rèslc lerume l, il résulte tim (¡.r., - v,,)
-- '/,,) G N. D'après lc lenrrne. 1, il ré Nct (Í) = I" o, (f,, x v,,) converge da et.I 
,ittr f,, * Vr, : I,in:r f,, x Irinr 'i,,L 0, ull

idéal de 1ì0.
'r'rIEOrliìMÐ 3. L'cttsentltle N ,fornt.e wtc t¡,cttlt,,ict:.
Dénrcnstr ation,. P c¡ur r,érifier la dé

11 existe p € C*[0, f I tel qrre sur
(g * u,) converge uniformernent vers
stationaire, donc pour chaclue cntier
corrverge vers zéro, iurplique p * v =:
théorème de rrrcr¡lraRsÍr, il résultc clue y:0 sur f0, 7'[.

Dé.signo's pT,?l!: l'ensenrl.leIìo {(,1,) + N, ("f,,) .= lie}, cla's lct1ut,l
ttc¡us c1éfinissons l'adclìtiort et 1a cor iòìì ites clasðói cl'àpiós 1,r manière
habitr.relle, utilisant rru représcntarrt cle celle_ci. N
cltant rrn icléa.l, lcs c1 or1:ì nc clépcnclr:nt pas cles re¡l-é_
serrtants, et 9iL a une

t'llílcrnÌirtrt 4. l-'att'ncnu, ìl( cou.strrti,t drLns cc þurugru.þhc e st isont.tt;.i,,ìtc
uucc I'rnLtr.eøtt, Ì,1 des oþéralcurs r1c lrrn.,Sr\rsr<1.

I)é.utousLrali,oto. Colsidérous 1'apPlication ø : Sli . )t, clrri ¿rttachc ¿ì
uue clas-se. cle 9lL, la liuiite d.'utre sìrite c1e 1a class" r"sp",,tivc. l,Ior-rtr. ;r;sqttc la définitiort rlc t nr: c1éperrcl 2as c1u choix clLr rc¡,råscntarrt. Scrit ¡7;jtt (¡,,), cleux suites clc 1a nrênic.àrr" ct.slút n it ¡', rir-!;ì"it"r,1*. sr,iiili

l)ttisr¡u,, (J,) ct (f ,,)
(v,,) .= À', t.l 11ur. 1;our

,',,'oäï,1:,-* :1"ïn -= o, c1,orì 1a

revicirt ¿ì ruontrcl quc si clerix sLii-

i ïn:iî iib in'å'å :J;; 
" 
:' î: i*ff , ;'''t

onc appartient à N, ce qui signifie
SSC.

,"r^.!'"pp1i""..tig." z est surjectivc. D'après lc lcmmc 2, pour chaquc opi-rarcur ø e A4, il existe rurc srrite (Í,,),- r,e c[0, zf, ciui'converge vcÍs &,
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-- l(1 'r. (g ,r l¿,, .- /))(l)l : I
(9,', /r,, J)dd.

1

0

(g ¿, h, - Í)o drs

.i (g*k,, -- f )(r)elr { l(g ìr k" - f )(r)ldr .- e,, < e

Par cela lrous avons dérnonstré c¡r'il existc uuc suitc (1,,), rlLri colrveïge
vers 4 e .r1,1, dans le seus cle 1a cléfinitiotr 1.

$3_. I'a corlstruction d'un alllleaL1 isomorphe &\¡elr .l/, NoLLS mainteuons
tourtes les notations introduitcs clans les llaragiaphes préccclcirts de cet article.
SoitF, 1'ensernble cles suites ayarrt, corruc t.-errics, cies lonctions de c 10, T-1,
soit Fo ç F, le souij-enselrlblc constituó clcs suitcs courrcrgeuts clans i" r"o.t
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plans superposés, contenant des famiiles de lignes
plans, a été utilisé pour la première fois par W

(1)

nomographyq
de variables

t6
d.e

NJargoulis [B] pour
tiöus contenant un

ppliq.
tions

onze

phyque de cluelques éc1ua-

est compris entre
ue pour certains

Plus tard, dans l2l, [3],

dont le nombre

la représerrtation nomogra
grand. nombre cle variables.

ué ce procédé],onaa
deux équa

i4l, tsl,

fe nomogramme à
cotées sttr 1'un de d.eux

-fu, .f ,, 8u 82, 8s, 8s, g, remPlissent
[1] pour qu'elles représentent les

canonique (1) met en évidence le
avec le paral1élisme D'llD, déter-

,, Fr, Í',, fr, Í"
et suffisantes

llomogfamme. Ira forme
(ft, 8t) t:t (-.f2, gr), qlui,

d'un
double

rìr(f, * f, I ft, h -l &z * gr; hn) : 0
F,(ft*f,*"fu, $I gzI8u; kò:o
F"U' I Í, * Ír, h i gz * gr; hr) :0,

dans 1e sens de la cléfinition l. I)ouc, a sera f image par l'application I de
la celle classe de Ðli, qui contient la suite (/,,),

Jusqu'ici rlous avons rnontré qtte i est une applicatiort bijective entre
At ei M.I,e fait que l'application=r. couserve l'addition et la convôlutiotr,
résulte, directement des'propriétés cle la liurite contenues dans 1e,lemrne 1.

TrrEoRÈME 5. L'øu,neàør ffiL ø un sous:ettsenoble isQmorþhe øuec C [0; 
"[.DéflLonstvq.tion. Désigtrons par Ð1t., 1e sous-ensemble de 9li, constitué

suites stationnaires des fonctións de
0; 7'[ -- Ðli r, clui attache à la fonction
ntient la suite stationnáire ayant le,
application x est injective. Pour cela
x(,g). I''e3atité x(f): ry(g), peut être

encore écrite (/) + ¡¿ : (S) + ¡ü.
D'ici i1 réiûlte qu'il êxiste f1,,,\,,G N, telque (/) f (pi,) : (8) + (v,).

11 résulte que (/ - g) - N, ce a défiirìtiou'de la neu'
trice que f - g: 0]'donc /: x, et aussi le fait que
l'applicatiou x conserve les ilnódiateurent. Donc,
,<' ìêt un izomorphisme entrc

Remørque. Lè théorème 5 pourrait être obterru aussi sur une voie indi-
recte, ntilisãnt 1e théorème 4, d.'àprès quel &lL est is'ortrorphe avec ùI , et \e
théorème qui affirme que 111 a un soui-enseilble isorrorphe a\¡ec{'C[O,'¡[
(démontré dans [5]). l{ême d'une façou pltts générale, on sait clue M I tl
sous-ensenible isomorphe avec l'ensemble cles fonctions localeructrt inté-
grables sur [0, 7'I D'après le théorènie 4, il résulte c1ue.1ìL ¿r attssi,cctte pro-
priété.
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