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PRELIMINAIRES, D'aprés priNGsHBIM, [8], une série nunérique, v,
converge — par définition — plus rapidement qu'une autre série numérique,

Yu,, si le rapport 2 de leurs restes correspondants tend a zéro pour n — .

n
(Cette définition suppose que 7, ne s'annulle pour aucun # < N.) Aceélérer
la convergence d'wne série Su, signific u/}/)hqmr a Xw, wune lransformalion
o

A qui conserve la somme, donc S_\n‘ ? du,, mais que la transformée,

ZAu,, converge plus vite que lu série J*igim’llc’ Zi,. Dans le cas des séries

A termes positifs la relation 2 la limite " = 0 implique pour les restes

o

correspondants ** 0 si n > 00: ce fait nous suggere de chercher —
Fn
£

Premiérement — une transformation B tel que Z: i, S\Bu et lim2 —q.

oz My

Une telle transformation conserve la somme et alLCLIeIL au moins la con-
Vergence a4 zéro du terme général de la séric. Un deuxiéme probléme

Sera d’examiner les conditions pour qu'une transformation B soit une
transformation 4.

$ 1.

_ 51 on con<;01t d’une fagon snnple loperateur B, 11otamment comme
Hie multlphcatmn du terme u, par un facteur «,, alors on arrive a cher-
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89  ANDREI NEY 2

chef usie suite (o) tendant a zéro si n— oo et pout laquelle D u, =
i

o)
= Z: &, u,. On obtient le
1

THEOREME 1.1. Pour qu'une séric numérique convergente, Zu,, (véelle,
complexe ou de quaternions) & termes non-nuls, puisse étre transformée dans
une série cowvergemte Xv, avec la comservation de la somme et soummise

simultanément & la condition Hm = =0, il faul et il suffit qu'il exisle

n—0 Uy

une suite numérigue (o,) avec im o, = 1 ¢t orthogonale & la suite (u,),
#-—>» 00
[s0]
Cest-a-dire Q3 w, u, = 0. Alors on aura v, = (1 —o,)u, (# =
1
oD

= N).
o0
Démonstration. Regardant la nécéssité : de I’égalité >ou, = Yov, suit
1 1

0 ©
v . . v , 14
Do, —v,) =0=> (1 -— —”] u, ; et puisque lim -* =0, résulte w,=1 — -~
i 1 Uy n—c0 My Uy

(n e N), qui satisfait les conditions imposées. Regardant la suffisance:
s’il existe (w,) dans les conditions précisées par U'énoncé du théoréme, alors

[e] : oo <] :
El Uy — 20)" ", = El (1 - (1)") u,

et la transformation demandée sera:

o0

@

(1) ;u” = 21 (1 — o,)u,.

On verra tout de suite que la transformation (1) du type B est
aussi du type A4 si la série 4 transformer est 4 termes positifs.

Remarque. 1.1. Bien entendu qu'une transformation du type
(1) se réalise aussi, si (w,) est substituée par (Aw,), (A constante nou-
nulle), ainsi que par une combinaison linéaire pondérée des suites ortho-
gonales du type (w,).

Dans ce qui suit, on présentera ume méthode pour chercher une suite
(w,) orthogomale & la suite (u,) et satisfaisant la condition lim o, = 1.

11—>00

1.1. Soit Zu, une série numérique (réelle, complexe ou de quaternions)
©

absolument convergente, pour laquelle u, # 0,s,# 0 (n <= N) et s = 2 u, #0.
1

S 1 ’ ‘e U . .
Considérons au préalable la série 2 2 qui sera aussi absolument con-

Sn
. u. . . .
vergente, car lim |;"~| = [s| # 0. On applique la sommation par parties,
L n—o0 |Uy L .
Sn
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d’Abel, [2]1

", 0, = Sy, — Wit S w — § = ;
= e ] ) k( k + ) + ntp Wipp1 n Wnt1 Sy ‘;1 o,

et on pose # = 0 (par définition sy = 0), d’ol

b $
Z:“» Wy = 2 Splwy — wp11) + 8p 0py1.

En faisant p — o0 et en imposant la condition d’orthogonalité, tenant
compte du fait que w,.; — 1, on obtient
00 €0 - '
0 =2uh 0, = 2 S,,(co,, = Cl)k-f-l) + S,
d'oit

(2) $ = i Uy = isk(mk+1 — 0y)

(cette dernilre identité étant valable méme pour une série ,simplement’”
convergente !). On cherche a identifier les termes du méme rang des deux
séries figurant dans (2):

4 LIPREN u
ty = Sp(@r1 — ), doft wypr — 0, = % (¢ eN)
Sk
n—1 1

On y applique I'opération D, d’olt: w, = w420 (1=2,3,...). On
1 1

Sk
; o o0
Impose la condition lim w, = 1, et on obtient 1 = w, + Z:”l‘ donc
7= 0 1 Sp
0 " n—1 0
. Uy 22 13
0)1;-1—E~+2_:1_ -
1 S 1 Sp no Sp

00
; 11y, ’ ‘o 4, .
Or, 2: est le reste 7, ; de la série convergente y ™. Ainsi on arrive
# X S
B ’ . e &
au r{ésultat = ,,théoriquement” constructif —

1 —w .y, pour w=23, ...
(3) o, = o =
" 1 —E—l‘, pour # =1 (1’6 — Eﬂ‘)
1 S 1 Sy
S On peut montrer directement l'orthogonalité de la suite (3) a Ila
¢ (u,), en utilisant de nouveau la sommation par parties d’Abel:

nyﬂ) Hn+p o
S (=7 ) =3 s, (L= 7hms) — (L= )] + spupl(l = #hsp) — 5,(1 — 72).

231
: #+1
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Pour n =10 (s, =20) o,
b

» b,
2ol = thet) = 20 sylrk = 7o) 85 —rp) == 2wk sl =) =57

1

k23 . . . c
(car Fr_1 — Tk :J‘). Te dernier membre du systéme ci-dessus a comine
Sk
o0
o e : - ,
limite zéro, pour p — oo (car 75 —0 et s, — s), donc D o, (1 — ru1) =
1
= 0.

1.2. On envisage ensuite
(w,) qui satisfait aux conditions du théoréme

une autre construction théoriqgue d’une suite
1.1. Soit la série absolu-

"
‘ = , .
ment convergente dont la somme est s# 0. Si on mnote s, :Luk et
1

[oa]

v, = 9 1, alorsm, =

w1

quant la sommation par parties, d’Abel:

£ (s, — #a—1) > 1 (n > w). En effet, en appli-
S

np e
Uy — (8 — 7e1) =
n41 s
ntp -
1
== ? n2+l Sk_(Sk — ¥hp—1 — Sk+1t+ 7’;;) + Spap(Surpr1 7'»+P) — Sy(Sut+1 — 7:;)] ;

en y mettant #» =0 et par définition s, = 0, on obtient

? ) ~ '
1 1
N E}uk(sk — ) = - [—;Esk(uk + tpr) + Sp(Spe1 — )|

i i

Puis, en faisant p -» oo, il résulte :

® w0
1 1
N El wy(Sy — 7a—1) = i [Sz = El s, (#, + uk_H)] =
<) «© |5
1 1
= leuk };sk(%k + m+1)] iy 21 (sat), — Sptby, — SyMpt1) =

o0 o0
1 1
= :21 (rytty, — Sythh+1) = N 21 [, 7, — {7y — Ths1)] =

= i—; (g — s3) 73 + 5;;"’;:4»11-

0 o0
Donc: D0, = 2 (741 — Sp—ary) = 0. C.Q.E.D.
1 s 1
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1.3, Dans le §3 on verra des séries convergentes a termes positifs,

w

. 1 . , P

pour lesquelles lim 241 0, et pour ce dernier motif les transformations
n—m My

usuclles n'ont pas Veffet d'accélérer leur convergence. Dans ce cas on

peut toujours construire effectivement une suite (o) conformément aunx con-

Jitions des théorémes 1.1. et 1.2., a Vaide de laquclle on réalise I'accélération
122
(n e N); lim =

n—rco My

w
de la convergence. En effet, soitY  w, =s e Ry, u,>0
1

=0 et par définition #y = 0. On a évidemment

0 (s
=] K
Pt - 2
T N

L Sp41

o s o (1
oy s 1 11 s,
u,,+1) — (0, autrement: 2_/( CEaL o B B )u,, =0, d’ott
. 1

ST Sy Mn

Sy un-{-l £y
—1 (n— o) et S w,u, = 0.
4 1

S +1 Uy

Alors,la transformation (1) appliquée a l'aide de cette suite, accélere la

.convergence de la série Zu,. Les caleulateurs sont convenables pour ce but.

§ 2.
La transformation formulée par le théoreme 1.1.
formations classiques.

inclut des trans-

o
. SN
2.1. LEXGENDREMENT DE LA TRANSFORMATION DE KUMMER. Soit 2, u#, =
1

= § (s, nombre inconnu ou difficilement approximable) ; on met en jeu une

sétie qui sera déterminée aprés et qui aura, par suite, une somme connue
W

IS

g :21),,. On en forme une série a
L
oz
donc 21‘” = 0. On complete la série 2 %, avec un terme fictif wu,, donc
Q

sommie utlle en mettant vy = — o,

o)
?lt,, = u, + s, ¢t on cherche a déterminer unc suite (w,)¢ orthogonale
4 la suite (u,)¢. On derit

Wolkg 4 0116y + .o o, + .. =0,
¢t on impose

Wyl = Vg = — G, Wity == Uy, .., W0, = Uy,
dJO\‘l Vi g b N g .
1 @, = (< N), puis on soummet (v,) & la condition lim w, = 1,
Uy N0

done (v,) doit étre assymptotiquement égale a (u,) et par suite v, > 0

(» & N)." Conformément a (1)

© o0 i
; Uy = ; ( = i’",] Uy

Uy
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d’oli, en détachant les termes initiaux des deux membres de llégalité
précédente :

Ug + Zu’n = (1 - 1)’?) Uy _I" 2(1 - g”\, Uy,
1 Uy i U L

13

(c :i‘UJ’

Uy 1

“ M=ot 3 (1",

qui est justement la transformation de Kummer sous la forme présen-
tée dans [2], et qui accélére toujours la convergence si X u, est une
série convergente a termes positifs, [4]. .

Remarque 2.1. La transformation de Kummer appliqué au séries
trigonométriques, [3), [11, accélére effectivement la convergence de celles-ci —
— vu le théoréme 3 que l'auteur a publié¢ dans [7].

2.2, LA DETERMINATION D'UNE SUITE (w,) POUR UNE SERIE ALTERNEE.
Soit X (—1)*-'wu, avec u, |0 (n-> o0) ct lim Dt~ 1; on note s =

n—o 1,

0
=3 (—=1)*'u, et on applique la sommation par parties, d’Abel, [2]:
1

#n+p nkp
(4) (1), = 2 Sildy — M) Suip Mnpin i Subtnit
n-t1 n-t1
: 1|22 e i |
olt s,== 2 (—1)i"! =————+— . On pose dans (4") n =0 (par définition §
s = 0), I)uis on passe a la limite: p— oo, d'oit
28] o
s = 0 (=1t = 3 s, — the)
1 1
et d'ici:
= 1
o1ty 0 (=D — )| =,
1 = i
qui se transforme en mettant (—1)#-'u, en facteur:
(2o} -
P L | Lt A )
T 2 i
Par suite o, =1 — —;— (=1~ 1) |1 — 1—1@‘—*1), k =N, ou autrement
! ug, . .

[ 1 pour #n pair
W, = 1 Hyppy

Uy

pour # impair,
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évidemment lim o, = 1. Alors, la transformation (1) avec (w,) qui vient

700

d’étre déterminée, sera
( “2110

s:li(—-l)"_lun= E‘l -

m=1 " Yam—1

o0
= 2 (M'mel N MQ‘“) )

ceci veut dire qu'il faut coupler les termes de la série alternée deux par
deux, pour obtenir une série a termes positifs X v,, ol v, == Usm_1 —

— Uam (m GN), [7]

2.3. SUR LA TRANSFORMATION D’EULER. Cette transformation, [2], est

) > (—1re =3

ott A%, = a,, Aa,= Aa, = a, — agy1, A"'a,=A8A",), (n < N) et
(—1)"a, est une série numérique convergente (pas nécessairement alter-
née — la notation ci-dessus est adoptée pour quelques avantages formel-
les). On congoit comme suite (w,) néeésitée par la transformation (1):

)(_1)211;—2 C Yo =

Ara, ,
2n+l

1 Ala,

I @, = 1 + m"(—i "{T ('ﬂ = O, 1, M )
En' effét
A s : o0 . A,
};: (_1)“%5(‘);1 i 2{; [(—'1) @, — 2;;—-1} =0,

tenant compte de (3). Pour que le térme général de la transformée tende
plus vite 4 zéro que celui de la série originelle, il faut et il suffit gu'on
SRR oz by . i 1 Ata : [ 5
alt lim w, = 1. Ceci implique lim —— —— = 0. Conformément au théo-
oo 2 A "

3 . o . A d .
réeme de Toeplitz, [2], on a lim == =0, car lim «a
1 x ’ AL A= 0

dition est donc plus exigente, — la transformation d’Euler pouvaut aussi
: P B A o " :
retarder la convergence 4 zéro du terme général.

| =0 e

= 0; notre con-

n

2_-’(». SUR LA TRANSFORMATION D’EULER-ABEL. Cette transformation, [1],
8¢ rapporte & une série de puissance (réelle ou complexe, méme de quater-
hions) Y g, 2* avec lim <2 — 1, donc pour laguelle le rayon de conver-

oo @y

gelce est 1; notamment

(6) i a, 7= i

a1 -z

L\anfl .1[, N
1 ott Aa,_{=a, —a, ;, a =10

i
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La suite (w,) sera donnée par

| Aa

w, =1— i (n=0,1,...)
l -5 a,
l'orthogonalité se vérifie facilement a l'aide de (6) et lim w, = 1 résulte
. 1 By = By il y J
du fait que =~ =1 — — () (n—"m);

) ay Ay &y
done l'accélération de la convergence du terme général vers zéro est as-

surée. (Regardant une condition suffisante pour que la transformée con-
verge plus vite que la suite originelle, voir [71.)

§ 3.
3.1. COMMENT POSE-T-ON LE PROBLEME DU POINT FIXE DANS LE CAS DES
TRANFORMATIONS ACCELERATRICES? Une transformation quelconque T, soum-
mise 4 la seule condition qu’elle conserve la somme d'une série convergente :

2] o
E %, = 2 Tu,, peut étre unc transformation B ou une transformation A
| 1

(voir : préliminaires) ou bien une transformation qui pour certaine séries se

comporte comme une transformation B ou 4 et pour d’autre séries clle n'est
ni B ni A. Pour une telle transformation on peut — en principe — cher-
cher les points fixes, c’est-d-dire les séries qui restent les mémes apreés
quon leur applique 7, donc Tw, = w, La transformation (1) n’a pas
de point fixe, car elle est une transformation B (d’ailleurs, de (1 — w,)u, =
= u, reésulterait pour chaque # N légalité o, = 0, qui contredit les
conditions fondamentales de cette transformation). ILa transformation

o o
de Kummer — forme (4) — n'est pas exactement du type ) u, — X Tt s
1 1

oF 2]
mais du type Z:-n,r =g+ Z, Aun,, ot & est une constante positive. Méme
] r
si on cherchait de satisfaire la condition Aw, = u, a partir d'un certain
rang n > #,, on arriverait A v, =0 (1> n,) ce qui serait absurde pour
la série Xv, 4 termes strictement positifs. Mais il v a des transformations
du type T' (mentionnées ci-dessus) pour lesquelles le probléme du point
fixe se pose. Du point de vue du calcul numérique on peut considérer
A = 0
des ,véritables” points fixes, donc des séries pour lesquelles E Tu,,:E ",
I 1
et Tu,=u, (n e N), dautre part des poinis , pscudo-fives” o est-a-dire
ol o
des séries pour lesquelles E Tu, = ) u, ¢t XTu, converge avec la méme ra-
1 1

pidité que Lu,, sans qu'on ait Tu, = u, (n = N). Cest lc cas, par exem-
ple, ott Z#, este une valeur propre de T, donc Tw, = Aw, n =N et
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wm

A étant une constante différente de 'unité, et simultanément 2 T, =
1

o
:Zl:u". Les points fixes et pseudo-fixes d’une transformation T sonl des

séries qus marquent le domaine d'inefficacité de T, an point de vue de I'ac-
célération de la convergence.

3.2._ POINTS FIXES DES TRANSFORMATIONS KUMMERIEXNES. Partant de la
forme limite :

1y,
(7) oy = @ —
g
du ctritere de Kummer-Jensen pour les séries a termes strictement posi-
tifs, [6], que l'on peut mettre aussi sous la forme

(7 bis) T R |

By Uy — By Mypsy i3

— @y >0 (i1 — c0)

(1~ o0),

on voit facilement que ) - (q, Uy, — @y Uy y) est une série conver-

. ‘ . . .
gente qui peut jouer le réle de la séric Yo, dans la transformation ()
de Kummer. Cette transformation peut étre derite d’apres [7],

L2

Z 4 = (l B ”—‘J y, + 2 [1 1 o, s IT”""J ‘ s )

1 1 [ LI

¢t aprés une légere modification elle devient

Lo a
l "
(8) Do, = E 1 — (rz,, et —H-"” #,, avec #, = (.
1 T n

o
Pour notre but on fait la substitution ki =—1, done
1 + Py
{9) Z" i Myt _,_z _. _]- . (” . CC),
Aty — Ay — Dy 4o
d’otr
l

S oon substitue (10) dans (8) on obtient

a0 o
1

(1) S,

On envisage la transformation kummerienne

il I i
(12) J-!Jrr" } . {1 . ]__J (ﬂ”__] =y B fl“ ] f-.ﬂ“ (” = N)
- Ity

‘{ ) H—
L ———{(a,; L - ||ty
I 1y
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N

et on en cherche les points fixes de T A partir de TU»u, = u,, donc
on identific la parenth&se -droite de I'égalité (12) aveéc I"inité. Par suite

! Uy : —
P (an_l el 2k an) =0 (W e N),

Uy,

@uythn1 — @, =0 (n e N). Or, la derniere

d’oit: soit /=0, soit A
égalité ne peut pas avoir lien, car ceci signifierait 0 = agu, = a4, =
2 . = au, = ..., malgré que a,# 0 et u,#0 (n =N). Donc, les

points fixes de la tramsformation (11) de  Kwmmer sont justement” les
séries pour lesquelles la constante 1 obtenue de (9), est nulle.

La condition | =0 équivaut — conformément a (10) —a p = + oo.
Regardons de plus .prés ce résultat pour les différentes classes kum-
meriennes : ! ‘ o E

I. Soit a, =1 (n =N), la ,classe de d’ Alembert”, TW. D'aprés (9)
on a I, =-8_] (n— 0); l==0 caractérise une famille de séries

Uy .
dont chaque élément converge plus rapidement qu'une série pour laquelle‘
0<li<l) * . Bt $aiE e
IT. Soit a, = n (1 <= N), la ,classe de Raabe-Duhamel”, T, D'apres
(9):

= = = ﬁ .
N, — T, it
n|l—— — 1

LT

l M

, . N {1t .
] =0 équivaut alim # |- — 1] ==+ w,; » = 4 © caractérise
2=+ 00 Uppr

une famille de séries, dont :chaque ¢lément converge plus rapidement
gqu'une série pour laquelle 1 <7 < 4 0.

De ces deux cas particuliers ressort l'intéressante constatation, que’
ces classes de transformations kummeriennes n'ont aucun cffet sur les séries
faisant part de la famille ayant la rapidité de convergemce ,tres gram;
de'’,

On remarque, d’apres (9), que si daws le cas du critere de d’ Alembert

= a0 (n— o), alors dans le cas de celui de Raabe-Duhamel
2
vésulte 1, = ! — 0 (n— o)., La véciproque w'a pas liew. En effet,
7 ST 1" '
Tt

: (o n! . ; s ald :
soit la série E—" . Conformément au critére de Raabe-Duhamel
n

— 1 e ()

l" e = B

1
i—ul—l) n(‘.‘l-{—ﬁ‘—l\
Yt U " /

(n —r OO),
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mais conformément au critére de d’Alembert

41
=t

donc : ' ‘
PVensemble des points fixes de la transformation T® (,,Kummer —
Raabe-Duhamel”) contient comme sous-emsemble celui des points fixes de
la transformation T (, Kummer - d’Alembert”).

III. On envisage le développement du nombre ¢ en série

Q?sz;l'

nl:

Si on applique le «critére de''d’Alembert, on obtient
B Ao ol L '
i B S, w41 '

et dans le cas du critére de Raabe-Duhamel un calcul direct nous doune

(n— co)

I

2l | Y s
lit:—‘—,—“:f_—_*l:o
A e ~1 LY
© Vg ' e

donc, anucun des Jormes particulieres T ou ('), de la transformation de
Kuwmmer n’accélére pas la convergence de la série cnvisagée.

(n — o),

.. . s 1 :
1 S1oon applique: le oritere . de. Kummer avec a, = —, alors conformé-
e il LI . 7

AR o ' Bopse el W i i. '
L7 2. ILE ] 1
ment.a (9) on aura pour u, = —:
X ¥ TN R PR 1’!!

' '

ST PR et ] l 1.

Iy

(12— o0).

En séparant le premier terme de la somme qui ﬁgﬁre dans le second
Iflembre de (11) et en tenant compte de (8) — d’aprés laquelle 4, = 0 —

%511 obtient {avec” = i)
B 3 ) 2

o | UM

i N 1
DI B DI BEY ) ) S T
T #n! Z (o 1)u*n — 1) ! T nn -+ 1)*n!

Pour la sévie de ¢ on awra, donc

SR SN S
1

7! il + 1)2n!

qui ; , oy 574 BT s
est une transformation accélérant sensibilement la convergence.
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7 ;. - Al 1
Nous remarquons, que méme la convergence de la série ¥ = peut
- t

»
. 2t : 1 A 1
étre accélérée par cette voie, en mettant a, = — (d'ou [ = w).
o . . on 2

-~

1 : . \
- on a counformément A (9):
I3

Dans le cas a, =

| . |
5, = Jid olls = Pty
1w, 1 1y 1 7
5 — ] — — |- —--
T w41 Ly o+ 1

. . " .
Si pour # — o on a [, — 0, alors on obtient 2> 0. Vu aussi l'exem-
Uy

ple traité au point IIL., on peut énoncer la proposition :
Uensemble des points fixes de la transformation kummeriennc TV con-

tient comme sous-ensemble celui des points fixes de la transformation kim-
1

merienne T( ”) . Alors: -
THEOREME, 3.1. Les ensembles de points fixes correspondant aux trans-
1.

Jformations Rummeriennes T nl T, T®W, satisfont la sutvanie relation :
l[(,‘.) CFm CFym — doue, Vensemble des points fixes envisagds croit
d'une fagon monotone avec la ,sensibilité” des critéves d' a,-convergence,
[5].

3.3. POINTS PSEUDO-FIXES]DES TRANSFORMATIONS D’EULER. La transfor-
mation (5) d’Euler a un seul point fixe triviel, notamment la séric & tous les

. . 5 Alta
termies nuls. On peut convaincre facilement en mettant = T =
= A—1)"a, (n =0, 1,

s’en

.) et A une constante réelle. D’ici, en faisant

. a 1 1
n =10, on obtient —* = A «,, d'ott A = —
2 2
g — &y 1 ; \
== 11 i T - 7’-‘; ay, 1 I 5= ==y
: g - 20, + d, I
1 = 2, 1 i ‘731 = 2 gy 4y g = a’U'

et par induction: a, = (—1)" 4, d’olt la série cherchée sera £(—1)™ a,,
c’est-a-dire Xa,, qui peut converger si et seulément ai a, = 0; c’est le
cas triviel.

Concernant la transformation (6) d’Euler-Abel, le résultat de notre

. . . . . Aa,,_
investigation sera le méme. En effet, de Eifz" =" (m=0,1,...)
V4
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résulte Aa, _; = M1 — z)a,; on note & = A(1 — z) pour une certaine valeur
de z et on obtient successivement

pour =0 on a ay—a_, = ka, dot k= 1

pour # =1 on a a4, — ay, = a,, d’on a, =10

et ainsi de st‘nte oo @, =0 (n eN). Mais on peut avoir des éléments
psendo-fixes (c est-a-dire dont la transformée a la méme rapidité que
la séric originelle). Dans ce hut on transcrit (6) de la facon suivante,

[l

o« [l
N a 2
}O_/ @z = EO (Aa,) - 2"

l--z R

¢t on cherche & mettre Ag, = g, (n =0, 1,
donc a,.; == 2a,, et par induction : a, = 2* @y

) N
o), dolt ayyy — a, = a,,
La transformation Fuler-

Abel de la série X 27q2" (a rayon de convergence » = L) sera
2

o

. " 3
Zo“ 2%qq2".

(Ou peut vérifier aussi directement la validit¢ de Iidentité précédente.)

0
2 2"% pr - &y + Z
0 1

—— 1—z
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