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3 t'ÀccÉLÉRATIoN DE LA coNvERGENcE DES SÊRIES NUMÉRIQUTS

d'Abel, l2lt
¡*þ ¡l-þT 

rr., :äs¿(.0'- <o¡+r) * s,r1pcù¡1..p11 - s¿@n+r (r-: å ",)
et on pose ,, : 0 (par définition so : 0), d'où

þþ
Ðurrr: Ds¡(c¿¿ - co¿+r) * s, olr+r.

1l

'! - * et en irnposant la condition d'orthogonalité, tenantfait que ôp+r * 1, on obtient
ææ

O :D üþ @h :D rr(.0 - co¿+r) * s,
I .1

(cette demière identité étaut valable même pour une série ,,simplement',convergente!)'q" cherche à iclentifier les terines du rnêrne ráng àes derrx
séries figurant dans (2):

'' 
\tn: s¡(ú¡*+, - o¿), d.'où. co¿11 - .o : 

î 
(Þ e N)

Orr y applique l'opération | , cL'orìi ô,, : ., + Ð ii (r,

iqtpose la condition lim ô,, : l, et orr obtient 1 : ., f

Ot, ÐA est le reste ri,-, d.la série convergent" DA.Ainsi on ard1,e,r sÀ
au r¿iuliat -- ,,théoriquenrent" constrLrctif - 

srr

í| -,i-t, poLtr tc :2,3, ...(3) 
-) æ / Ø\-,/ or,:11 _Ëru, porìr /? _ I (r;:i,,,r\.

(- r s,¡e \' ?tu)

.,.,. O,. peut rnontrer directemcnt 1'orthogonalité c1e 1a suite (3) ¿ì 1asutte (11,,), en utilisa.t de non.r.eau la so.rrãation llrr parties ¿'ri¡ãl :
l+ô

r+þ
í¡-ruo\- ri-r):Ðt*l(l-rL-ì - (1- ri)l t s,+p(l - ri*p) - s,,(l -ri).

83

donc

,t-
:2, 3, , . .). o"

@

Ïrrr¿
¿-JI s,Þ

ô,,:1-¡'l+5O:f
ls/ilsÄ

Bn faisant
compte du

æ

F?'/-r -l s/r

d'où

12) s: i ur:Þs*(,¡r+r-o¿)

l

I
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chef une suite (ø,) tendanl à zé¡o sî nooo et pout laclueile trr,,:
Ø

: )-) o, u,. On obtient lc
tr¡rÉonÈl,rrì 

l.l. Potw qu,'une sér'úc nrnt'uírique conaergente, 2u,,, (réell,e,
eomþlexc ou d,e quøternions) à termes non-nrtl's, þu'isse êh'e trunsforntée cla'¡ts

une série conaergente Ðu,, øuec la con,seruation cle l,ø sotnntc et sott'ttttttise

s,ímultanément à l,a. cond.ition lim ar!:0, 
i,l, faul et il' st(fit qriil exisle

tme su'íte nømér'ique (.,,) n rt*lI^'L,,: I et ortkogonal'e à tø su'íte (rt',,),

æ

c'est-à-d.i,rel
I

6, %*:0. Al,ors í|,-ourrn u, := (r - an)ttn þø e N)

Démonstration. Regardant la nécéssité : de l'égalité D u*: Ð u,
I

suit

f@,,-an):o:Ël1
(ø e N), qui satisfait
s'il existe (o,,) dans les

Ðrt- -)^,u,: Ð (t -- tJ,,)'t,t,,'

et la transformation demandée sera :

(t) ir4:Ë tt - a,,)rtn.
l1

On verra tout de suite que la transformation (1) c1u type B est
aussin clu type ,4 si la série à transformer est à termes positifs.

R e m a r q tl e. 1. 1, Bien entend.u c1u'uue translormation clu type
(1) se réalise aussi, si (r,) est substituée par (À<o"), (l constante nott-
nulle), ainsi clue par rlne-còmbinaison linéaire pondérée des suites ortho-
gonales du type (co,,).

Dans ce qui suit, on présentera 'r,r,ne métlt'od,c þour cherclter wne suite
(a,) ortltogonøIe à. I'a su'ite (.r,,,) et søtisfaisønt Is cr¡tt'clition lirn co,,: 1.

1"1. Soit 20t,,rtnesérie numérique (réelle, complexe o.r"ãË quaternions)

absoltrnrentconvergente, porlÍlaquelle u,,* 0,s,,# 0 (øe N) et s : 
firr,,+0.

Considérons au préalable la série | 1! qui sera aussi absolument con-
sn

vcrgente, car liur lU : Isl + 0. On applique la sommation par parties,** lyal,l'"1

(t - i) u,,; etpuisgue,lim to,:o,résttlte ^,:l - ;:
les conditions imposées. llegardant la suffisance :

conditions précisées par l'érroncé du théo¡ème, alors

û
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o

1.3. Dans le $3 on rrerra des séries conr¡crgentes à termes positifs,

lrouï lesquelles linr 
ü¡lr :0, et pour ce c1e-r'ier rnotif les transformations

uru"lt"s ,r'o,rt "iå it!tt", d'accélérer leur con\:ergence. Døtts ce c&s o11,

Trll ø"¡or,,s constyuire c./feclíucmc¡tl uttc suilc (t,,) cotr'forméntenl aux con-
ti;;;;;;- 

å.cs ttúorèmtl t.1."ít 1.2- à l,'a'irtc dc lnt¡icttc on-réalise I'accél'¿ration

delaconacrgenae'Erteffet, soit t r,,: s €= Rr,1'1,,> 0 (rl' = N) ; ;gï:
:0 et par définitiort uo:0' on a ér¡iclemmÔnt

@ ls \ F , a- /t,,- r _ ,,, '!:!\rr,,:0, d'or\¡f -14 u, - ):!-xt,¡11 : 0, autrenletrt
LJI c s . .' 

l/\ 
",, 

s,.l tn )I \ "r¡ -¡r+l I 
@sn-l sø ",'!J_-_ | (tt _, co) et [.nrr,, : 0.(')' -l'- - .-*, ;,, -1-

Alors,la transfoflnation (1) applicluée à l',aide d.e cette suite, accélère la

;;;;rg;tr;" ã" la s¿tie >u,,'.1,", ca^lculateurs sont con'e'ables poul'ce but.

s2.
' I,a transforrnation formulée par 1e théorètnc i,f inclrrt des trarls-

formations classiclues. 
æ

2.1. l,liScliNDnrr.UFt¡ST ìtIì Lr\ TIìANSFOIìU¿\'rI()\ DLì KtjltIÈIIìIr' Soit'Ç tt', :

: s (s, nourbre iuconuu ou ciifficilemeut approxiniable) ; otl met en jeu une

série'qui sera cléterminée a1;rès et q¡i aufa, llaf suite, urte Sofiunc co111111e

@

o:f u,,. O1r e' lorrne ''e série à sotnnre utillr: err 
'r.ettant 

ttn: - 6,

-- 0. On complète la série ) zl',' avec ttlt tertuc fictil øo' donc

ct. or. cherche à c1éterilriuer 1111o :;uite (<o,,)f, orthogoualc.

On écrit

<rrozl.o -f- ø>¡rr'f- .. , -l- ttt,,'u,,, ! '. ' - 0,

u:t 
(rt, e N), puis on sourrrmct (,0,,) à la condition lin o,, -' l,

1l n 
' 

't+@
¿óit ett" assytrrptoticlueurctrt égale à (øt',,) el par sttite i',,:)'0

, (ù.tll,n : UP

douc (u,,)
(t¿ e N).

T:

D
(r

ür,

donc

Conformément à (1)

d'otl co,, :

å",:å('

et on irupose

(Ð¡11'¡ -= Ao : -- 6' (ù11'lt -- Aþ

L,,

Ðr,,,: rt.o --|- s,

à la suite (ø,,)f,

,::r)

,l

84 ÀNDRËI NEv 4

Pout ø:0 (ro:0) ¡

þþþ
iz¿,(1 -r'a-t) : Ð s|ri-ri t)-lsp(1- /'þ):-Ðt'u+sp(1--rio):-spr'1'
/T/4\-îl

Icar ri-, - ri:"ll . Le dernier membrc cltr système ci-clessus a collrlrre

\ sèl 
vJ

limite zéto, pout þ-- æ (car r'p-"O et s, -'s), donc I u',(l *- r'n-t):
_n

1.2. on envisage ensuite une autre constrLrction thóorique cl'une- snite

qor,,) [oi ãntiri"ii a'rix- conditions c1u théorèrnc 1.1' Soit la série absoltt-

ment convergente dont la soûlf'ne est s I 0. Si on note s,, : I rt'o tlt

û,
r,,:Ð ?rÈ, alors.,,: -: (s,, - z,-1) -' I (to--' æ)' En eflet' en appli-
'' 1t-+-1 s

quant'iå sommatiou par parties; d'Abel :

nrþ : ,

Ð uo I (r, - r*-t) :
r l-I s

. ln+þ: 
+fäso(s¡ - rn-t - s¡ar -L zo) * s'+e(sil+þ-t i- t''+þ) -- s'(s"-¡1 - /')

en y mett ant n: 0 et par cléfinition s0 : 0, on obtient

l; år-tr- - rn t): : l- å*,r- -l r¿¡+,) * sp('sp ' - 'r)l'
Puis, en faisant þ ---, æ, il ¡ésulte

ó

-L Ë roþ, - rt-t): + [u - Ë r,(ro n ,, ',)] 
='-

@15r
Z-Jst l(t¿o - so) r¡ * sr/¡+rl.

::I æ1@

ir"(r, I u**r) I : 1 D (su,,, - sh!,tþ - soø¡1r) :
-î'"' J s ID rro

t

: 1Ë (rou.o _ sorú¡1r) : + Ë luorn - sn(r¡ - re+t)) :
s -t s I

Donc
æ

D
1

¿0¿ D (to"o*, - s¡-r/¡) : 0. C'Q.F.Du
s

;'
:

1L
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évidemment lim or,,:1. Alors, la transformation (1) avec (<o,,) qui vient
h+@

cl'être déterminée, sera

: 
Ð-('""' 

t -' ltz") ''

ceci veut dire c1u'il faut coupler les terrues de 1a série alternée deux par
cleux, pour obteuir ttue série à termes positifs Ð u,,, où ar,, J 'tt2,n-7 -
- ,tiz,, (øz e N), l7l.

2.3. sun r,A T¡¡lNStoniltA1roN Ð'¡ULE1. Cette transformation, [2], est

ao:' Lfln :,ø.0 oh.: L(Lttøo), . (n e Fi) , et
serle nunerrq e (p?s nécessaírement alter-
ci-dessus est^ qiGlclues avanlages formel-

comrne suite par 1a transforrnation (1) :

rr,, -= 1+ u-,.- f (r == o, 1, ...).

En effet
'dlv)

D (-r)"n,., = Ð [{--t)"n,, - #] : o,

teuant compte c1e (5): Pour que le terure généra1 d.e 1a transforrnée tencLe
pltrs vite à- zéro c¡re celrri dé la série origiuelle, il faut et il suffit qiÌ'on
dit lim o,, = 1. Ceci irnpliquc li¡r -l 

a¡: O. Coulormérne¡t rLu théo-
. ,l+æ ilaØ I Ou

rènre cle loepljtz., [2j, orr a lim +:0, cal lirn ø,, =: Q; notre con-

clitiou est donc plus cxigcntc, --'lå ít""rtorlrrati#'d'Ëuler pottvirnt atrssi
retarder 'la couvergencc à zéro du termc gónéral.

2r1.. surt LA Tn^NSrroIìtIÀt'roN rì'EULrJn-ÀB¡:;r,. Cette transformation, [1],
se rapporte à une série de puissance (réelle ou cornplexe, même d-equater-
nions) X e.,, z" avec 1i^ att'tt: 1, donc pour laquelle le rayon de couvcr-

,1+æ art
gence est 1; notanment

(6) f n,, r',: Ð 
= 

,' où L,an-1 : e,, - a, ¡, tr-1 : Q.

Ð
æ

(

I

ú
\-
¿-J
n:0

(5)

(-l¡2"-z ' x42n-. :
t(2r,

1-l-
Lt2ut 

-l

qæ

r : Ð (-l¡"-r ü,,: D
I il|:l

æ

À,¿o
,2n-J '(-l)"a,, --

B6

d'oh, en détachant les termes iuitiaux des deux menrbres c1e liégalite
précédente:

,o+iu..:(t-3gl o 
*

t ¿-t -, - l- ,,ol 
.Lo * Ð (t - T',,) 

u,,

d'otr

(4) x4,, l,": i\"í ,r)'

ÀNDREI NEY 6

f'.u,,: " * i (
t un
t-

1lu

qui est justemerrt la transforrrration de Kummer sous la forure présen-
tée dans l2l, et clui accélère toujours la convefgence si X tt,, est tttte
série convergeute à termes positifs, t4].

R e nr a r q tl e 2,1. Lø trønsforntøtion de I{tt'nt'tncr aþþl'iqué qu sét"ics

trigortométriques, l3'), lll, accó|,èrc effectiaemertl I'ø conacrgence de celles-ci -
- r,u le théorèrne 3 que l'auteur a publié clans [7].

2,2. t¡ DÉTAn[.llNATrON I)',U¡tt] STITE (ú),,) POUrI IINII síìnIE ÁLTERNÉE.

Soit X(-t¡,-r l.t,t avec 'u,,, !0 (t't,-, co) ct lilu LIntt 
- t ' on rtote s -

æ
tl-t cD ll,,

(-t¡'-t u,, ef oÍr appliqrre la sonmation par parties,.d'r\bel, '[2]:
_s\
-L I

(4',)
t*þ

D
,L'11

nlþ

(- t¡t-t uu = Ð so(zr^ - ¿t¡+r) ì- s,,r/,
tL+l

llu + þ ¡ t'-" S,tll,þ-rt,

l

"I.. IllAIoir so: D (- 1)i-t - '[ ; I -¡l -. O' pose clars (4') it :0 ('ar cléfirriti'n'' ¡-i 2

so : 0), puis on passe à 1a linriti: : þ -' co, d'oìr

, : i (--1)o t1,!,u:i ro(rn - '*t r)
ll

et d'ici :

å l,- r)h t,u,o I tt r (--r)" ')(u'u- ,^*,)l - 0,

qui se transforme en rnettant (-1)o |L!,o en l'actertr:

å [t - ] {{-r)'-' + ti (t - :)l {-r)'-' ue -- 0.

Par suite orr-1-*tt-l)'t-r*t) it- *), 
/¿ =lù, or1 autreruent

ít ltotrnpair
',' : 

I f ,rott toirnpa.tr,
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mlis conformément ,au critère de d'Alernbert

| I,,:@: t *j @-.æ),1'|n ('.:f e '

dorrc:
L'ensemble d,es þoints fixes de lø trønsforntøtion,

Raabe-Duharnel") contient conllne sous-ensetrtble cel,u'i
la lransfortnatiou, 7'(') ,(,,Kunrmcr - d'Alembert").

III. On envisage le dér'elopperrrclrt du llonrbre ¿

.-r 'S'i.:,,: t'. u, .tjl-Liit'

Si on applique le ,critère de 'd'Alernbert, on obtient
I I ' .ürr+l 1 ,i ,, ,. , . ,,1,,,:.::!! :;in I = 0 (rø _+ co)

et dans le cas du critère de Raabe-Duhamel un calcul direct nous d.ouné

dsflc, øucun dei fonnes þariiculdères 7-(1) ou (Ttu), de la trønsfoytnation, de
I{unutter n'øccélòre þøs lø conaelgence de Ia série cnaisøgée.

,.,;,Si on aþþIiç10rc, Le çt:itère,,ele. J{tnnmey Øaqç o,: !, alors couforu.é-
1¿

4.t,.:: f.rriettt à (9) on arrfa pouf ü,, : !. i
: .i i r't ltt!

'lrr i j,:i, ln! *l:: þt,-.æ).
2

.,t-

' 
' 1 

tt(tt. -¡ l)

I)n séparant le premiel terme cLe la solrÍre q
rnetnbre de (11) el en tenant conrpte de (B) - d;' òu obtient lavec ¡ - !l

t-".. , _ ,j

Tø) (,,Kummer -
des þoints fixes de

91

* 7)znl

trønsformatiott øccé|,érant sensibil,ement lø

sétie

en sefle

(rt, -" cto),

Ø

Ð

ui figure dans 1e second
après lac1uelle uo - 0 -

ttq'q in aotrø,'donc
coØ

- 
-1 ' 

\- I
0 

- 
L T / ,- -7i'l=3-D | ,, ,

conaergcil,ce.

et orr en clr.erche 1es points fixes de l@t) \ parlir de Tþ'ù ün : 1t*, doîc
on identific la parenthèse droite de l'égalité (12) avec I'ünité. Par suite

l'(ø-'-f - n') : o (ø e N)'
.i

d.'oîr: soit I : 0, soit (t1¡-1't,!,¡¡-1 - tt.,,1'[,, : 0 (ø e N). oi, la derniëie
Pas avoir lieu, c Q : Øolto: ,d+üt -

i;',,;î,?)Flå,,Tå; ",ñ4N¡,;Ìì,äi !íi
elles lø ionstante I' nulle.

Lø condition l:0 équiuaut -conformétnent à (10) - à, ¡t: f oo.

Regardons de plus ,près ce résultat pour les, différentes classe5 kum.
lnenennes : ';

L Soit &,: | (rø e N), \a ,,cløsse tle d,'Alembert", 7'(1). D'après 
,(9)

o1r à 1,, : ütt-tt 
-n t, (n -, xt) ; I : 0 caracté¡ise une famille de séiies

ütt
dont-chac1u" éiém"tri colrverge plus rapidernent clLr'une série pour laquelle.
0<l<1." i

c1u'une série pour laquelle | 1r 1 + oo.

I)e ces dettx cas particuliers ressort 1

ces cl,a.s se s d c tr øto sfot'rtt' øtions ktt nun'eri ett'ne s

fa.isant þart d'e lci fømill,e øyørr't l,a ra'þicli

on remarque, cl',après (9), clue si dans Ie cas d,u cy|tère d.e d'Alentl¡e,rt,

1,,, : !t!1 -. g (n -. æ), alors dans lc cas cle celui de Raabe-
ill

(n--. co),.. t ø,récdþroqxte n'a' þøs l,ieu. En effet,

Conformément au critère de Raabi-Duhaurel

(n -. æ),

ÀNDREI NEY90

0Itt

résul,te ln

soit 1a série

: 1 
--o

t
( ,,,

]L I ---\ 1l il+r
5rrr!L ,."

11

7tru1 t

chaque

10

lx

(e)

f co caractérise

élénent converge plus rapid.ement

-1
11 ltr -- II 1l hf-r

une ïamille de ,¿ri'åî,- ¿oit.l
I : 0 équivaut à lim n. [!!:- - 1

f intéressante'constatation, quej
n'ont øucocvt effet sur les sórias
té de cotouelgence ,,lrès gra'il't

d.e

,D'apr'ès

,,I'f r r 11"- r\
\r n' i

J:t- - t
'Itn-tL

11 +

. r , ,i I t,l j l:r¡.
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rósulte ,La,-, -.À(1 - z)uu;.orr'ote /a - ¡11 - z) pour u'e certaine \¡arerlrcle z et on obtient snccessir.ement

poljr n: 0 on & ûo - e._\ : hao, cl'oi A : 1

portr n, : I on t e.t - eo - &r, d,où ao : Q

a

L'"no'tr-(to + ' f'2"n^'"'o l- ^z t- ¿'l
(ou peut r'éritier aussi directeme't ra 

'alidité de |identité précédente.)

TII]]ITIOGRAP}IID

nls du colcu,It,¡tr;u.ériqu.c. Dd.. ì{IR. l.Ioscou, Ig73., u.n.euclliche¡r ]le.ihen.. Sprirrger Verlar¡, ilcrlirr_

ocxea, lgb,[.
r int.þroþrii.

iti.Js. \Iallte-

a.tua. [fsípaunue npyôtt I. I4tn. .A.xa¡. rr¡¡,¡ç

Reçu le B, L tgZB.

sera

but

Uníueysita.teo Babes-Bolyai
Faculløtea tle Iutatemalicã,

Sly. Kogãlnicea.,nu. I
3400 Chj-Noþoca,

)i,¡...2"-- nn- l- ' 
Ú

n--,,- r .. | , ,Ð (L.a,,) z"

(il: O, l, ..,), d,oir rr,,¡1 _ fi,,: (t...
o,, :2" r"0. I'a transformation "Eui"í-

à ra1'e11 cle convergence / : 1)

ct ainsi de suite . . . a, :0
þseud.o-fixes (c'est-à-clire clout
la sé¡ie originelle). l)ans ce
l r l,

et orr cherche à nettre /\o, : a,,
clonc c,,., , : 2ß,,, et par induötiorr:'
Abel de la sc<rie ) 2ctozn

= Iti). Maís on þeut auoir des éléntents
transformée a la rnêrnc rapidité oue
olr transcrit (6) de la façon^ suir.aritc,

't1,

a

I

ot ANDREJ NEY
12

Nous remarquons, que même lu 
"on,."rg"r." de 1a série X 1 perrt

ilrt 
t

ètre accélórie par cctte r.ojq, en ruettarrt ,,,,- 
,1, (a,nt, Z: *)

l)ans le cas d,, : l- orr ¿r corrfcrrné¡re¡t à (g) :

t, , d'oir 1t n+' :
I tt, I

il- 

-
11, tt.il.l_r it, ! I (;;å)n

Si pour n-> co on a l,-'0, alors orr obtient !:t::---.9. Vu aussi l'exem-
plc traité au point lII,, on peut énoncer la pioposition:
. I'ensem,bl,e d'cs þoi*tts fixes de l,a trønsfonn,q.tiou, htunmeriuute T't) c¡r"-

tiettt cottt'tne soots-ensentbl'e cetru'i dcs þointi f,ixes de l,ø transfontuttio¡t. lumt-
/1\

ntcr'ictLne 7\ ' I ¡\lors :

lHEoRlììrE 3.1. Z¿s t"tlrl:(*t d,e þoirtts fixes con'esþottd,ant ør,rx tt.nns-

.fctrnralio*ts hunnncricnues T\,I, 7'(), 'f(ù, sqt.isfou,t lø suiuettle rcl,et,iou;
1t.(,Ì) C Frttt çF,{,,) -- donc, l"en;etúble des þoints fi,xes envisttgés cyo.ít

cl'unc façoto ntol.c¡tone a.¿ec ltt ,,sensihil,i,tó" d.es cr,itères d.'ct,,-conuct,gcn,ce,
tõ I,

l].3. r'orxrs psrr-rDo-Frxltsi-DllslTnAi\srroRtlATroNs D'EUt.Þ:Iì. I,a transfor-
rnation (5) d'Euler a rru seul point fixe triviel, notatrrleut la scjrie à tous les

ternies rruls. on s'erl perrt conrraincre facilemeut en rnettaut gg :
2ilit: i.(-I)"a,, ('n:0, 1, ) et )'. nne constallte réelle. D'ici, err faisant

tt, : 0, on obtient ti : 
^ 

uu, -1Ootl 
^:-; l,

N,: T,
eo o, _ I ..,r" - i"t'
an -- 2n., j t, I

It, :'2, Cl.2t Q.2 a.,)3 2

et par induction i e.,,: (-1)' ø0, d'oìr la série cherchée sera )(-l)"', ø0,
c'est-à-dire )ø0, qui peut con\¡erger si et seulement ai øo : 0; ctcst le
cas triviel.

Concernant 1a transformation (6) d'Euler-Abe1, le résultat de notre
iru'estigation sera le même. Bn efÏet, U.^;ï2t : Ls,,,;'t (n:0, l, ...)


