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UNE VARIANTE DE LA METHODE DE NEWTON
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Dans ce travail on indique uwne maniére d’obtenir une classe de
méthodes itératives de type Newton pour la résolution des équations
opérationnelles dans les espaces de Banach.

Ensuite, on étudie les conditions de convergence de cette méthode.

Soit X un espace de type Banach et Y un espace linéaire normé.
Nous désignons par X® le produit cartésien de I'espace X par lui-méme
¢t par D= {(x, v) = X?| « =y} la diagonale de 'espace X2

Soit
(1) P(x) = 6,
ot P est une application définie sur X ot 3 valeurs dans Y et 0 est
Pélément zéro de I'espace Y.

De plus, nous considérons une application I': X? — Y qui jouit de
la propriété suivante :

(2) F|, = P,

\, N . . . ~
cest-a-dire F|, est la restriction de F sur D.

Nous désignons par I'; et I les dérivées partielles au sens de Fréchet
BS\F, par rapport a x respectivement i y.

Soit x;, un élément quelconque de l'espace X. Nous SuUpposons que
‘;E}l}l-‘]lcatmn I(x, ¥) e £(X, Y) posséde une application inverse unique
£ 5 [Ffr(x“ y,-)]_ 1, ofl Noe= X.
¢ .N’Olls considérons maintenant les éléments ¥iy1 & X donnés par les
8alités suivantes

9) %ig = %, — TYP(x), pour i =0, 1, 2, ... .
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Nous avons obtenir par conséquent une méthode d’itération pour la
résolution de l’equation (1). |

Relativement 4 la convergence de la méthode (3) nous avons le
théoréme suivant:

THEOREME. Si Uélément initial x, e X, et le nombre réel et positif
S sont choisis de maniére telle que, pour chaque x « S ot S = {x « X ||jx —
— %o || £ 8}, les conditions swivantes sont remplies : ‘

(i) Vapplication F admet des dérivées partielles au sems de I'réchet du |
premier ordre pour chaque (x,y) e Int (S)XInt (S);

(ii) Vapplication F admet la dérivée partielle du second ordre (au sens
de Fréchet) par rapport a x, powr chaque (x,y) < Int (S)X Int (S) et

sup {|| Fw (x9) || (%, ¥) e Int (S) X Int (S)} £ M <+ oo

o M est un nombre ré.l et nonnégatif;
(i) powr chaque x < Int (S), Vapplication linéaire Fi(x,x) admet
une application inverse bornée, c'est-a-dire

H[Fa(%,x)11 || £ B <+ o, pour chaque x « Int (S);
(iv) Papplication Fi(x,y) est bornée, c’est-a-dire

Ey(x, v) || £ a <<+ oo, pour chaque (x, y) < Int (S) X Int (S);

(v) q:ﬁ(a+

alors:
() la swite (x,)n-0 domnée par (2) est convergente,
(jj) st & =lm x,, alors P(%)= 0;

H—=+00

(13 115 — x| < 4

Démonstration. Montrons que les éléments de la suite (x,)” | appartien-
nent 4 V'ensemble Int (S). L’élément x, e Int (S). Pour x, nous avons:
=<

[| %2 — %0 |} = 11 < mf(1 — q) 3,

donc %, e Int (S).
Supposons maintenant que x; < Int (S), 1 =1, 2, ..., & nous pou-
vons alors montrer que %, e Int (S). ‘
De (3) nous déduisons les egalités suivantes:

(4) F(x;, x;) + Fau(%;, 6)(%i41 — %;) = 0, pour 1 =0, 1,....

Alors nous avons les inégalités suivantes:

(5) I F(xy, %) |l = W F (% #i-1) — {F(%i—r, %) + Falwion, 1) X
X (g — o)} || S (Mf2) - |l % — 2 A 1 =1, 2, ..., &

My \ )
Tj—) < Vony = || % — % || et naf(1 —g) S B;
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De (3) et de (iii), on déduit:

(6) Il %is — 2) £ B - [ (%, %)l

Fu utilisant (iv) on a:

@) WFEEs =) 1| = 1 (%, %) — Fla, 20l + | Fla, 2] £
Soallx — 2 ||+ || F(x, %) |l
Si nous éerivons p; == || F(x, x;0) ], ¢ =12, ..., k;
=% —xoadl i=1L 2 0 k108 = || Fl, 20 1,
i=1, 2, ..., k alors on déduit de (3), (6) et (7)

8) p; = (M[2) ")?; P 2 B8 & Sam e, i=1,2 ..,k
HEn tenant compte de (8) on a:‘
9) % S Blo hio+pi), 1=1,2, ...,k

En utilisant la formule ci-dessus et (8) on a:

Mo, -]
(10) n; S (5(¢7- Miwr + 5 ;_4) =By o4 M% ,
L 2

pour ¢ =1,2 ...,k

Montrons maintenant que pour chaque ¢ = 1, 2 o it e
les inégalités suivantes : : il % it sl b oug lien
11
( ) Ti-r1 § 1,-

On déduit de (10)

M M

2

'%éﬂ(“‘}‘ J'fu:(]"fn<'fn~

Supposons maintenant que les inégalités suivantes ont lieq :
N1 2 T Z oo = e Z fii-1.
Pour n; on a:

12 s M i—1
( ) S B "f)f»l[f/#—}-l—n—):l] S < Mi-1,

t 9
done N < ni~1. On déduit de (12)
n,=q M1, t=2 3, ...,k cest-a-dire

=q¢" 1, i=2 3, ..., k
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On conclut de (5) et (6) ;

, , : 2 M )

i1 SBIF (% %) [ SB(a - 1 -+ o)) 2B - g (0’- + ‘)%) =g
donc
(13) Tl S G My =g

KEn tenant compte des inégalifés ci-dessus, on a
01 %oll Sas b oo FmE g ) < PS8
c’est-a-dire, x4, e Int (S).
Soient p et », deux nombres natureles. On a:

|| Xnip —— Ny H 2 _1_’—— AT
— 4
pour chaque p =1, 2, ..., et »=0,1,....
Tin effet les inégalités ‘ci-dessus donnent
ntp—1 oA Al B2 5 ntp-1 M
. ) e S . . N P Mg
(14)  |1#nse — 2| = Z: % — %l = 2. %iv1 =7 - 2 ¢ =2

=0 i

) 1-gq

Par conséquent, la-suite (x,)"_, est une suite fondamentale.

Soit ¢ = lim x,. Montrons maintenant que' & est’ {ihe solution de
H—- 0O
Uéquation (1).
Il résulte de (8) que lim ¢
Ll
H—+o0

Fn passant 4 la limite dans linégalité (14) pour p —- oo, on a:

=0, ¢’est-a-dire F(#, ) = 0, donc P(x) =0.

gt
% — x| | LI
I —q

Te théoréme est ainsi démontré.
Exemple numérique. Calculer par la méthode donnée la racine réelle
de l'équation

(1) A e

Nous posons par exemple F(x, v) = a*y — «y + 2. Fon ce cas, F, = 2 xy —
—y, Fj = 2% — x et Fi: == 2y. En posant x, = — 0,99 et § = 0,12 nous
avons M = 2,2, o = 2,04, p = 100/242, 4, = 0,016, g = 0,86 et 7,/(1 —
—q) £ 3. |
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De (3) on déduit
¥ — x? + 2
(2" Xpp1 = X, + —=

D ae -
2%, — &,

, %= —099; =0, 1,....

En tenant compte du théoréme énoncé, il est facile de démontrer que

les hypothéses de ce théoréme sont vérifides et la suite (x,)” | est con-
.

vergente. De (2') nous obtenons pour la racine de I'équation (1'), %, = —

— 0,99996687.
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