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IINE VARIA\TTE DE LA METI]ODE DE NEWTON

Dans ce travair on indique rjlrc rnanière d,obtenir une classe clc
'róthodes itératir.es de type \ewtcl' pour la ,"rol.rtio' des équatiorsopérationnelles clans les eiiaces cle llanach.

rinsuite, o' étudie les conclitio's de colivcrgence d.e cette méthoclc.
Soit X rlu esDace^ g" typg.Banach et li un espacc linéaire lrormó.No's rtcsig'o',, ¡^ì' x,_rc'iácl,';t îàìiärià; ä" i:ril;"'ï n", rui-mêrnet't lrar D: {(.t, },) = Xz¡ i:r,} t" ,1i;g;,;"1t' å""iäìp^"" X,.
Soit

(1) P@): s,
ofi 1) t:st rrrc arr>licatiorr <rér'i'ie s'r x.t à r.alcrlrs cla's )'ct 0 estl'élóureut zéro clc'l,espacc l;. 

""" "'''

. De lrlLrs, nous 
,consiclérolrs rlne altlilicatiorr F : X2 -. y qrri jorrit cli:la pro¡rriótó suir.arrtc :

(2) 
Fro : t',

c'est-à-c1ire -Fl, est la restriction de 1ì snr l).
rivées partielles ar1 selrs de F.réchet
t"tt à y.
e.l'espace X. Nous supposons.qrle
ècle une application lnverse r1n1qr1e

éléments x¡+t e X donnés par les

(3)
fri+t : xn - lf'P¡x¿), pour i :0, l, 2, ...

par

loN rrÄvÃr,oru
(Cluj-Napoca)

I



3 UNE v.A,RlAñrE Dþ LA MúrHO.ob Db Ntswioñ gz

De (3) et de (iii), on cléduit:

(6) llr',' - x¡)l s p .llF(r,, x,)ll.

liu utilisant (iv) on a :

(7) llF(x,, x¡)ll S llI'(xt, r,) - F(x,, x¡ ,)ll f llI-(øn, r,_,) ll S

S o.ll x, - t¡ t ll + ll F(x,, x¡_) ll.
Si nous écrivons p¡ -. ll F(:r¡, x¡,) ll, i: t, 2, ,.., þ;

4;: ll x, - x¡- tll, r. : 1, 2, ..., h f- l; òr :. llF(:v¡, x,) ll,

i : l, 2, . . ., È, alors on c1éc1uit cle (5), (6) et (7)

(B) pr S (A,tlz)'4Tt tt, S P 8;-,; à, I øT¡ J- p¡, i:t,,2,.,.,h.
En tenant conpte de (B) on a :

(9) '4¡ S þ(ct 4;-r * p¡-), i: t, 2, ..., ÌÈ.

En utilisant la formule ci-dessus et (B) on a :

(10) ?r¡ s g (o.rn -, + f, n? ,): g îi-, (," r \t),
pottr ,t. :1,2, ,.,, h.

. ì{ontro's rnaintenant tlrre po*r crraque ,i: r, '), ..., tè -- 1 ort ric.ules inégalités suivantes :

(1I) .r,i,¡ r S. .r¡,.

On décluit r1e (10)

',,^s9(,- +?) \t:u .'r,¡{'r,1.

supposons rnainteuant c1'c lcs i'égarités s*ir,¿r'tes o't ricn :
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, , /¿, c'est-à-clire
, lr.

4r ( 4i-r, On déduit cle (12)

'4¡:I'\r t, i:'2,3,
'lti : Çi-r '4t, i : 2, ''ì,

ï; 5 0 "4i t{u:*+) : u "4¡-r ( r¡i r,

'r¡ à'r¡2 à,.. --.>'rii,.r, à'r¡i-r
Pour

(12)

dorrc

i

t

I

l

Nous avorts obtenir pâr conséquent uire uréthode d'ité¡ation pour la
résolution de l'equation (1).

Relativement à 1a con.vergellce de la rnéthode (3) nous avons 1e

théorème suivant:
TFrDoRErrE. Si, l'él'ément initial x¡ e X, et I'e nombrc récl et þositif

8 sont choísis d.e maníèretelle que, þour ckarlue fr e S où S : {x e X I llx -
- ro ll < à), les cond'itiotts swiaøntes sont remþl'ics :

(i) I" øþþl'ication F qdmet des dériuées þørtíell'es at; sens cle lìréche,t du'

þremier oid.re þour chøque (*,y) = Int (S) x Int (S) ;

(it) I'aþþlication F a.d.met lo dér4uéc þarliell,e du, seconrl orilre (at s.ens

de Fréchetl þør raþþort à. x, þour chøc1u,e (r,y) = Int (S) X Int (S) el

sûp {ll Fi" (x,y) ll @, y) e Int (S) x rut (S)} S Jf < J- co

oìt, l[ est wn nc¡mbre ré,1' et n'onnégatif,'
(iii) þoctr chaque x elnt (S), I'aþþlication linéaivc FL(x,x) ad,met

u,ne n.þþl'icat'i,on inuerse bornée, c' est-à-dire

lllF-(x,x)l-t ll = P < + ca, þou'r ch'aque x E: kft (S) ;

(iv) l,'aþþlicøtion Fi,(x,1t) est bornée, c'est-ìt-dite

ll Iìi@, J,) ll 5 ø..1. -l æ, þour ch'øque (x, y) = Int (S) x Int (S) ;

(") ç:p('n ?) . I oìt r1,.: ll rr - xolletr¡l$ --q)s ò';

aloy s :

(j) la vñte (x,,)i-o tlonnée þcu (2) est conuergeutc;

(jj) ri t:,11T :v,, al,ors P(n) - 0;

(jji) ll,r - x,ll 
= +l-11

Déntonstrøtion. \lotttrons qtle les éléments cle la suite (r,,)1, appartien'
ue¡rt à l'ensemble Int (S). L'élément rs e Int (.S) , I'our .rr nous avolls:

ll x' - xoll: 'ry ( r./(1 - ?) S ò,

donc ør .= Iut (S).
Strpposons mainteuant clue rr e Int (S), i: l, 2, ..., h, nous pou-

vons alors rnontrer eüe t¿-¡1 e Int (S).
De (3) nous déduisons 1es egalités suivantes:

(4) F(x,, xt) * FL(x¡, x,)(xi¡ - %¿) : 0, pouli :0, 1, . . . .

Alors nous avons 1es inégalités suivantes :

(5) llF(x,, x¡-) ll: llF(x,, x¡-t) - {F(xt-', xi-') I FL@o-', x¡-t) x

X (x¡ - rr-')) ll S (Ml2) 'll xn - x¡-t ll2, i: l, 2, ".., þ.
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De (3) on déduit

^3_ ^'2+2(z') :ço+t x,,+ :;:i, xo: - 0,99 ] n : 0, 1,,..

Ën tenant compte clu théorème énoncé, il est facile cle démontrer clue

1es hypothèses dc ce théorèrne sont r'érifiées et 1a suite (*,)i-o est con-
vergente. De (2') nous obtenons porlr la racine de l'équatiot (l'), Ku: -
- 0,99996687.
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On coucÍut de (5) et (6)

\hrt3þllî(xu, no)lllÞ(o . ro l- p,)l þ ' "rto
t ;lt.'^,.\la. I '"1- rt "r,.,
l- ' '2 I ' tt

donc

(13) I¿-rr 5 Ç "rtt : Qk "r,,

lin tenant compte dcs inégalités ci-d,esstls, on â

lløu+t :- xollslr4r -l'l¡'l- ... +11f I1(1 -l q 1- '

c'est-à-di¡e, .ïn+t = Irrt (S).
Soient þ et n', derrx notnbreS natureles. On a

ll x,, ¡ rr:,, ll = 
--!!!- . 'r,r,
r-q

pour chaclue þ: l, 2, ..., et n:0, 1, ... '

Iìn eTfet les inégaiités 'ci-clesstts donnent

+qo) <.L s ¡|-(l

t*þ-1 tr+þ 1 t1 þ'-l
(14) ll,v,+p- w,,ll= Ð llx,r,-x,ll- Lì ïirr<4r' Ð q¡:U|'

Ei i'-'tt t"! r -- 4

Par conséquent, la'sttite (*,,)7,..n est nile suite fonclauletrtale.

Soit i : Tin: x,,. Montrons maintellant clt1c r-; est iillc 'sohltiÔn cle
ll+ æ

1'équation (1).

I1 résulte c1c (B) cpre,iinr g,, : 0, c'est-à-clire 1'(r, r;) -'= 0, clonc P(t) : t)'

Qn passant à ia limite dans f inégalité (14) pour 75 -' co, on a :

llñ--n,ll 51'''1".l-q

I,e théorème est ainsi clémontré.
Iirentþle u,umérique . Calculel par 1a rr-réthocle clonnée 1a racine réeile

cle l'écluatiou

(1') xB -- xz + 2: O'

Nons posous par exemple Li(x, !) : xz)' - x! I Z Eti :: cas, F, - 2-xy -
-- ),, þ'r: xà - tr, etiì':" -')iy.ln^posant "u ^^- ^0,99 

et I .: 0,12 notts

orróor X¡ :2,2, u":2,04, þ-: 100/'242, 'qr:0,016, q : 0,86 e:t 't',tf (l '-
*() s à,
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