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. 1. Dans les travaux [1], [2], [5], [7], nous avons.introduit et étudié
les fonctions convexes (nonconcaves, polynomiales, nonconvexes respective-
ment concaves) par rapport 4 un ensemble J© supposé interpolatoire d'un
certain ordre, sur un ensemble de points précisé. Nous avons appellé
ces fonctious aussi des fonctions comparables par rapport aux éléments
de¢ I'ensemble F. I.ensémble F n’est pas supposé linéaire. La mangue de
la linéarité impose des méthodes d'investigation qui sont différentes de
celles ‘qui s'utilisent ‘dans le cas ot [ est, par exemple, 'ensemble des
polynomes d'un degré donné. Ce cas particulier est trés important. I1
a conduit ‘4 la '‘notion’ de fonction convexe d'ordre supétieur, dont la
théorie a été fondée ct developpée par Tiberiu Popoviciu (voir les tra-
vaux ' [8], [9], et ‘aussi d’autres, bien connus). |

Comme nous 'avons encore remarqué, la théorie des fonctions douées
d'une certaine propriété de convexité ou bien comparables par rapport
aux éléments d’un ensemble interpolatoire, a des applications trés impor-
tautes concernant I'analyse numérique, la théorie de la meilleure approxi-
mation, la théorie qualitative des équations différentielles. II suffit de
fappeler les méthodes d’integration numérique de Tschaplyghyne, I'étude
du' reste dans les procédés d'approximation. T.es indgalités de fschaplyghyne
Sont.des cas particulier des inégalités qui caracterisent diverses propriétés
‘¢ convexité. I.a théorie concernant la simplicité, au sens du Tiberiu
Opoviciu [9], du reste dans les 'procédds linéaires d’approximation est
a4ppui sur Ja notion de convexité. Notamment, si A : Cla, 6] — R est
'1’;'-“&- fonctionnelle linéaire, qui. intervient , comme  terme reste dans une
;31‘““_“%8' d'integration numérique, avec le degré d’exactitude égal & n, la
POssibilite Q’exprimer la valeur A4(f) sousla forme K[E,, &, ..., Ewiz; f1,
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K étant un nombre indépendant de la fonction f, est conditionné par |
le comportement de A sur l'ensemble des fonctions convexes d'ordre g |
sur lintervalle [aq, b]. En effet, si A (f)# 0 pour f convexe d’ordre i,
dans les hypothéses [faites plus haut sur la fonctionnelle A, il existe un
systéme de n 4- 2 points distincts %, 2, ..., £,,5, dans lintervalle [a, b],
tel que l'on a A(f) = K[, & ..., Z.:2; f] (le théoréme de Tiberiu
Popoviciu). Ta forme K([%,, %, ..., £,..; f] de la valeur 4 (f) est un
cas particulier de la forme A(L(F; uy, g, ..., w,1; f)) que nous avons
donné en supposant que la fonctionnelle A — pas nécéssairement liné-
aire — est exacte par rapport a un ensemble interpolatoire d'ordre n,
sur [a, 6], G, ot G C IF et I est interpolatoire d’ordre n | 1, sur [a, 6]
(voir [3], [4]).

2. Soit, maintenant, donné un systéme de 1 ensemblest,, I, ..., I,
I = 2, supposés interpolatoires d’ordre u, sur le méme intervalle [a, b].
Le nombre naturel n, 2 = 1, est fixé. Considérons, aussi, une fone-
tion f: X — R, ou R est I'ensemble des nombre réels ot XC [a b]
un ensemble qui contient au moins » + 1 points distinets. Soit V C X,
On suppose que U'ensemble Y, lui ménie, contient au moins -+ 1 points
distincts.

DEVFINITION. La fonction [ §'appelle simullanément convexe ( stinultané-
ment - monconcave, simultandment  polynomiale, simultanément nonconvexe
respectivement simultanément concaye) par rapport au systeme d ensembles
Fy Foo ooy Fy, sur' Y, si elle cst conyexe (nonconcave, polywomiale, non-
convexe respectivement concave) par rapporl @ chacun des ensembles Iy,
Fa, ooy By, sty Y,

Nous avous supposé¢ qu'on counet la définition de la convexité (non-
concavité, polynomialité, nonconvexité respectivement concavite) par rap-
port a un eusemble interpolatoire F, sur un ensemble de points Y (voir [1],
(3], [71). Dans nos travaux, nous avons utilisé aussi la’ terminologic
F-convexe, ['=concave cte, On peut, dong, dire simultanément (Fy, £y, ...,
covy IF)) — convexe, au lieu de simultanément convexe par rapport au
sistemie F,, Fy, ..., I, d’ensembles, La méme simplification est valable
pour les autres propriétés precisées dans la définition. .

Nous nous arrétons a deux exemples tres simples, Soit [, Pensemble
des polynomes P ot P(x) = 2% + ox - B, = et B ¢tant des nombres
réeles quelconque et x < [0,1]. Soit I7, ensemble des polynomes de pre-
mier degré, sur lintervalle [0,1]. Une fonction S 10,1] — R, out f(x) =
= 2%* + yx 4 § est toujours simultanément (I7, F,)-convexe. Si Iy esty
par exemple, I'ensemble des polynomes P ot P(x) = x + o, « prennant

toutes les valeurs réeles et x = IO, —_I et Iy est I'ensemble .des polyno-
y |

mes P ol Plx) = — x4 B, ve o, %I B étant un nombre rdele quel-
Lei7 2
conque, alors on peut considérer la fonetion o {0, —; - R ol g(x) ;l

== — siny qui est [,-concave mais n'est, pas Ily-concaye. Quand H est

Q » I A
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un ensemble interpolatoire de premier ordre sur un intervalle [a, 5],
la H-convexité, la H-concavité (ou bien' la H-polynomialité, la H-non-
convexité respectivement la H-nonconcavité) sont les analogties des diver-
ses propriétés de monotonie sur [a, b].

Dans le premier exemple F; et F, sont interpolatoires d’ordre 2 sur
[0,1] et dans le deuxiéme, F, et F, sont interpolatoires de premier ordre

n
sur [0. E]

Compte tennant des exemples donnés plus haut, nous pouvons affir-
mer que l'ensemble des fonctions simultanément convexe par rapport a
plusieurs ensembles interpolatoires n'est. pas vide. En méme temps, on
peut construire des exemples, comme plus haut, de deux ensembles inter-
polatoires d'un méme ordre, F, et Fy, par rapport aux quels il existe
une fonction qui est F,-concave mais qui n'est pas Fy-concave. Le pro-
bléme de préciser les conditions qui assurent la G-convexité d’une fome-
tion H-convexe, quand G et H sont interpolatoires d’'un méme ordre,
se pose donc d'un facon naturel. En général, on peut se poser la question
de trouver les conditions qui assurent I'existence d’une fonction simultané-
ment convexe ou simultanément concave par rapport 4 un systéme donné
d’ensembles F,, F,, ..., F » qui'sont interpolatoites d'un ordre précisé =
¢t sur un intervalle donné [a, b]. Un autre probléme qui se pose est
de trouver les conditions qui assurent’la H-convexité (H-concavité) de
chaque fonction qui est G-convexe (G-coneave), H et G étant des ensembles
interpolatoires d’ordre #, donné. Naturellement, au lieu d’un seul ensemble
H on peut s'imaginer un systeme d’ensembles H,, H,, ..., H,.

 Pour pouvoir énoncer un théoréme concernant les problémes posés,
flous rappellons une définition que nous avons donnée dans [5]. Cette
définition est le point de départ de la théoric comparative des emsembles
interpolatoires, I'énoncé en étant le suivant, pour H ¢t G ensembles uter-
polatoires d’ordre #, sur I'intervalle [a, b]: Vensemble H est n-valent par
rapport a Uensemble G si chaque {lément de H est une fonction w-valente bar
rapport a Pensemble G, sur Uintervalle [a, A e L. j :

On démontre que si H ¢st n-valent par rapport a G, alors G est n-velent
Par rapport a H, ‘

. Dans le travail [8], mous avons démontré qu'il cst possible d’intro-

_(-Iulfe la relation, ,,H est un ensemble sous G ou bien ,,G est un ensemble

SUr H si H est n-valent par rapport a G. On dit que H est un ensemble sous

-r;s;f ."’meque élément de H est une Sfonction G-poncavc sur [a, b]. Ondit que G

> Wit ensemble sur H si chaque élément de G- est une Jonclion H-convexe sur

(13

o msélnﬂ ‘fSt un ensemble sous G on utilise la no’tatiqu H < G qui si‘guiﬁe,

i ES;E emps, que G est un ensemble sur H. Cest Justifié par _le {ait que

e un ensemble sous G alors G est un ensemble sur H.

_a._Im,'_sPaDS [5], nous avons démontré que si' H est n-valent par rapport a G,

% ,.On a ou bien H < G ou bied G < H.

'I"infg;:HEOREME L. Si les ensembles H et G, interpolatoires dordre n sur

valle [a, b], satisfont la condition H < G, alors chaque fonction G-con-
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vexe sur U'snlervalle [a, b est en méme lemps H-convexe sur Uintervalle [a, b1,
c'est a dive simultanément (H, G)-convexe sur Utntervalle [a, b,

Pour la démonstration il suffit de remarquer que si / est une fonction
G-convexe sur [a, U], alors elle est n-valente par rapport a G, sur [a, bl.
Si on suppose maintenant que l'on a H < G, considérons les points

(1) B R e v LK S Bl

de lUintervalle [a, h]. Soit

(2) LG ®is Ty tirie ol B

la fonction de 'ensemble ¢ gqui prend les valeurs f(x,-). sur les points corres-
pondants x;, 1 =1, 2, ..., n. On utilise la notation analogue: -

(3) L (H 5 a0y, gy oy X ;-I yo=h

si on change l'ensemble G avec H. Si la fonction f est G-convexe sur [a, b],
alors quelque soient les points (1) de Vintervalle [«, b], on a

(4) Pl i) <= L{G %y, vy )y 1) 0. '
Mais nous avons supposé H < G. On a done, toujours,
(5) (2 1) — L(G; xp, &, o0, 1 h)_(;\f” 1) <0

Les relations (4) et (3) ont comme conséquence l'inégalitd
(6) Sy — LOH 3, %Ki k0 X D R S0,

(uelques solent les points (1) de Uintervalle [a, b]. Clest a dire f est une
fonction H-convexe sur lintervalle [a, b].

THEOREME, 2. S les  ensembles H ¢l G, interpolutoires  dordre n
sur Uinlervalle [a, b, satisfont la condition H < G, alors chaque fonction
H-concave sur Uintervalle [a, b] est en méne lemps G-concave sur [a, b], c'est
a dire simultanément (H, G)-concave sur Uinlervalle [a, b]. :

Considérons maintenant le systéme des ensembles [I7), I7y, ..., [,
chacun d’eux étant interpolatoire d'ordre » sur l'intervalle [a, 0], sur le-

quel l'ensemble G est aussi interpolatoire d’ordre . On peut énoncer le

THEORLEME 3. Si les ensembles Ify satisfont les conditions I, < G,
pour =1, 2, ..., L, alors chagite fonction G-convexe sur [a, b est simul-
lanément (Fy, Iy, . ..., I%), G)-convexe sur |a, b].

On a aussi le

TuoriMy 4. St les emsembles 17, satisfont les conditions G < I,
pour i = 1,2, ..., 1, alors chaque fonction G-concave sur [a, b) est simulla-
nément (Fy, Iy, ..., F,, G)-concave sur [a, b].

Dans les travaux [5], [7], nous avons donné des conditions qui asst-
rent, pour un ensemble interpolatoire donné I, l'existence d’'un ensemble
H satisfaisant la condition H < F, respectivement 'existence d’un ensemble
G satisfaisant la condition FF < G.

SUT @, b] et §'il existent des points x5, %,
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Dans le deuxitme exemple que nous avons donné, les ensembles I,
et £, satisfont la condition F, < I,. La fonction g qu’on a considerée n’est
pas univalente par rapport & l'ensemble F,.

-3, Pour mieux préciser une voie qui va nous conduire a la construction
’exemples qui présentent un interét, considérons les ensembles 17, ¢ 1,1,
n 2 1, ot V, est interpolatoire d’ordre # sur lintervalle [a, b] et V, ., est
interpolatoires d’ordre # + 1 sur [a, b]. Les éléments de ensemble 17,
qui n'appartiennent pas & V, sont des fonctions n-valentes par rapport a
I'ensemble V/,. Ces ¢éléments sont done des fonctions V,-convexes, les unes,
les autres étant des fonctions V,-concaves, sur [a, b]. L'ensemble ¥V, ,

est la réunion de ' trois ensembles, V,,; =V, U Vi U Viy:. Comme

Y 4 [ ISR 7 e ’
nous 'avons fait déja, dans d’autres travaux, nous avons désigné par V',

I'ensemble des fonctions appartennant & V,,., qui sont V, -convexes sur
[a, b] et avec V, . l'ensemble des fouctions qui appartiennent a V7,,, et
qui sont V,-concaves sur [a, b]. En utilisant la notion d’épi interpolatoire,

nous avons démontré que les ensembles T/:+1, et V.1 ne sont pas vides.

1l est claire que les ensembles V,, V,T,H, et V.41, deux & deux n’ont pas
des éléments comuuns. '

Soit F ( V.51, un ensemble interpolatoire d’ordre # sur [a, 6]. On a
V,<F.

THROREME 5. Dans Uensemble V.1 1l existe une fonction qui  est
simultanément (V,, F)-convexe sur [a, b]. Les éléments de Vensemble V.
sont des fonctions stmultanément (V,, F) — concaves sur [a, D].

En utilisant la notion d’épi interpolatoire [3], la démonstration de
I'existance, dans V,,;, d’'une fonction simultanément (V,, F)-convexe
en résulte. La deuxiéme partie de la conclusion est imédiate.

bi les ensembles interpolatoires qui ont intervenu ont comine élé-
ments les solutions de certaines équations différentielles, alors les notions
de convexité simultandée que nouis avons introduites sont lides avec les
négalités différentielles  correspondantes.

En ce qui concerne la simplicité du reste daus certaines formules d’a-
Pproximation, il sera intéressant de préciser la famille d’ensembles inter-
Polatoires par rapport aux quels un reste donné est simple. Il faut encore
Preciser s'il existe, pour un reste donné, un ensemble interpolatoire par
fapport a quel il soit simple. Pour la notion de simplicité il faut voir [7].
_ La condition contenue dans I'énoncé du théoréme 2 est suffisante. I
faut trouver des conditions aussi nécessaires pour que chaque fonction F-

fOnvexe soit simultanément (H, F)-convexe.

| La définition que nous avons dounée regarde, avec d’autre propriétés,
4 bropriété de simultanément polynomialité par rapport a un systéme

d fnsembles I7), F,, ..., F,. Elle a un role special. En effet, la fonction f
Ctant définie sur [a, b] et £y, F,, ..

: ( oI, 1 = 2, étant des ensembles inter-
Dolatoires d'un méme ordre », sur [a, b], on peut faire la remarque suivante.
PLf est simultanémet (I, F,, ..., I'})-nonconcave (ou bien nonconvexe),
., %yyq dans [a, b] sur les-
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quels f soit simultancément (F,, £,, ..., F)-polynomiale, alors f est simul-
tanement (I7,, I, ..., [})-polynomiale sur Vintervalle [%1, %uyi]. Mais,
dans ce cas, les restrictions a lintervalle [x, %,4.] des fonctions L(F;;
%1, Fay vwin Kui [l 8 =1,2,.0., 4 sont égales. Clest une situation qui
a des conséquences intéressantes, regardant les ensembles Fy, Iy, ..., F

BIBLIOGRATIE

[1] Moldovan (Popoviciu), Elena, dsupra unel generalizdri a noftunii de conveidt 82,
Studii si cere. St. seria Mat. (Cinj), VI, 3—4, 6573 (1955). 3 i

2] — ,Asupra nofiunii de functie convexd fafd de o multime interpolatoare, Studii si Cerc.
Inst. de caleul (Cluj), IX, 1—4, 161124 (1958). : i :

3] — Sur une générvalisation des fonctions conveyes, Mathematica (Cluj), 1 (24), 49—-80
(1959). i :

(41 — \Sur Uinterpolation généralisée, idem, 2 (25), 143 —-147) (1960).

[5] - Introduction & U'étude comparative des ensembles de fonctions interpolatoives, idem,

6 (23), 145—155 (196G4).

6] Popovivein, Elena, Surla notion de convexilé par rapport & un procédé d'interpo-
lation, T.S.N.M. 10, Abstract spaces and approximation, 321 —347 (1969).

[71 Teoveme de medie din analiza matematicd si legdtura lov cu teovia ‘inferpolarii,
Editura Dacia, 1972.

81 Popoviciu, Tibe riu, Les fonctions convexes, Paris, 1945.

93 - Suw le vesle dans cerlaines formules lincaives d’approximation de Panalyse, Mathe-
matica (Cluj), b (24), 95--142 (1959).

Regu le 5. X. 1977,

Str. Dorobantilor 40
3400 Cluj-Napoca



