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and by Theorem 4 in i1] it follows that the elements it, iz.are_tw.o
distinci elements of the bést approximation lor xr' Consecluently, Y is
not semi-Chebyshevian.

If Y is not semi-chebyshevian, then there exists an element xL e X
and the elements !t, lz e Y, !t* y, sttch that

d(xr, yr) : d'(xt, !r) : d'(xr, Y).

Then, the function Í(x): d(x, Y), x e x is.in I,ipox and verifies the

"""-åitiã" ù, b), c)."it' foloìr'i that the asertion 2o is not fulfilled. The

theorem is proved..
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PROBLÈMES DE CONVERGENCE REGARDANT LES SERIÐS
EN ESPACES TOPOLOGIQUj,ÌS

o*ooï, *rro
(Cluj -Napocn, Rournarrie)

(Jtt'iuersitatea,, B abeç'B oly øi"
CIuj-Naþoca

I nsl.ilulul dc Matentøticd
$1. Sól.ies dans les groupes topologiques

1.1. Introduetion

l2l, [6], un g;ror-1pe G, dont l'opéra-
ment ncutrc pr.r 0. Soit r une topo-

";:;: u":.'ä":; $l;E:;n' ;:;'l:
topotogique par (G, o, r), qui pollff¿ä :lf:"ä,,hft"?,î å:t:iå"]"*riiåi:
le cas. nc cette cléliuition on déduit les suivantcs |ropriétés: í., si uo
est nr. r.iosinage dc' l'_originc (cle l'élémcnt 0), alors Uit : {x 1l:r - Us} est
aussi uu rroisinagc'de l'or-igine, 2". Cherqn" ,.<risin,.ge de 1'origine contieiít un
voisinage slrrnmétriçluc dè 1'origine, c-'cst-à-dir-c,-- clrcrclti'il" soit vu, existe
Wu(YoCVò tcl cluc_ tv;t : I,Vu, 9". Chaque r.oisi¡age clc l'origi¡e, Uo,
corrtietrt.un autle, T/0, tcl çp1c. r, ), e Vtt^implique ion,= Ue,"ou'avei
la notation dc la ,,sor¡me clirccte" : Vu þ) Vs-CUo.

r- e ûr rn e 1.1.1..Lø l'im,itc d'un¿ séqotence (x,) tlans wn grouþetoþologíqu,c
(G, o, t), notéc þcu'1,!1*,,: x e (. et^intcrþr'¿t¿'e d'trul¡tuã,e pàr

(1.1.1.) Y(J,, 1nu*= N tel cloce ix > nu, + x,e (J,,

þeut. êtrc défin'ie þar I'wrce quelconque d,es øffirntølions équiaalcntes, sui-
aantes

(1.I.2) YUs, 1ru|reN tel que n 2 n/uu= x;t o x e (Js.,



résulte l"existence d,e sø.limíte, alors I,e grouþe sera þar d.éfiníti,on un grouþe
séquentiel,l,ement comþlet

À cause du corollaire l.l.l on ne d,,istingue þas cleøtx not,ions rJe com-
þlétíturle: l,'une à gøuche et I'autre à d.roite.

Èno¡rÈMes DE coN\BiìcBñC!

1.2. Séries convergentes

En ence d.,éléments d.u groupe topologique
on. peut de série à d.roite et une notion de Á¿ide
qul se c t si le groupe est abélien.

Déf inition 1.2.1. I.'ølgorithme

(1.2.1)
st:ft
Srr*1 : S¡ o X¡¡1 (ø e N)

È:r
@ æ

! 17s

(G, o, r),
à. gawckc,

à l',a,id,e..d,uque I,ø s.wite,(s) d.es ,,oþérés þ ,iels" (,,sommes partiel-7.es").attøchée. (x,) tl'étéments di (G, o, ,rrø ä'ne série à d,roite,
tandis que l,'

(r.2.2) ùl-11

sl+r : *¡¡1 o sl, (ø e N)

droite orl âtltÉù s, : Xþ: xto x|o .. . o fr, et si la série est convergente

serø une série ._ S.r (s") (s',) ø une |,intite s resþectíaement
s.' rløns (G, o, t'ø série ieiø regard.ée cojnrne c'onaergente;
d,ans le cãs co lle sera.

Pour une série à droite co'vergente, on a une somme s e G et une
suite d.es rest-es (r) définie par s,, oVo : s (n e N), ou bien explicitement
pat /,t - s,-t o s; par analogie pour une série à gauche convergente on
aura s' : ri, o si (ø e N), ou bien ï,,: s,o s;-1. Avec la notation à

sa some sera notée pâr s: Qx, et le reste par /n- O *o; la série elle
þ-n*L

même sera symbolisée par O *^, indépendemment d.u fait qu,elle con-
verge_ou diverge. Notations analogues pour une série àgauche. on déduít:It
'í:lO(*-'oro*,)lor,.["Y, J

(1.1.3) YU¡ 1n'{ru eN tel qge n 2 nbo+ N-!o x^ e (Jsi

(1.1.4) YUu, ln7ru e N tel que n à nüo + x o xit = (Js;

(1.1.5) YUu, lnlyu eN tel, qute n, nVo* frno x-L e (Jo.

Si (C, o) est com,ntutatif, les deux d,ernières affínnatiorcs se confond,ent resþec-
tiaemcnt øaec les d,eux þremières.

Démonstration. D'aprës les þrél,iminøires, de xo* x (n -'co) résulte
xnt * i-t(n*oo) donc les séquences (x,t o x), (*-'o xn), (x o xlr) et
(x,, o x-L) tend.ent tous à l'élément 0 du groupe, d'otr résultent respective-
ment (1.1.2), (1,.1.3), (1.1.4) et (1.1.5). Inversement, si on part de (1.1.2),
(1.1.3), (1.1.4) et (1.1.5), et on introduit la notation (0") pour une suitel)
tendant à 0, alors on a respectivement

Définition l.l,lLø séqucnce (x^) d,'élétnents d.e (G,o,r) est
ttne swíte Cøuchy à gauclte, s'i et settlenrcnt si þour un aoisína.ge quelconque
de 1'origine, U6, existe uu nornbre natural nuu tel que si n Þ nu, et pour
rr'in-rporte qvel þ e I\l o1 ait x-r o xn+þ - Uø. I)'une façon alalogue o¡
conçoit une suite Cauchy à droitc, basée srlr la différence abstraite
)J . . o x-r.fr+? n

Proposition 1.1.1. Une séquence qu,elconque, (x*), conabrgente
d,ans (G, o,,r) à utrc |,imitc x e G, est une suite Cøucky à gøuch,e e.t øuss,i à
d,roite.

Déntonstrc¿lion. On part des cleux égalités

xrt o xn¡p: (xl'o x)o(x toxr-,.t) et x*¡po xnl : (xr+po x-r)o(xo x^1),

en se basant sur le lemrnme 1.1.1. et vu les þrélùntinødres, on constate que
Ie deuxième membre de chacune des deux égãlités précédentes se trouvent
dans un voisinage arbitraire de l'originc 0, si n 2 nus d.'otr la proposition.

Corollaire 1,1.1. Si d.øns un grouþe toþolog,i,que (G,o,.c) lrfie
su'ite à gauche (à droite) ø une l,imite, ølols elle est simultaném,ent
une uchy à d,roí,tc (à gøucke).

ratiott,. I,'existence de la limite et la proposition 1.1.1 nous
permet de tirer immédiatement la conclusion.

I,e corollaire 1.1.1 justifie la
Déf inition 7.7.2. Sí, d,øns un grouþe toþologique (G,o,r), d,u føit

que (x,) est une suite Cauchy (indifféremment si C'est à gauche ou à droite)

r) Orr utillse¡e la flotion de sults, cornme synoaine de celle de séquence.

d'où lim x,: *
ñ+æ
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xnlox:0o+xu:xo0lr
x-1oxn:0r+ xo:xo0n
xorul:0o+ ru:}lLox
x,ro x-7: 0^ = xu:0oo x
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Dént'onstration. Regardant la nécéssité: si e Íf converge, alors dans
le groupe topologiclue existe une suite

!é¡ (1 Z 3) du reste, donc r,a1 o
3" et 2o des préliminaires, exi
sirragc Vu (Vu C Uu) tel qrre
volsuragc symrnétriquc Wo de
si n 2 n¡ru et de plus rn+þ e Ws
soit 1l e N. Puisqíe WsCV.C [/6, résulte rno6]o e ¿¡u çi n Þ flwø,
4 : ro..Regardant ra suffisance de la condition (t.z.oj'po", ra convergenöde la série dans un groupe topologique compret,' ;á ã"-ã¡ti"rrt à r,aidede l'égalité trivielle %n+to%¡+zo...o%t-.þ-s;t osn*þ, la relation

((1.2.7) s,-r o s,,*, e yu (n ) nuu, V/ = N),

:^. 
q"i signifie qLre (s,) est une suite cauchy dans ce groupe séquentiellementcomplet, donc existe lim s, : s € G.

,t+a

1.3. Sur la convergenee cornmutative

Déf inition l.B.l. Soíent d,eux (s,)
grouþe.toþologique (G, o, t). On dlira àsi' ¡
!, Eau.chc resþcctiu.cm.ent à. d.roite þar ( r in
L ortgxlxc, U o, c xxstc. un nontbre natur que
o. 1o s, e (Js resþect,iue cent sno a]r - (Jo.

Rent,ørque 7.3.1. 1.. euelque soit Uu, il contient un voisinage symmé_trique de l'origine,Wø) de o.t o s,, € ñu 
!rr,nr,Þ 

n1a,r) résulte:,-t; 
";-=e lVo et vice-versa, tandis que de s, o o_' e , n*u) résulte

1::, On peut do de deux suitesqtn à gauche, à droite. 2o.si ^^._':..;-:;:")_,- commutatif, ons se confon_

Siro"ne"r. 3.. Une suitå 
cas' que Ies deux suites 

Ì"_î-t 
iudéfiniment

par elle-même à sauch" tnrment approchée

i¿^¿äìäe-l ã,ii.ot " åi'à 
un voisinage

implique ,--'o r, ! uu ,"rn"ctivement sn o s,r, = [Jo. 
q17e %' rn ) nvo

TrrÉoRÈME 1.3.1. Soit (s,) une suíte
s€ G. 1.. Si øne øutr
s, alors (o^\ øþþroche in
che ind.éfíniment (s*) à

Dans [3] l'auteur a démontré le
T''E.RìME r.2.7. Pour rø conuergence d.e rø série à d,roite e x,, d.øns

lc g,rouþe toþotogique !G,-p, r_)- - ryt nécessøire et swffisønte l,cx,istence cl,unesr,tite (g*) d'éléutents d,e G tetie cJr,r,'cllc søtisføsstt à''"---"'--

(1.2.3) | ") e, * 0. þt' -' 6¡
Ib) p, o p".,t, : xn1-t (ø c N).

Døns le cøs ou,lø série conaergc, résurte que (p,,) est justeurcnt rø su,ítecles restes ,,à d,roite

, ce thé91{n^9. peut être transcrit po'r- le cas d'u'e séric à gariche, e'changeant (1.2.3) par

(124) 
{;l ü,1 ,. or:?r (ø e N)

et au cas de convergence on trouve que (pí) est la suite d.es restes,,à ganche,,.
convergence de i'algorithmc (l.Z.l\
éralcment valable porrr Ia cônr,"r-

e-versa. Mais s¿ (1.2.1) et fi.2.2\ con_
cr, qu'entre leurs'restcs i,t ) a tá relo-

(1.2.s) ri, : r,t o'$ {ro*, o r;t) (n : 2, B, . . .)

geant n par k. et en effectuant aux deux 
'rernbres l,opération

(r¡¡1o z;1). Si on opère à ganche par ri, on arr.ive

x* imþl,ique þour un aoisinøge arb,itrøire (Ju, d,e l,origine, l,e*is_
tence d'un nom.bre entier þositif nur, tel, qu'on ait

xn+to frn+zo ... o xx+þ = Uo ,i n Þ %us, V_p = ro

(9, p, ") est séquentiellement com,þl.et, alors d.e (1.2.6) résul,tc l,arle la sér'ie.

h:t
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gauche).
l,ø sér'ie

srit un théorème d,u tyþe Cau.cky pour
(On peut le transcrire pour une-séiie à

tr,n grouþe toþol,ogique l,ø conuergence ile

la con-
à droite.

ce clui

THÍloRÈnrE 7.2,2. Døns

clémonte dans
\¡ergence d'une série

à elroite

obtient (ri)--r s .yi :

(1.2.4 - b) résultc (t,i,t )--t o rf, :
(ri) t o rL+t : r,,¡1 otf,t. En chan-

En effet, c1e (1.2.9 - b) et: r, o rn11-1, ot1 après une inversion

(1.2.6)

sí le grouþe
conaergence

à (1.2.5)
On
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I,e théorème 1.3,1 et ses deux c
nant l'établissement des conditions
\¡ergence et la somme d,une séri
l'ordre de ses termes, ou dans le
séquence immédiate du théorème

Co roll ai re 1.S.S. On consid,ère une su,ite (xn d,,un grouþetoþologíque (G, o, r) à þørtir d.e løquelle on¡or*, uìi-", , conaergente

? 
*,: s e G' Pour que Iø série à gøucke engend,rée à þørtir d,e ra mênte

swite so,it conuergente øya.nt lø même somrne
so?nmes þørtielles aþþroche ind.éfiniment à

s,,il .faut que lø suite (o,) d,e ses
drortc et à gøuchc la. suite (s*)

x,. Si (o,) aþþroche ,ind,éfinimt:ntcles sontrncs þørtiettes d.c lø série à clroitc

(s,,) à d,roi,te
som.mc égøle

ott à_gauche, alors lø sér,ie à gøuche serø conaclgentc, ayønt saà cell,e d.e la séyie à d,roite.

tn '3'3:ew à d,r 
co.natrg-e à ln

qu þørti i'ó:"T:",'#{;:la:

(xn,o ... o frzo xr)-t o (xro rzo ... o x,) :
: (*rt o x;l o ...o x;, o xro xze ... o xn) e (Ju (n, m >- nu).
On notera, dans ce qui suit, par (N *_+

tion,s de l'ensemble des iombre, ï"t ììã,
cette 

-farnille, c'est-à-dire une permutation
1 e (N++N), tandis que la suciession cles
þt' þr, " ', þ,,, " '

Déf initio n 1.5.2. Soit wne suite (x,,) d,,éléments d.u grouþe toþoto_
gdquc (G, o, r) ; lø série Q x,, srra notnmée série ,,comntutatiaenrcnt conner_
gentc à lq so,lt,'e r :,G ,,ou bien" ,,commutatiaernetct conuergente cnec con-set'aøt'ioru d,e la sorn,tne", si querqu, toiî tø þermuiøtliii'p-="(ñ'.. N), on q,tnq.

L-/'on : t'
tt: I

rnÉonÈ¡rÐ 1.3.2. pr¡u,r que rø série exr conaergente d.ans re grouþe
loþologiquc (G, o, r)-soit cotnmutøtiaement.conuergente à la somtøe s e G,cst ntlcessøire þour'd,eux þerrnu,tqtiotl.s qurtro,n,Tiri i-,- i"=" trl nN), rluc ra
suite (o0,,)*=¡¡ des somnl'es þartieües u,, O*0,, *þþroclte,incléfin,inten.t à d,roitc

et à gauclae l.ct swite (.tr,,),=" d.es sotnntes þørtiettes cte exe,. S,i quelqu,ils

5 -- L'aualyse numérique et la théo¡ie de l.app¡oximôtÍon _ t.ome 7 No. 2, 19Zg
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suivfecorollaire l.l.l) aussì une_ suite cauchy à droite. Dès lors, on peut
la partie correspondante de la démonstration du théorème'ls.2l.

c o r o 1l a ir e r.3.5. Pou,r qu'tcne série Qxn soit comncutatiuement

conuergetúc auec conseruqtion de la. somme
:t il
1>' q
neléfi

corollaires 1,3.1 et 1.3.2 ainsi que la

on r,emørqu¿: dans l'énoncé du théorème l.B.s. et d.u corollaire 1,3.S
on peut laisser à côté la locution ,,même identiques", car dans la démon-
stration de l'alternative de la suffisance on perú prend.re potr- þ respecti-
r.ernent -,/, .1e!. permutations: (1, 2, g, 4, ^..., ;r, ...), (2, l,'5, 4i ...,n, , . .) des indices.

$2. S6ries dans les elans topologiques

2.1. Introduction

introduit une notion de limite dans
es d'un ensemble - et a considéré
ion de la réunion. Dans lS] l,auteur a

passant à un clan respectivement à
la notion de la limite introduite,
Dans le présent travail on va trai-
clan (dans un tribe). pour préciser

f ,rïj 
une famille de parties d,un

,.l\Bee et Al)Bee si A, Bee;
une famille & de pir.rtics c1e X satisfaisant àr

..1\1le & er. ür, = ï ;i tt, B, An e s (2= N)
i:1

est un tribe.
. o.. reproduit d'après .[5] les définitio's et 1es propriétés absolument

néccssrire pour pouvoir suivró le contenu de "" pàra^gr;;lre
D éf initio n 2.l.l. .Soit X uo

þar 8,, lØ.

soient.þ, q- (Ñ.- N), (oo,) aþþrocke ind'éfinintent (so,) à d,roite ot à gauche

alors ,1,ø sé.rie cont)ergente Q kn est com,ntutatiaernent conaergente à lq nt.ême

Sontnte s e G.
Dém.onstrat'ion. Regarrlant la première affirmation de 1'énoncé du

théorème, on part des égalités
. -l , -t t -tï¡tno oqr' : (sÞ, o s-l) o (t o oo,,) et or,o' o s.f, : (oor' o s) o (s-I o s,0,,)

et on suit la voie d.e la démonstration du théorème 1.3.1. Regardant la
@*

ðeuxièmc affiramtion, on utilisera 1es notations . : 0 xn et s,: O*0,

puis on écrira pour une permutation quelionq te þ e 6u 
t; 

ru¡ "t po.rl11rr.
attre q^: n (n e N) :

s¡ros-r: (srror;t) o (s,,or-r) oubiens-rosr, (s-1 os,,) o (s, I os¡ )

et on suit, après, la voie déja vue.

Corollaire 1.3.4. Poør quel,ø série Qx,conaergented,ønsl,e 
grouþe

toþologi'qwe (G, o, t) soit co¡u.'ntutøtiuement conaergcnte a.1)ec conscruøt'ion
d,e l,ø somnte, il, est nécessøire et suffi,sante que þou,r cleu,x þerm,uta.tions quel'con-
ques þ, q = (N ++ N), l,es suites d.es' sotntnes þartiel'les corresþond'øntes
s' øþ þr o chent ind, éfinim ent.

En effet : on tient compte du corollaire 1.3.2 regardant la nécessité, -quant à la suffísance on choisit Ç*: % (øe N) et (þ") arbitraile, puison
suit la partie correspondante de la démonstration du théorème 1.3.2.

Si on ne sait rien sur la. nature de la série Qø,, dans ul1 groupe topolo-

gique, on peut formuler avec une condition restrictive au plus, le

rnÉon-Èup ]r3.3. Pour qu'une série Qxn soit comnrutøtiuetnent coll'r,e/-

gente øuec conseruation d.e l,a. somtne d.øøs le grouþe toþologique séquentiellement
comþlet (G, o, r), il est nécessa'i,re þour d,eux þermutat'ions arbifua.ires -
mênte id,ent'iques - þ, q = (N ++ N), que Ia su'i'te (oon) øþþroche i'nd'éfiniment

à d,roite et à gauche 1,ø suite (s¡*). Si quelque sodt þ, q = (N * N), (oo,)

øþþroche indéfi,nitnenl (sp*) à. clroite ot à gauch,c, a'lors 0x, est commutati-

uement conacrgetøte d,aec cotuselaation de la sont'tne.
l)énrcnstrøtion. F.egardant la première afÍirmation de l'énoncé, on utilise

mot-à-mot la partíe córrespond.aãte de 1a démonstration du théorème 1.3.2'
Quant à la deuxième affiimation, on on prend. þ : q: (1,2, .. ', n, . ' ')
el en nous basant sur le remarqtle 1.3.1, laielation s-l o sr,€ Us(n, m2nvo)
caractérise une suite Cauchy à gauche. Puisclu'on est dans un groupe séquen-
tiellement complet, (s*) aura une limite s € G et sera simultanément (vu

' ÀñbiìEÍ ñEll?8 I
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4I'itjr,d",ry,!"1 o.1t, lornte lø.suite (5,) d.es a-.0!é1és (,,somntes,') þartiels attachécò \Á"), déJi,nit tø t-séricdans (e. 
^,(cl)_lim); s'i,t exiítâ @\_l¡^ S-':: s e €., alors rø d-série conaerge d.øni e (donr'í, ,o, ,oürài,r)--Llil'-à¡i"iø

et sa. t-somnxe seyØ notéc þør S : Ä X".
Au cas de convergence d.'unJ1-séri" on introduit une notion de restepar Rn -.SÊ S, ou bien par S: S, t Rn. Iua suite (R,) ães restes jouit

des propriétés

(2.2.2)

]," r9sy1,te,9" I,.- S^.9,,^"_r.faisant n+æ et tenant compte de la con_tlüurte de^r'op_ération a ( s 2.1.), tandis qre 2" résulte de (2.2.i) et de l,égali_té.S,:SaR,.
THEoRÈlr'n 2.2.1. Pour la. cont,er d,e lø tsérde [x, døns |esþøce(9,...o, (ø)-lim) cst nécassøire ct nle I'ex,istenrr^d,;irnr- ;;r;t;"'(R"\

d,'é.1éntents cle g satisføisant lcs con

(2,2.3\ J 
1' (ø)-Lim Rn:Ø

|.2" R,t R,¡r: xr+r (ø = N) ;
(R,) se þroøae-t-êlre Ia swite d,es restes d.e Iø *série conaergente.

Démonstrøtion. r'a nécessité résulte du fait que si ¿\x,, converge, alorson peut rnettre R,,: Rn (ø e N), qui satisfait'(Z.2.Zf iän ""r;il'2.tã).Regardant la suffisance, on applique |opératior, ¿f'a 
tt'eg 

alité (2.2.3; -2") :

'Kt *r*, :'Kt(Fo 
^ 

ur-,,
þ:n h:t

et on obtient

Xo¡r A Xn¡z^ . . . 
^ 

Xr+þ : Rn d Ruapi
en ¡' opérant à gauche avcc Xr t, X, a . . . 

^ 
X,: Sn, on obtient

Sn+þ : X, t Xr^ ... a Xr+þ : Sra.rR-, t Rn+þ

et en faisant þ*æ on 'arrive à S : (ø)_lim S,+r' : S, a Fn € e, à
cause de (2.2.3; 1'), d.onc la ¿-série converlre .t'l; est son reste d.u ÍaxgrL.

rr¡Éo r que lø sér,ie fXn3ol,nelge d,øns un cløn Cøuchy,il faut et øtt 1a¡-ti,m x:,:h ta"ii, q;;-1; terme généraltende à
Démonstration. si [x, converge, alors de (2.2.2) résulte (ø)-lim xn :

;,Ø., D'Vyftre_parJ, o1" j, a S,+r - 4t+, et si X,*1 9LØ |n*.o), aiors(ø)Jirn (Sn a Sn*,) : gl. Or, cette' dernièö relation'å'1" iirrriì" éq"ií;ut;;

1 
o (ø)-1ím Rn : Ø

2" R, Ä Rr..1 : Xr+t (ø e N) ;

Déf initi on2.1.2. Soi,t A un clqn ct (Xn)*-ytt ét, d.e9. I-'é\,ément X e I est l,.a t,imi,te .anøtyt,ique d.à tä";;:it;- ¡ ents'il existe d,ans g une suite Bn[Ø,tet'qú'on ai,t þoir n à d,eno(n2Øo=N)
XrtX - Bn, B,!Ø

o^ù on a noté Xn¡ X la- différencg syT U X\X".
Dans ce c&s on d,irø,que.|":"d!L(X,) est X, ou'U-i,\'n que Xest I,ø ,,l,imíte ønalytique" d,e (Xn),'öt on fions;

,'i : (ø)-Lim Xn où, X*9, X.
On

que røs 'ì:,'::;#:;,n:; {:f:'ìf¡¡îi,',ì};symmétr 'i.qucnt 
cz dqns C., ìont séqkenti,,et-_

I'ement , ,lur.
Déf inition2.l.3. Soit un, clan g, (Jrc suite (X,) ts d,uclan sera nornmée suite-cauchy si et seurevnent s'il ,*¿ttt ¿ài{r, sot.ite

d'escend'ønte à I'ensetnble aíd.-e, B*trØ,tel que roi-a,it-j-o* ,looqu, þè"ñ-,
Xr+þaXn= B, (ø e N), n>- no 2l.

,. o¡ démontre, que chaque su'íte (a)-conacrgenrc crans un cr,an est une
swite Cauchy.

Déf initíon 2.1.4. si,ckaque suite cauchy d,'éléments cr,øm cr,øna une l,'im'ite ønøl.ytique d.øns c.e clan,àlors le cløn 
-estíéq:uenti,ellement ,;r"li;,ou aaec une autre d,énomonat,ion : ,un ,,cløn Cøuclty,'.

on démontre, çlue chaque 
^t,ibe_, 

en parriculier g(x) aussi, est un cran
CauchSt, ma'is þøs c[aque clân Cøucky est-tm tribe.

.Un 
l,opération de la diférence symmé_trique, a atytiqu" i¿¿ri"iii""ã,1.2) onãbtientl'espace \-----------

Déf inition2.2...l. sodt (x,) une séquence d.'éréments d.e |esþøce(8, A, (ø)-lim). L'al,gorithme

1ô

(øeN)

ANbREI NËV180

2.2. A-série dans un clan

(2.2.r)
Sr:Xr
Sz+r : Sna,Xn*,
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fåilg"Ji"'.ït ïl¡"1f1,i?i3,îlåls un cran cauch¡' (s2.1'), donc existe
vn 2'2's; (du type cauchy) Dqns un crøn cøu,crtjt, utte con¿itio,

i, 
suffisønte þour Ià ,onrrrgrnr, ¿'unr,r'Ã-"iïr¡l-rií m réaris(ttion de

Xn+r d X,_t_za ... aXn+þ Ç 8,, V1 = ro,
(8,,) étøttt une su,ite d,'é,iments d,u, cløn, descend.ante à Ø.

. ln*"lttration.I"e 
nembre gauche de l,inclusion est égal à S,_¡p a S,,olr sn : 

A*o' r'a relation s,,+?a s,, c Bn, B,IØ, est justement Ia
re
an nalytiquc
1.

sui du terme
amment:

Xu: Xt^ Êr^ 9z¡ .. . a þ^: Xro.Å Ê, (ø = N),
i:t

X : Xtt (Xrr.Xr) a (XraXr) a ... 
^ 

(X,+, ¡ X,) a ...

ss2.3. (-/-séries dans un elar

(définition 2.1.2) ; relativemãnt"¿^
un seml-groupe comnrutative, lnaistractlol'l \. Ainsi ou arrive à l,espa
. , ..Déf inîtio n 2.5.t. So,it (*,,,
(ø)-Lim). L' algorith,me

I3 PROBLEMIjS DE CONVERGENCE 183

Au cas de convergence d'une l_J-série on d.éfinit une notion de reste,
par R,,: S\S,, où S,O R,:Ø þr,eN), (pourlequel estvalable, évidem-
ment, la formule R,, : S Ä S, aussi) d'où S : So (J R, (respectivement
S = S,,a R,,). luisque (S,,) est visiblement ascendante, la suite (R") est
d.escend.ante àØ (voir [5]). D'autre part

R,\R,+r : (S\S")\(S\S"+t) : S,1r\S
c'est-¿ì-dire

R,\Rn+r : S,+r\S,,: (Xn+t U S)\.S" : X,+r\So.

Par conséquence, le reste de la série corrvergente Ux, satisfait aux condi-
tions

1o R" IØ (n* æ)

à l'ø,id,e
attachée lø su'i.tc.(S,).døs 

l)-oþ.ér.é9.([_J_somnres) þartieltes
cette n- (uyû1K, i;,;Xi',^y,;Tlì*";,:iZi:;'läl:i
ge) et sø Q-somme ser(r notée þar t : Ë, 

t,.

(2.3.2)
2o (ø e N),

l'égalité 2o pouvant-être écrite sous la forne 11,,a R,,-¡1 : Xr+t

Pour lø conaergcnce d,e I,a série l) X, d,ans I,e cl,øtt

faut et il suff,it qu'il ex,iste d,øns g une suite (Bn)

1o B" IØ (n-, æ)

20 B\Brar : 
"r-r'..(É "1,

et 8,, se þrouuc-t-êtrc le reste d,u rang n d,e 1,ø l)-série conuergenle.
Dérfl,onstrqtion. Si l)X,, converge, la suite (R,) des restcs satisfait

effectir.ement (2.3.2) donc (2.3.3) aussi. Rcgardant la suffisance des condi-
n*þ_l

tions (2.3.3) pour 1a conr¡ergeuce de [_JX,,, on applicluc l'opération (_l à

(2.3.3; 2").

. "üt (Bu\Bo*,) :"ü' (x¿+,\so)
L:tL k:11

et en opérant dans le second nembrc une légère transformation;

Xo+t\Su : (Xr+t U S¡)\S* : S¿-¡,\S¡,
on arrive à 

n+þ-r ntþ-r
U (B\Br+r) = U (sr+r\S*),
h:n þ:n

t
Rr\R,*, : Xn+raÉ 

"1,
.(g "'aussi.

rnÉonÈun 2.3.1.
(€, U, \, (ø)Jim), il
øyønt les þroþriétés

(2.3.3)
I
t

(øe N)

(2.3.r) J

ì

q---f-
ul 

- 
lLI

Sr+1 :S,UX,+r (ø=N)
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'o}..q"n S,: (S^ s,) n S, : (S\
isfait les conditiòns 1Z.Z.it¡,"iin a¿ñ.riì

toussestermeségauxàX*Ø;évidemment 
[.J X:X et (a)_Iim X: X

(X +Ø). De (2.5.2; 2") résulte à t,aide de ¡2.512; I"¡
Xn+r\S,: Br\8,,-r c 8,,!Ø,

on peut fornruler comme il suit:

', ; : iiïrt; l#:.#'j' i, Lun¡,po ; oì, r!51 ¡
þo' ç x,, ølors s est rensernbte for.m,é þør tous res óréments constituønts d,a

:!#lTn rr.tr,,,, 
X* (n e l{) d.e Iø l)-série et seutetnent ccs tjténtents con_

conuergcnte rJan,s un clafl. cst cltlutxu.t_
de sø U-sommc,

15 pF.oBLsMES DE cortvERGENcE lgb

Ðn effet, on a pour la suite de ses lJ_sommes partielles

SrcSoc. , -Sn. et s,:ÚXolS þr-,cp¡.
soit (i¡);-ry une permutation arbitraire d" N', "r:; ra nou'elle [J-série aurapour ses [J-sommes partielles

s;:fx,, (ø=N),
j-t r

(Si,) étant ascendante.

,:îï,å:ï.,"3i:ïå,#""îîl#"ï"åî;1
/?, = p existera toujours un nombre

co.mposcrrt Sn, soient contenus dans
extstence de deux suites dc rrombres

'1n' < "'
Ç Sn, s . c S,r_, g Sí,n ç S"" =est ascendante, le système Sn¡-', 9
S,i' : S.

R e m a r o u a 2.s.8. on þose Ie .r>robrème d,e þrinciþe... si o' consicrèredans un tritte la serie ¡x" {";rf";;á;ent à ra å¿rir.,it'ior, 2.8.r, quer.re estla relatíoru entre ta e-somríe d,e Iq sériì- r"- ,î^'aT'ìà'iïj]å"""", geÅce cle ta
swite d'e ses l)-sotttttrcs þørtieiles et r'ér,é,me"t ú x,, d.u tribe? r.a lJ-somme
de ia série (JX* est interprétée à l'aide a'oillo.ruge à ra rimite, donô. a*
sens ,,þotentiet", tandis que l'élérn"nt fx, du tribe existe da's son acceþ-
t,íom ,,actuelle". I,a lépo'se ." troo.r"'iårmulée dans le

TrrÉoRÈ:ME 2.3.3. Døns t,t tribe g quer,conque, *ne srírie querconq,e l)x,,
est (a)-conuergente et sa l)-somme, c'est-à-d,ire s : (ø)-rim )xo est égate

ó
à I'ólémcnt U X^ d,u tribc.

n¿*onriiìtion. otmontre çlue pour Ia série r-lx, re rôie du reste estæ
joué par B": 

o9*, 
X*= g (øe N). pourplus d.ecommodité on notepar

A*+t fexcédent du terme xo*, de la série sur sa rJ-somme partielre
so :,,-V xo (h e N)' ces excéd.ents sont évidemment disjoints de'x par deux,

par snite a lieu la représeutation B,: ü n^(øe N) et suivantla défi-
À-¡r * I

14
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nition 2.1.1 résulte B,IØ. D'attre part

16 17 PROBLEMES DE CONVERGENCË IB7

donc son reste du rang n est

1,n: s - sn: p(Br) - lp(B,) - V(B*+r)l: p(B"+r),

utais z, * Q, donc lim !r(8") : 0.

On mention"" äiË la démonstration cst valabile aussi pour le cas oìr

¡l est une mesure prenant des valeurs dans un groúpe topologique (la limite
en cause - aü sens c1e la topologie - sera l'élément neutre du groupe).

2.4. Séries altcrnées tlans un clan

Kuratorvskiz, dans son traité classique de topologie, traite les ,,sórics
ølternées d,'ensernbles fennés" en attirant 1'attention sur l¿s ensemltles d,éaeloþþa-
bles en une série cttteinée d'tensembles fermés, d,écra'issan,ls, notée par cet atttèt'.r

E : Í-' - F' t F" - Fn f ..: -l- Fe -.ÈE1r *... (¡E I FE*').

Nous donnerorls un critère c1u type I.eibniz potrr les 'séries alteruécs
d'ensernblcs éléments d'un tribc.

:rrrÉopÌilrE 2.4.1. Pour I'a conaergcnce il'üne série øl'tet'néc

Xr...X, U Xr\Xn U ., .. [JX2l,'r\.Xru U ...
(oìr 1es opérations'\ et U s'appliqucnt successivcrtrent), d'ont les élétttcnts

fortne.nt ttltc sxúte d,escenda.nte, Xr l X,¿ 2 . . . l Xn r . ., d,øns u'n tr'ibc
(9, U, \(ø)-lim), cst n,ticcssa'íre at suffisantc qtt'oro ait X,!Ø.

' I)ómonstrntíorc. Conslclérons la sornure partielle de rang pair Sr,, :
2r-1

: U (Xuf .X,+r) (rr. e N), celle-ci est ascendante dans lc tribe E-, donc - en

,ro.iJt".oot stlr lâ collrplétitude monotone du tribe - cxiste (ø)-lim Szn :
:S eE-. On a aussi Sz,,+r:Sr,UXzn+t (ø ei\) : cn faisant nuæ
cxistera (ø)-litr X,: f,e g, Parcc que (X,,) est clescendante dans E.
Puis, en utilisant la continuité cle 1'opération [-l relativenrent àla (ø)-lintite,
on obtient de la denrière égalité : (ø)-lim Sz,-r : ,5 U X. Pour la con-
\¡ergcllce cL:la série alternée ilfarrt <t il suffit d'ar,ciL (a)-lirn 5",: (ø)-
-lim Srn-r-,, clouc S: S U X. ì)'autre part, Sr, O Xr,*r:Ø et pour
1t+@ résultcla .S n X :Ø, d'oìt en crrr,isageant les égalités S: S U X
et S a X:Ø, résulte X:Ø. l)ans un autre ordre des idées: puisquc
(ø)-lim S', : S, cle l'égalité Sru+r: St, U Xr,+, résultc

(a)-lim .Srn+r : (a)-1irrr Sr, : S si X*lØ.

2.5. f)-séries dans ur clen

Déf irrition2.5.I. Soi,t (4, U,\, (ø)-bm) utt, cl,øndønsleqweLon,
exþr,imc I'oþérøtion, rl'intersect'i,on þar A ì B:,4\(,4\B). L'algorith,nte

(5.2.1)

cléfinit unc )-séùe

1o 51 : )(,
2" Su,rt:S, O X,,*, (øe N)

2 Toþologie, vol. f. D¡uk. Univ. Jagiellonskogo, Waraszarva-Wrocla'w, 1948

B,\Buar: (.ürl. (þ"or):(o.*, u Ü r,)\ þ,oo--o,*,\ Ü ¿o

I,a suite (8,) satisfait, donc, aux conditions (2.3.2), par consé.quence

la série l)A,, èt äînsi la série \-lX, aussi, est convergente, 8,, étant le reste

du rarrg n. Mais dans ces conditions

s : s,, l-r B, (Ç 
") 

, ("V, x,) : Ü *,,

ce qu'il lallatt démontrer.'On présente d.ans ce qui suit une applicatio' d,e la notion de (,I-série

dans la dhéorie de la rnesuie, "n donnani une démonstration spéciale d'une
bien connue propriété.

rnÉon-Èuf, Z.b.+. So¿t & unc lllesu'e réell,e et þositirte d'éfi'nie sør Ie cløtt' €'
Si (B-) est une suite d'ó.\éntcnts d,c:€, clcscetid'ønfe àØ, alors lim P (8") :0'

Démonstrq.t'ion. On a évidetnment

", 
: 

lÜ (¡u\Bo*,)l r) Bn+t (ø e N) ;

B,+r O (Bo\B¡.'1) :Ø (È: 1, 2, "', n; ø e N)'

On note T¿:Bì\B o*, (h = N) et on co11 .on montre à

l'aide du Ë¡¿ot¿*"-23'.1 que cette [-l-s reste du rang
n, Rn, est justement Bu¡t. En effet,-la est satisfaite
pãt 'n-: b,+t, tand.is que pour (2.3.3 mmc il suit:

(parce que T,,.r1 ¡l t Ø). I)'ici rêsulte Br: U (fo\fu1r), étant
1

R,\R'+r : B'-¡1\Bu1z : T n+t: T'1r\LJ Tr,

(ü.")
'L

donné q"" V (Bi\Bo+,):Br'\8,+r et (B\B,+t) 18. polrt 11"'> oo' Puis

F (8,) : *(Çtr,...r*,,))= i r,{rXro*,) :Ë [p(Bo) _.tr(Bn+,)]: s e R+,

d,autre part, la somme partielle du rang n de la série nwmérique est

s,: )l trr(B¡) - p(Bo+Jl : p(B') - V(Bn+),
I
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Uet¡rÉrvratrcÀ - i{Ev'irE D'Añar,ySË NUUÉnrgun
ET DE THÉORIE DE IT'APPROXIMATION

L'ANALYSE NUMÉRIQUE ET LA THÉORIE ÐE L'APPROXIMATION
Tome 7, No 2, 1978, pp. 189-[92Si X est l'ensemble de référence dont une famille de parties forme le

clan €, alors à l'aide de la substitution utilisant le complémentaire d'un
ensemble, Yn: Cx X, (n = N), on transpose l'étude de la série fl X, à
l'étude d'une l-l-série, grace à la formule de De Morgan:

l¡frfr

ñ xo: O C, yo:C*Uyo
h-l È-l þ:1

X\U Yo (ø e N)
À-l
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Uniuersitalco ,,Babeç - Bolyai"
Faawlløtea de Malemalicd,

Str. Ifugãlnioeanø I
3 4OO Cluj-Naþocø

Ires ensembles interpolatoires interviennent dans l'étude de nombreux
problèmes d'analyse numérique. Beaucoups de problèmes d.e calcul revien-
nent à la déterrnination de la valeur A(f) d'une fonctionnelle ,4, pour 1'é1é-
rnent/de l'ensemble de définition de A, Le fait que la différenceÍ - A(il :
: R(/) s'annule sur un ensemble interpolatoire F, peut nous donner des
informatious sur les possibilités de délimiter ce qu'on appelle le reste R(/).
Cette délimitation dépend.e toujours de l'espace dans lequel on considère
la fonctionnelle R. Si on peut caractériser d'une manière convenable le
comportement de R par rapport à l'ensemble des fonctions qui sont -F-con-
vexe ou F-concave au sens que nous l'avons précisé dans [3], [6], [B], alors
l'étude d.u reste R peut devenir encore plus interessant [4].

Pour préciser 1es notions qui interviennent, supponsons que l'ensemble
F est interpolatoire d'ordre fixé ø où n > l, sur f intervalle compact
la, blCR, au sens que nous l'avons considéré dans [1], [B]. Désignons
par Clø, bll'espace linéaire des fonctions continues sur [¿, Ó], la norme de

.f = Cla, bl étant ll/ll : max lf(x)1. Soit B:Clø,bl +R une fonctionnelle

qui devra encore satisfairå=fCås 
"oo¿itions 

qu'on va préciser. Pour en don-
ner des exemples, B peut être le reste dans un procéd.é d'interpolation,
dans un procédé d.'integration numérique etc. I'a condition B(f): 0 pour
chaque/ e .F'veut généraliser la propriété en vertu de laquelle B a un degré
d.'exactité au moins égal à m, c'est à dire B(P) :0 quel que soit P e 9o,
9,^ étant l'ensemble des polynomes de degré m.

Dans les travaux que nous avons cités, nous avons introduit une
términologie regard.ant le comportement d'une fonctionnelle B pat rapport
à un ensemble interpolatoire F. Nows d,ísons que l'ø fonctionnell'e B est F
- exacte si ell'e s'ønnul,e þour chøque-f = F, Nous d,isons que B est F - sim-


