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§1. Séries dans les groupes topelogiques

1.1. Introduetion

Préliminaires. On considére, [1], [2], [6], un groupe G, dont 'opéra-
tion interne sera notée par ,,0” et I'élément neutre par 0. Soit = une topo-
logie Haussdorff sur G, compatible avee sa structure de groupe, ¢a veut
dire que la composition (x, ¥)— x0y, %, y G et Uinversion x— x 1
x € G, soient des opérations continues au sens de =. On notera le groupe
topologique par (G, o, 1), qui pourrait étre commutatif ou non, suivant
le cas. De cette délinition on déduit les suivantes propriétés: 1°. Si U,
est un viosinage de Vorigine (de I'élément 0), alors Uy ' = {x~Ux = Uy} est
aussi un voisinage’ de I'origine, 2°. Chaque voisinage de Uorigine contient un
voisinage symmétrique de l'origine, c’est-a-dire, quelqu’il soit Ve, existe
Wo(Wo C V) tel que Wi' = ,, 3°. Chaque voisinage de l'origine, U,,
contient un autre, V,, tel que », v = V, implique xov e U, ou avec
la notation de la ,,somme dirccte’ : Vy (o) Vo U,

Lemme 1.1.1. La limite d'une séquence (x,) dans un groupe topologique
(G, 0, %), motée par im x, = x < G et interprétée d’habitude par

1—-00

(1.1.1.) VU, 3ny, < N tel que n > ny, = x,< U,

peut étre définic par U'une quelconque des affivmations équivalentes, sui-
vantes : '

(1.1.2) YU, 3%{,0 < N tel que n > M,’UO= xtox e Upy;
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(1.1.3)
(1.1.4)
(1.1.5)

St (G, o) est commutatif, les deux derniéves affirmations se confondent respec-
tivement avec les deux premiéres.

Démonstration. D’aprés les préliminaives, de x, — x (n—»co) résulte
%y ' — %1 (n —c0) donc les séquences (x:'0%), (x'ox,), (xox,") et
(%, 0 x71) tendent tous & 1'élément 0 du groupe, d’olt résultent respective-
ment (1.1.2), (1.1.3), (1.1.4) et (1.1.5). Inversement, si on part de (1.1.2),
(1.1.3), (1.1.4) et (1.1.5), et on introduit la notation (0,) pour une suite?
tendant &4 0, alors on a respectivement

YUy, Any, = N tel que n > ny, = x1ox, € Uy;
m m -1 .
VYU, dng, = N tel que n > ng, = x0 21 & Uy;

VU, Iny, = N tel que n > np, = ¥, 05t € U,

—1 -1
%y, 0ox=0,=>x%x,=2x00,
- d’oit lim x, = «.
Y e
2,0 1=0,=2%x,=0,0x

Définition 1.1.1 La séquence (x,) d'éléments de (G, o, 7) est
une suite Cauchy a gauche, si et seulement si pour um voisinage quelconque
de l'origine, U,, existe un nombre natural ny, tel que si 7 > ny et pour
n'importe quel p € N on ait x-1o X,,, € Up D’une fagon analogue on
congoit une suite Cauchy a droite, bdsée sur la différence’ abstraite
X, 0%

Proposition 1.1.1. Une séquence quelconque, (x,), comvergente
dans (G, o,t) & une limite x < G, est une suite Cauchy & gauche et aussi d
droite.

Démonstration. On part des deux égalités

2, o Kppp = (x,:1 ox)o (xilox,,_,,i,) et Xy4p 0 %= (¥appoxHo(xo x,._l),

en se basant sur le lemmme 1.1.1. et vu les préliminaires, on constate que
le deuxiéme membre de chacune des deux égalités précédentes se trouvent
dans un voisinage arbitraire de 'origine 6, si # > #y, d’ott la proposition,

Corollaire 11.1. Si dans un groupe topologique (G, o, 1) une
suste Cauchy-a gauche (& droite) a une limite, alors elle est simultanément
une suite Cauchy a droite (4 gauche).

Démonstration. I existence de la limite et la proposition 1.1.1 nous
permet de tirer immédiatement la conclusion.

Le corollaire 1.1.1 justifie la

Définition 1.1.2. Si dans un groupe topologique (G, o, <), du fait
que (x,) est une suite Cauchy (indifféremment si c’est & gauche ou 2 droite)

) On utilisera la notion de suite, comme synonime de celle de séquence.
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résulte Uexistence de sa limite, alors le groupe seva par définition un groupe
séquentiellement complet. »

A cause du corollaire 1.1.1 on e distingue pas dewx notions de com-
plétitude : Vume & gauche et Uautre @ droite.

1.2. Séries convergentes

En partant d'une séquence d’éléments du groupe topologique (G, o, 1),
on peut définir une notion de séric & droite et une notion de série 4 gauche,
qui se confondent seulement si le groupe est abélien.

Définition 1.2.1. L'algorithme

(1.2.1) |s1 ="

Spt1 = 84 O Xy

(» = N)

a l'aide duquel on obtient la suite (s,) des ,,opérés partiels” (,,sommes partiel-
les”) attachée & la suile (x,) d'éléments de (G, o, =) sera ume série d droite,
tandis. que U'algovithme

1.2.2 =4
( ) [ (n = N)

1
Sus1 == %u410 S,

sera une sévie & gauche. Si (s,) respectivement (sy) a wne limite s vespectivement
s dans (G, o, x), alors la série correspondante seva vegardée comme convergente
dans le cas contraive alle sera divergente. ’

Pour une série 4 droite convergente, on a une somme s € G et une
suite des vestes (r,) définie par s,07,=s (#» = N), ou bien explicitement

—1 . ;e
par 7, =s, os; par analogie pour une série & gauche convergente on
. ' r—1 .
aura s’ =v,0s, (n €N), ou bien #,=s"0s,"'. Avec la notation 2a
L4

droite on aura s, = O %, = %0%,0...04%, et sila série est convergente

k=1
o0 0
sa some sera notée par s = O x, et le reste par 7, = O %, ; la série elle
1 k=n+41

méme sera symbolisée par O %,, indépendemment du fait qu’elle con-

verge ou diverge. Notations analogues pour une série 4 gauche. On déduit :

Sn = [O (si'o 3k+l)J 0 s;.

n—1
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Dans [3] l'auteur a démontré le
THEOREME 1.2.1. Pour la comvergence de la sévie & droite O x,, dans

le groupe topologique (G, o, ©) — est nécessaire ot suffisante Uexistence d'une
suite (p,) d’éléments de G telle qu’clle satisfasse a

(1.2.3) {a) o0  (n—>o0)

b) 0,0 pat1 = %,y (n = N).

Dans le cas ou la série comverge, résulte que (p,) est justement la suite
des restes ,,a droite’”.

Ce théoréme peut étre transcrit pour le cas d'une séric a gauche, en
changeant (1.2.3) par

(1.2.4) {a) o> (o)

b) (P*’H-l)-l o Pfl1 = Xy41 (” (= N)

et au cas de convergence on trouve que (pn) est la suite des restes,,a gauche”’.

Des lors, nous remarquons que de la convergence de l'algorithme (1.2.1)
on ne peut pas tirer une conclusion généralement valable pour la conver-
gence de l'algorithme (1.2.3) — ou vice-versa. Mais st (L2.1) et (1.2.2) con-
vergent simullanément, on peut démontrey, qu’entre leurs restes il ¥ ala rela-
ton !

n—1

(1.2.5) 1',’,:7'100 (1’k+lork'l) (=2 3 ...).
k=1
En effet, de (123 — b) et (124 — b) résulte (r,.1) oz —
=7,07,31, ou aprés une inversion: (r,) ! o Pai1 = 7ug202, . En chan-

n—1
geant »# par %k et en effectuant aux deux membres I'opération O, on
n—1 k=1
: N . - }
obtient (r{)" 1oy, = O (rar10#57Y). Sion opere a gauche par 7], on arrive

k=1

a (1.2.5),
On démonte dans ce qui suit um théoréme du type Cauchy pour la con-
vergence d'une série 4 droite. (On peut le transcrire pour une série a gauche).
THEOREME 1.2.2. Dans un groupe topologique la convergence de la série

a droite O %y tmplique pour un voisinage arbitraire U,, de Uorigine, Uexis-
tence d'un nombre entier positif Nu,, tel quw'on ait
(1.2.6) Hn410 Xyp30 ... 0%, € Ug 5in > nyy, Vp €N

st le groupe (G, o, 1) est séquentiellement complet, alors de (1.2.6) 7ésulte la
comvergence de la série,
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Démonstration. Regardant la nécéssité : si O %, converge, alors dans

le groupe topologique existe une suite d’éléments, (), satisfaisant les proprié-
tés (1.2.3) du reste, donc Xn410 Xni2 O oo O Hypp =7, 0 r,TJ:,,. Vu les points
3° et 2° des préliminaires, existe dans le voisinage arbitraire U, un voi-
sinage Vg (Vo C Up) tel ‘que V(o) Vo C Uy et il existera dans Vy un
voisinage symmétrique W, de lorigine. De (1.2.3 — a) résulte v, € W,
sin > nw, ¢t de plus #,., € W, respectivement Tais € W, quelque
soit p  N. Puisque W, C V, C Us, 1ésulte 7,07,, Ug si n > N,
? = N. Regardant la suffisance de la condition (1.2.6) pour la convergence

de la série dans un groupe topologique complet, — on en obtient & I'aide
de ['égalité trivielle Znt10 Xyt 0 oL O Hyypy = s;sto Sut+p, la  relation
((1.2.7) Sp O Sppp = Us (n > ny, ¥V p € N),

ce qui signifie que (s,) est une suite Cauchy dans ce groupe séquentiellement
complet, donc existe lims, =s & G.

#72—00

1.3. Sur la convergence commutative

Définition 1.3.1. Soient deux séquences (s,) et (o,) d’éléments d'un
groupe topologique (G, o, 1). On dira que (s,) est indéfiniment approchée
a gauche respectivement & droite par (o,) si pour in voisinage arbitraive de
Vorigine, Uy, cxiste un nombre natural My, tel que n, m > Wy, mplique

on 05, & Uy respectivement s, 0 o' < U,.

Remarque 1.3.1. 1°. Quelque soit Us, il contient un voisinage symmé-
trique de I'origine, W,; de 5,'0 Sp & Wo (1, m> w,) Tésulte s, 'og, =
S Wy et vice-versa, tandis que de 5,00, = W, (7, m > nw,) Tésulte

Gy 08, & Wy et vice-versa. On peut donc parler aussi de deux suites
qui s’approchent indéfiniment 2 gauche, respectivement A droite. 2°,
Si le groupe topologique est commutatif, les deux notions se confon-
dent et on dira dans ce cas, que les deux suites sont indéfiniment
approchées. 3°. Une suite Cauchy (s,) est une suite indéfiniment approchée
par elle-méme a gauche respectivement a droite, parce qu'a un voisinage
Uy de I'origine on peut attacher un nombre natural g tel que n, m > Mgy
implique s,'os, Uy respectivement s, 0s;," Us,.

THREOREME 1.3.1. Soit (s,) une suite qui converge dans le growpe topolo-
ique (G, o, T) @ s€ G. 1°. Si une autre suite, (o,), converge dans (G, o,r)
& la méme Limite s, alors ( S,) approche indéfiniment (s,) @ droite et @ gauche.
2°. Si (s,) approche indéfiniment (s,) a droite ou & gauche, alors (c,) con-
verge a s.
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Démonstration. Regardant 1°: puisque (d’aprés les préliminaires)
dans U, arbitraire existe V, C U, tel que V(0 Vi C Ug, on écrira (,,4
droite”) s,o0 o5 = (s,05Mo(soo,') et vu le lemme l‘l.ll on aura
08t €V (n> ny,) et sog;!l €V (m = #%,). Donc si on mnote
fy, = max {n,’,_a, n’{;ﬂ}, on aura s, 0o ! € Ug(n,m > ”Ue)' Puis, en parta:}t
de I'égalité o-1os, = (6;'0s)o (s1os,), par un 1'aisonnem¢nt tout-a-fait
similaire on arrive & olos, € Uy (n,m > #y,). Regardant 2°, on part d’a-
bord de I'égalité qui met en jeu I'approchement & droite: o, 0§71 =
= (o, 0 s;;1) o (s, 0 s71), et puisque pour U, arbitraire existe V, tel qu'on
a vu auparavant, il existe aussi "y, tel que n,m 2 #y, implique o, 0 s, teV,
et aussi s, 0571 = Vy, d'ott 5,051 Uy si n 3 #y,. D'une fagon analogue,
si on partait de 1'égalité s—1o ¢, = (s7tos,)o(s;tos,) qui met en jeu
I'approchement 4 gauche, on arrivera d’une maniére analogue a ce qu'on
4 vu plus haut, 4 5%oo, = Uy si n 2 ty,. Dans les deux cas envisagés,
le résultat signifie d’aprés le lemme 1.1.1 que lim ¢, = s.

M= 00

Corollaire 1.8.1. Soit une suite (5,) qui comverge dans le groupe
topologique (G, o, 1) @ s = G. 1°. Une condition nécessaire cl suffisante pour
que la suile (o,) comverge aussi a4, s G est que (a,) approche wndéfimiment
(s,) @& droite. 2°. On obtient une proposition équivalente & 1° si on change
Vexpression ,,& droile” avec Pexpression ,,a gauche”.

En effet on n'a qu’a suivre le cours de la démonstration du théoréme
1.3.1.

Corollaire 1.3.2. Si dans le groupe topologique (G, o, <) la suite
(0,) @ la méme limite que la suite (s,), alors les dewx swuites s’a;f)j:mc{seu!
indéfiniment (méme si (G, o) n'est pas abélien!). Dans l'espace métrique
RP, du fait que deux suiies (s,) et (o,) s'approchent indéfiniment, vésulte lewr
convergence a la méme lLimite,

Démonstration. D’aprés le corollaire 1.3.1 (6,) et (s,) s'approchent
indéfiniment A droite et a gauche ; la condition », m> Ty, se réalise simul-

tanément pour les deux alternatives si Wy est un voisinage symmétrique
de l'origine. Dans un autre ordre des idées, en partant de p(s,, 6,) < e
(1, m > n,) et en fixant un indice m, (mqy = n,), il résulte que la suite
(s,,),‘;,.8 a tous ses termes dans une sphére de centre om, et de rayon g,
donc (s,) est bornée; méme conclusion pour (a,,). Supposons que (sn)
n’a pas de limite, alors, elle a dans R? au moins deux points d’accumulat;pn
distinets : s et s”, d’otr il résulte qu’une suite partielle (s;) aura la limite

r

s". D’autre part, plsi, 0,) <e (m,m >mn,), donc, daprés le corollaire
1.3.1 résulte lim o, = s'; par une voie analogue lim o, =s", ce qui

H—+00 M=o X
est impossible puisque s # s’. Donc existe lim s, =5 € R?, On y applique
= oQ
de nouveau le corollaire 1.8.1 et il en résulte que lim g, = s.

W= xm
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Le théoréme 1.3.1 et ses deux corollaires ont un réle important concer-
nant I"établissement des conditions dans lesquelles se conservent la con-
vergence et la somme d'une série, si on effectue des modifications dans
l'ordre de ses termes, ou dans le sens d’opération. Tout d’abord, une con-
séquence immédiate du théoréme 1.3.1 -

Corollaire 1.3.3. On considére une suite (%,) d’éléments d'un groupe
topologique (G, o, <) i partiy de laguelle on Jorme une série & droite, convergente

O %y =8 € G. Pour que la sévie & gauche engendrée & partiv de la méme
1

suite soit comvergemte ayant la méme somme s, il faut que la swuite (,) de ses
sommes partielles approche indéfiniment & droite et gauche la suite (s,)

des sommes partielles de la série & droite Ox,,. St (o,) approche indéfiniment
(su) & droite ou & gauche, alors la série gauche sera comvergente, ayant sa
somme égale @ celle de la sévie & droite.

Au sens du corollaire 1.3.3: pour que la séric & gauche comverge & la
la méme somme que la série o droite qui est convergente, il faut cf 4l suffit
que les suites de leurs sommes partielles s'approchent indéfiniment. On formule
la condition, comme il suit

(x%,,0 ... 0% 0%) 1o (%0%0...0z%,) =
— (x—1 -1 -1 ;
= (x¥"ox; °...ox lox0%0...0%,) < U, (n,m;nue).
On notera, dans ce qui suit, par (N o N) la famille de toutes les bijec-
tions de l'ensemble des nombres naturels sur lui-méme, et un élément de
cette famille, c’est-a-dire une permutation de N sera notée en général par
? = (NoN), tandis que la succession des termes de la permutation p sera

j)ll j)Z; ""{)MJ PR
Définition 1.3.2. Soit une swite (x,) d’éléments du groupe topolo-

ggue (G, o, 7): la série O X, Sera mnommée sévie , commutativement conper-

genle a la somme s € G |, ou bien” . commutativement convergente avec con-
servation de la somme”, si quelque soit la permutation p< (N « N), on aura

©
O xp” = S.

n=1

THREOREME 1.3.2. Pour que la série Ox” convergente dans le groupe

lopologique (G, o, <) soit commutativement comvergente a la somme s = G,
est mécessaive pour deux permutations quelconques p, .q « (N N), que la

suite (o en des sommes partielles de X approche indéfiniment & dyoite
q,/n N 7, .

et a gauche la suite (s.p“),,eN des sommes partielles de Oxﬁn. St quelqu’ils

5 — L'analyse numérique et la théorie de I'approximation — Tome 7 No. 2, 1978
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soient p, g= (N o N), (o4,) approche indéfiniment (s, ) & droite on & gauche
alors la série comvergente O %, est commutativement comvergente d la méme

somme s € G. . ; _ o ,
Démonstration. Regardant la premiére affirmation de I'énoncé du

théoréme, on pait des égalitds
s T 1 - -1 = el —14
§ 00y = (sp oso(soo)et o, os, = (0, 05)0(s $p,)

et on suit la voie de la démonstration du théoréme 1.3.1. Regardant la

0 "

deuxiéme affiramtion, on utilisera les notations s = O %, et s, = Oxk,

10t k=1
puis on écrira pour une permutation quelconque p € (N « N) et pour une
autre g, =#n (» = N):

J— | . e, i | -1 -
Sp, 0 8TH == (sp, Oy Yo (s, 057 ou bien s~ o Sp, = (s7r0s,) 0 (sy 0S8 )

et on suit, aprés, la voie déja vue.
Corollaire 1.3.4. Pour que la série Oxn convergente dans le groupe

topologique (G, o, 7) soit commmutativement comvergente avec conscrvation
de la somme, il est nécessaive et suffisante que pour deux permutations quelcon-
ques p, g € (N N), les suites des sommes partielles correspondantes
s'approchent indéfiniment. o
En effet: on tient compte du corollaire 1.3.2 regardant la nécessité, —
quant & la suffisance on choisit ¢, = (n= N) et (p,) ar'blt\ran'e, puis on
suit la partie correspondante de la démonstration du théoreme 1.3.2.

Si on ne sait rien sur la nature de la série Oxn dans un groupe topolo-

gique, on peut formuler avec une condition restrictive au plus, le
THEORBME 1.3.3. Pour qu’'une série Ox” soit commutativement conver-

gente avec comservation de la somme dans le groupe topologique séquentiellement
complet (G, o, 1), il est nécessaire pour deux permutations ar'b@tr’a?rqs ==
méme identiques — p, q = (N « N), que la suite (o, ) approche indéfinyment
a droite et a gauche la suite (sp ). Si quelque soit p, ¢ = (N < N), (oq,)

approche indéfiniment (sp,) @ droite ou & gauche, alors O x, est commutati-

vement convergente avec comscrvation de la somme. 1 ) -
Démonstration. Regardant la premiére affirmation de I'énonce, on utilise
mot-a-mot la partie correspondante de la démonstration du théoréme 1.3.2.
Quant & la deuxié¢me affirmation, on on prend p =¢= (1,2, ..., %, .. .)
et en nous basant sur le remarque 1.3.1, la relation s-1o s, & Ug(n, m >ny,)
caractérise une suite Cauchy a gauche. Puisqu’on est dans un groupe séquen-
tiellement complet, (s,) aura une limite s € G et sera simultanément (vu
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corollaire 1.1.1) aussi une suite Cauchy a droite. Dés lors, on peut suivre
la partie correspondante de la démonstration du théoréme 1.3.2.

Corollaire 1.35. Powr qu'une série O %, soit commutativement

comvergente avec conservation de la somme dans le groupe topologique séquenti-
cllement complet (G, o, «), il faut ¢t 10 suffit que powr dewx permutations
arbitraires — méme identigues — p, g = (N < N), les swuiles des sommes
partielles (s ), (0,,) S'approchent indéfiniment.

En elfet: on n’a qu’a suivre les corollaires 1.3.1 et 1.3.2 ainsi que la
démonstration du théordme 1.3.3.

On remarque : dans ’énoncé du théoréme 1.3.3. ct du corollaire 1.3.5
on peut laisser & c6té la locution ,,méme identiques’’, car dans la démon-
stration de l'alternative de la suffisance on peut prendre pour p respecti-
vement ¢, les permutations: (1, 2, 3, 4, ..., #, o NIAR(2% ISR
#, ...) des indices.

§2. Séries dans les clans topologiques

2.1. Introduction

Préliminaires. Dans [4] I'auteur a introduit une notion de limite dans
8(E) — l'ensemble de toutes les parties d’un ensemble - et a considéré
une notion de série basée sur 1'opération de la réunion. Dans [5]l'auteur a

étendu la famille d’ensembles &(E) en passant & un clan respectivement a

un tribe quelconque c¢t a approfondie la notion de la limite introduite,
ainsi que ses conséquences topologiques. Dans le présent travail on va trai-
ter des séries de différents types dans un clan (dans un tribe). Pour préciser
la terminologie et les notations: un clan @ est une famille de parties d‘un
ensemble de références X, pour laquelle a lieu

ANBse€ et AUBee si A, Bee:

une famille § de parties de X satisfaisant &

ANBeg et (Jd, €914, B A, <9 (i< N)
=1

est un tribe.

On reproduit d’aprés [5] les définitions et les propriétés absolument
nécessuire pour pouvoir suivre le contenu de ce paragraphe.

Définition 2.1.1. Soit X un ensemble infini quelcongue et (B,)yex
Une suite de parties de X. La suite (B,) sera consédérée descendante ¢ O (@
élant I'ensemble wvide) si et sculement si B, < Bui1 (n € N) el quelque soit
Y & B, (n nombre naturel arbitraive) existe un nombre naturel n, (évidemment
"y > n), tel que pour chaque m = N ef m > n, ait liew n & B,, (ceci signifie
qu'un élément quelconque appartenant a 'un des termes de la suite (B,)
»Soit éliminé aprés un nombre fini de pas”). On symbolise cette propriété

par B, .
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Définition 2.1.2. Soit @ un clan ot (X, )nen une suite d’éléments de
. L'élément X < € est la limite analytique de la suite (X,), si et seulement
$'1l existe dans @ ume suite B, | @, tel qu'on ait pour n au moins o partir de
no(n > #, = N)

)(”A;)f = liv E% lQ}

ol on a noté X, A X la différence symmétrique X, N\ X J X\ X,
Dans ce cas on dira que la suite (X,) est (a)-convergente a X, ou bien que X
est la ,,limite analytique” de (X,), et on ubilisera les notations -

X = (a)im X, on X, X.

On démontre que la limite analytique est unique. On démontre aussi,
que les opérations binaives: la réunion |, la soustraction N, la différence
symmélvique A et l'intersection (), qui appliquent <2 dans ¢, sont séquentiel-
lement continues au sens de la limite analytique.

Définition 2.1.3. Soit un clan €. Une suite (X,) d’éléments du
clan sera nommée suite Cauchy si et seulement s'il existe dans ce clan une Suite
descendante & lensemble vide, B, \@, tel que lon ait pour chaque p< N:

Xuipn X, < B, (m €N), nzmn,> 1

On démontre, que chaque suite (a)-convergente dans un clan est une
suite Cauchy.

Définition 2.1.4. Si chaque suite Caucly d’éléments d’un clan
a une limite analytique dans ce clan, alors le clan est séquentiellement complet,
ou avec ume autre dénomonation : un ,,clan Cauchy”.

On démontre, que chaque tribe, en particulier 4(X) aussi, est un clan
Cauchy, mais pas chagque clan Cauchy est un tribe.

On démontre aussi, que dans chaque clan, la proposition < (X,) est
un suite Cauchy > équivauwt & < (a)-lim (X, A X,,,) = O».
Un clan dans lequel on a introduit la limite analytique devient un espace
de convergence du type £ (terminologic de Fréchet), tandis qu’'un tribe
devient un espace de convergence du type £* (terminologie d’Alexandrofi-
Uryson).

2.2. N\-série dans un elan

Un clan € devient un groupe avec l'opération de la diférence symmé-

trique, A, et si on y introduit la limite analytique (définition 2.1.2) on obtient

I'espace de convergence (€, a, (a)-lim).

Définition 22.1. Soit (X,) une séquence d’éléments de Uespace
(€, a, (a)-lim). L’algorithme '
l51 =X,

(2.2.1) Sn+1 = S”A X”+1 (n s N)
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a larde duquel on forme la suite (S,) des A-0pérés (,,sommes’) partiels uttachée
a (X,), définit la A-sériedans (@, a, (a)-lim) ; s’ existe (a)-lim S =
=S &€, alors la a-sévie comverge dans € (dans le cas contraire elle diverge)

=0}
et sa A-somme sera notée par S = N\ X,
b n=1
Au cas de convergence d'une a-série on introduit une notion de reste
pat R, = S A S, ou bien par S = S, R,. La suite (R,) des restes jouit
des propriétés
1° -l =
2.2.2) (a)-im R, =0
20 RnA Rn+1 = Xn+1 (% = N) ,
1° résulte de R, = S A S,, en faisant #n—> o0 et tenant compte de la con-
tinuité de ["opération a (§ 2.1.), tandis que 2° résulte de (2.2.1) et de I'égali-
té S, =SaR,.
THEOREME 2.2.1. Pour la convergence de la a-sévie AX, dans Pespace
(€, A, (a)-lim) est wmécessaire et suffisante Pewistence d'ume suite (R,)
@’éléments de C satisfaisant les condilions

1° (a)-lim R, =

(2.2.3) T
20 RnA R"+1 == X”+1 (1’& < N);

(R,) se prouve-t-étve la suite des restes de la a-sévie convergente.
Démonstration. Ta nécessité résulte du fait que si AX, converge, alors

on peut mettre R, = R, (» = N), qui satisfait (2.2.2), donc aussi (2.2.8).
s 3 . N ntp—1
Regardant la suffisance, on applique I"opération A a Iégalité (2.2.3; —2°):

np—1 e N
A Xy = A (R, aRppy)
k=n k=n

et on obtient

Xn+1 A Xn+2A e A X’H—P = R” A RlH—ﬁ;

en y opérant a gauche avec X;a X, a4 ...
Sn+p:X1AX2A e .

¢t en faisant p—+o0 on ‘arrive a4 § = (a)-lim S,,, = S,aR, ¢ a
cause de (2.2.3; 1°), donc la a-série converge etpﬁj est son reste du rang .

THEOREME 2.2.2. Pour que la série AX, converge dans un clan Cauchy,
i faut et il suffit qu'on ait (a)-lim X, =@ (donc: que le terme général
tende a I’ensemble vide).

Démonstration. Si A\X, converge, alors de (2.2.2) résulte (a)-lim X, =
={. D’autre part, ona S, A S, ; = X, et si Xo1 DG (n— o), alors
(@)-im (S, & Sy41) =@. Or, cette dernidre relation a la limite équivaut au

a X, =S, on obtient

A X”'l'P = Su A Rn A R”'H’
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fait que (S,) est une suite Cauchy dans un clan Cauchy (§2.1.), donc existe
(@)-im S,, ce qu'il fallait démontrer.
THEOREME 2.2.3. (du type Cauchy) Dans un clan Cauchy, une condition

nécessairve et suffisante pour la comvergence d'ume a-sévie est jq réalisation de
Vinclusion

Xup1aX,on .0 A Xutp = B,, Vp €N,

(B,) étant une swite &’éléments dy clan, descendante & (.
Démonstration. Te membre gauche de 'inclusion est égal & S,,, A S,

H
ot S, = A X,. La relation Swips S, < B, B,| O, est justement la
k=1

condition nécessaire et suffisante pour l'existence de la limite analytique
de (S,) dans un clan séquentiellement complet (§2.1).

Remarque 2.2.1. Dans [5] Pauteur a donné une représentation du terme
du rang # d'une suite Cauchy quelconque "dans un’ clan €, notamment :

"
X, =X, a8, 88,0 ... ABM:XIA'AI B (n € N),
=

ou B, =X, 84X, B, B,|@. Sila suite (X,) converge 4 X e g, (c’est
toujours le cas si € est un clan Cauchy), alors I'élément X peut étre déve-
loppé dans une a-série, notamment : X — XyaPiaBr. .. AB A ..., Puisque
chaque suite (X,) ayant une limite dans un clan cst en offet une suite Cay-
chy, il résulte que la limite X d'une suite (X,) convergente dans un clan Pt
étre dévcloppée dans une a-sévie -

X:XIA(XZAXI)A(X:;AXE)A cea(XppraX)a

§2.3. (U-séries dans un elan

On considére un clan dans. lequel on introduit la limite analitique
(définition 2.1.2); relativement 3 I'opération de réunion, U, le clan est
un semi-groupe commutative, mais on utilisera aussi Popération de sous-
traction \. Ainsi on arrive 2 I'espace de convergence € U, ., (a)-lim).

Définition 2.3.1. Soit (X,) wne séguence & éléments de G )
(@)-lim). L’algorithme
(2.3.1) s ,

Su+1 e Sn U Xn+1 (” = N)
-4 Vaide duguel on engendre la suite (S,) des -opérés (J-sommes) partielles

attachée a (X,), sera une (U-série. Si existe (@)-im S, =S =g, alors
. cette \J-série converge dans (€, U™\, (a)-lim) (au cas contraire elle diver-

00
ge) ¢t sa \J-somme sera notée par S =J X,

fi=1
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» e . "

rgence d'une | J-série on définit wne notion d,e reste,

ar ﬁu :Cagg% Co()r;lv?s,,g N R, =0 (n eN), (pour lequel est valable, _eyldern-

Fnent Ta formule R,=SaS, aussi) dot S=S,U R, (respectwement

S=S,aR ). Puisque (S,) est visiblement ascendante, la suite (R,) es
descendante a & (voir [5]). D’autre part

RNRur = (SNSIN(SN\Sus1) = Sut1N\S
c’est-a-dire
R"\R,,_{_l - S”Jr_l\sn = (Xn+1 U S)\Sn — X,H_]\Sn.
Par conséquence, le reste de la série convergente | JX, satisfait aux condi-

tions
1° R, | (n—o0)

(232) Q0 R”\Rn+1 — Xn+l \(kL:)l Xk) 3 (14 S N);

I'égalité 2° pouvant-étre écrite sous la forme R, a R, = Xu+1\(kL=)1 Xk)

o ri dans le clan
i 2.3.1. Pour la comvergence de la_série \JX, dans

(€ L’Jng)Ra}g;im), i faut et il suffit qu’il existe dans @ une suite (B,)

ayant les propriéiés

1° B,|@  (#n—o0)
(233) 00 Bn\Bn«}—l 1] Xn+1\\(kL=J] Xk)’ (” = N)

et B, s prouve-t-étre le reste du vang n de la \J-série convergente.
"

Démonstration. Si | JX, converge, la suite (R,) des restcs satisfait

effectivement (2.3.2) donc (2.3.3) aussi. Regardant la suffisance des "c&rfl—

tions (2.3.3) pour la convergence de (JX,, on applique l'opération k”_) a
(2.3.3; 2°).

ntp—1 #tp—1
U (Bk\Bk.H) -t kU (Xk+1\sk)
k=n =&

et en opérant dans le second membre une légére transformation ;

X t\Sp = (X1 U SNS, = See1\ S

on arrive 3

ntp—1 pte—i
(B DBit1) = kU (Se+1\S)-
k=n —
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Tenant compte du fait que (B,) est descendante et (S,) ascendante, la
derniére égalité nous conduit a B, Byip = Suip\.S,, qui est équivalente i
B,A By, ;=S,,pA8,, et de cotte dernieére égalité on obtient St pyEs
= (S,a B,)a B,,, (tenant compte de la commutativité et de 1’associati-
vité de I'opération a), En faisant p—co (vu l'introduction de ce paragraphe)
le membre droit de la derniére cgalité tend a S, a B, donc existe
S = (a)-lim S,,, = S,AB, €€ Dicd résulte S a S, = B,; mais (S,)
P—+oo

]

étant ascendante, on a S > S, dott B,NS, =(Sa S,) NS, = (S
NSu) N S, =@, donc la suite (B,) satisfait les conditions (2.3.3) et la défini-
tion du reste.

Remarque 2.3.1. On mentionne le fait que dans un groupe topologique
quelconque le terme du rang # tend 2 I'élément neutre du groupe si la série
converge et de méme si une A-série converge dans un clan alors le terme
du rang » aura comme (@)-limite 'ensemble vide. Au contraire, le terme du
rang n d'une \J-série comvergente dans wn clane ne dott pas nécessairvement
tendre a @. 11 est suffisant pour montrer ¢a de considérer la série UX ayant

tous ses termes égaux 4 X # @ évidemment U X=X et (a)-lim X = X
1
(X #0). De (2.3.2; 2°) résulte a I'aide de (2.32; 1°)
X»+l\sn T Bn\Bn+1 S B» l@,

donc (a)-lim (Xaus1NS,) =03, ce qu'on peut formuler comme il suit
Vexédent du terme du rang n sur la \ J-somme partielle du rang woaura comme
(a)-limite Vemsemble vide pour chaque | )-séric convergente. Cecl représente
une condition de convergence nécessairo pour une | J-séric dans un clan.

Pour éviter des confusions, on rappelle que les éléments S, S, X,
( = N) du clan € sont des ensembles ; les éléments dont ces ensemblos sont
formés A leur tour seront appellés , éléments constituants’ .

THEOREME 2.3.2. Si la sérvie | JX, converge dans le clan (€, |, N (@)-
Lim) @ la (J-somme S = @, S dtant notée conformémant a la définition 2.3.1

[e]
par \J X,, alors S est Vensemble formé par tous les éléments constituants de

1
chaque terme X, (n < N)
stituants.

Démonstration. On choisit arbitrairement # N et g < X, ; on aura
évidemment x € S et puisque S, = Srésulte ¥ « S. D'autre part, quelqu'il
soit 2% € S, il existera au moins un indice iy = N tel que a0 e Xiir
parce que dans le cas contraire on aurait ¥ £ X, Vo €N, — ce qui
cquivaut 4 2 = S Wz < N, Or, la convergence a S de la suite (S,)
signifie 'existence d’une suite (B,) descendante dans € a 4, de telle facon
qu'on ait S,ASSB, | De 20 = S ot %y & S, (V, € N) résulte %, =
€ (S,4S5) € B, done x, e B, (Vn € N) et par conséquence (B,) ne
pourra pas descendre 4 @. Ainsi le théoréme est démontré,

Remarque 232 Unpe \U-série convergente dans un clan est commu-
tativement convergente avec conservation de sa (-somme,

de la \J-série et seulement cos éléments con-
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En effet, on a pour la suite de ses (J-sommes partielles

"

et S,=UX,1S (n—0).

=]

S;€85<...e5,<...

Soit (1;)jex une permutation arbitraire de N, alors la nouvelle | J-série aura
pour ses | J-sommes partielles

Su=UX, (meN),

je=1

(S») étant ascendante.
Quelque grand que soit m, = N, existera toujours un nombre naturel
#n, = my tel que tous les termes figurant dans Sy, solent contenus dans
Sy, et vice-versa: si grand que soit 7, € N existera toujours un nombre
naturel m, > n, tel que les termes qui composent S, soient contenus dans
S Sur cette constatation est basée Iexistence de deux suites de nombres
naturels indéfiniment croissantes, <My < ... <#yy< ... et my <
<My < ...<My< .. telqueS), S, <...c Suyi S Si, S S,
S ....Puisque S, 1 Ssin —o0 et (S)) est ascendante, le systéme S =
S Sm, € S,,p nous conduit a: (q)-lim S, = S.

Remarque 2.3.3. On pose le probleme de principe : si on considére
dans wun tribe la série | X, conformément 4 la définition 2.3.1, quelle est
la relation entre la \ J-somme de la série au sens de la (a)-convergence de la

nj,__l

[vs]
sutte de ses \J-sommes partielles et I'élément U X, du tribe? La {U-somme

n=1

de la série (JX, est interprétée a I'aide d’un passage a la limite, donc¢ au
[ee]

sens ,,potentiel”’, tandis que 1’élément (JX, du tribe existe dans son accep-
n=1

tion ,,actuelle”. La réponse se trouve formulée dans le
THREOREME 2.3.3. Dans un tribe & quelconque, une sévie quelconque | JX,
"

est (a)-comvergemte et sa | J-somme, cest-d-dive S — (@)-lim (J X, est égale
k=1

o0
a UVélément \ )X, du tribe.
n=1
Démonstration. On montre que pour la série | JX, le role du reste est

o0
joué par B, = (J X, & (n< N). Pour plus de commodité on note par
he=n41 -
Aryr lexcédent du terme Xy11 de la série sur sa (J-somme partielle
&

Ss=UZX, (ke N). Ces excédents sont évidemment disjoints deux par deux,

=1

bar suite a lien la représentation B, = |J 4, (ne N) et suivant la défi-
h=n+1
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nition 2.1.1 résulte’ B, | J. D’autre part

[re} 0 o0 o0 ”n
BoBu= U (0a) = (40 UOAND ai=a0\ U 4,
st 1 n+2 n+2 n+2 1
La suite (B,) satisfait, donc, aux conditions (2.3.2), par conséquernce
la série |J4,, et ainsi la série {JX, aussi, est convergente, B, étant le reste
du rang #. Mais dans ces conditions

- sum- [0x) oD - O

ce qu’il fallait démontrer. ) ]
On présente dans ce qui suit une application de'la notion de |J-série
dans la théorie de la mesure, en donnant une démonstration spéciale d’une
bien connue propriété.
THEOREME 2.3.4. Soit w unc mesure réelle et positive définie sur le clan C.
Si (B,) est une suite d’éléments de €, descevidante a @, alors lim p (B,) = 0.

n—00

Démonstration. On a évidemment

” 1 ¢

B, = U (Bh\Bk+l)} U By (ne N);

|51
Bu+1 ﬂ (Bk\Bk+l) :g (k T 1’ 2_’ ceey B = N)

On note T,=DB,\B,.1 (k= N) et on considére la séric |JT,; on montre a
I'aide du théoréeme 2.3.1 que cette | J-série converge et son reste du rang
n, R, est justement B,;:;. En effet, la condition (2.3.3; 10) est sa_tlsfa}te
par R, = B,;, tandis que pour (2.3.3; 2°) on procéde comme il suit:

"

Rn\RvH—l: Bn-l—l\\Bn+2: TPH—l:T’H'l\LlJ Tk

o0

(parce que Tpit N (U Tk) — ). Didi résulte B; = \J (B,\ Bi1), étant
1 1

donné que \J (B;\Bis1)=DBy\Bus1 et (By\Buys1) T By pour n—»oco. Puis
1

Ay M(U<B,,\Bk+1)): 5 W(BY\Ba) =33 [w(B) —u(Buei) =5 K.,

1

d’autre part, la somme partielle du rang » de la série numérique est

0= 3 (B — p(Bus)] = W(Bi) — elBas),
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donc son reste du rang » est

7w =8 —35, = @(By) — [u(B:) — u(Bus1)] = w(Bus1),
mais 7, —0, donc lim p(B,) = 0.

fA—+ 00
On mentionne que la démonstration cst valabile aussi pour le cas oli
p. est une mesure prenant des valeurs dans un groupe topologique (la limite
en cause — au sens de la topologie — sera l’élément neutre du groupe).

2.4. Séries alternées dans un clan

Kuratowski?, dans son traité classique de topologie, traite les ,,séries
alterndes d’ensembles fermés™ en attirant I'attention sur les ensembles développa-
bles en une série alternée d’ensembles fermés, décroissanis, notée par cet auteur

BARIF o FUiFiee By N B F s Fegy 0.0 NFe D Fegn).
Nous donnerons un critére du type Leibniz pour les 'séries alternées

d’ensemblcs — éléments d'un tribe.
THEOREME 2.4.1. Pour la convergence d'une sévie alternée

o: &L HUD A RPN U SN ST
(ot1 les opérations ~ et |J s’appliquent successivement), dont les éléments
Sforment ume swite descemdante, X, 2 X, 2 ... 2 X, 2 ..., dans un tribe
(g, U, “\(a)-lim), cst nécessaire et suffisante qu'on ait X, | Q.

' Démonstration. Cousidérons la somine partielle de rang pair S,, =
2n—1

= |J (X~ Xi1) (n< N), celle-ci est ascendante dans lc tribe &, donc — en

nous basant sur Ja complétitude monotone du tribe — cxiste (a)-lim S,, =
=S eg. On a aussi Sgpy1 =Sy, UXue1 (2 € N); en faisant #-— o0
existera (a)-lim X, = X <= &, parce que (X,) est desccndante dans §.
Puis, en utilisant la continuité de 'opération |J relativement a la (a)-limite,
on obtient de la derniére égalité: (a)-lim S,, ; = S |UJ X. Pour la con-
vergence de la série alternée il faut ¢t il suffit d’avoir (a)-lim S,, = (a)-
im S, done S =S |JX. Dautre part, S,, () Xi 41 =9 et pour
n— o0 résultera S X =@, d’ott en envisageant les égalités S = S | U X
et SN X =@, résulte X =¢@. Dans un autre ordre des idées: puisque
(@)-im S,, = S, de l'égalité S,, ., = S,, U Xy, résulte

(a)-im S,, 4, = (a)-lim S,, =S st X, |@.

2.5. N-séries dans un clan

Définition 2.5.1. Soit (€, U, ., (a)-im) wun clan dans lequel on
exprime Uopération d’intersection par A (N B = AN(ANB). L’algorithme
591 1° 5, = X,
5.2.3) 2% Sy01=S5,N X1 (n=N)

définit une (N)-série,

? Topologie, vol. I. Druk. Univ. Jagiellonskogo, Waraszawa-Wroclaw, 1948,
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Si X est I'ensemble de référence dont une famille de parties forme le
clan @, alors & I'aide de la substitution utilisant le complémentaire d'un
ensemble, Y, = 0y X, (» = N), on transpose I'étude de la série M X, 2
I’étude d’une |J-série, grace 4 la formule de De Morgan:

IQXk:QCXYk:CX’ng:X\kL;JIYk (n< N).
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