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Les ensembles interpolatoires interviennent dans I’étude de nombreux
problémes d’analyse numérique. Beaucoups de problémes de calcul revien-
nent a la détermination de la valeur A(f) d’une fonctionnelle A, pour 1’élé-
ment f de I’ensemble de définition de 4. Le fait que la différence f — A(f) =
= R(f) s’annule sur un ensemble interpolatoire F, peut nous donner des
informations sur les possibilités de délimiter ce qu’on appelle le reste R(f).
Cette délimitation dépende toujours de l'espace dans lequel on considere
la fonctionnelle R. Si on peut caractériser d’'une maniére convenable le
comportement de R par rapport 4 I’ensemble des fonctions qui sont F-con-
vexe out F-concave au sens que nous 1'avons précisé dans [3], [6], [8], alors
I'étude du reste R peut devenir encore plus interessant [4].

Pour préciser les notions qui interviennent, supponsons que 'ensemble

F est interpolatoire d’ordre fixé # ot # z 1, sur lintervalle compact

[a, b] C R, au sens que nous I'avons considéré dans [1], [8]. Désignons

par C[a, b] 'espace linéaire des fonctions continues sur [a, 4], la norme de

J € Cla, b] étant ||f|| = max [f(x)]. Soit B:C[a, b] —R une fonctionnelle
x< [a, b)

qui devra encore satisfaire 4 des conditions qu’on va préciser. Pour en don-
ner des exemples, B peut étre le reste dans un procédé d’interpolation,
dans un procédé d’integration numérique etc. La condition B(f) = 0 pour
chaque f € F veut généraliser la propriété en vertu de laquelle B a un degré
d’exactité au moins égal 4 m, c’est & dire B(P) = 0 quel que soit P € 4,
4, étant l'ensemble des polynomes de degré m.

Dans les travaux que nous avons cités, nous avons introduit une
términologie regardant le comportement d’une fonctionnelle B par rapport
4 un ensemble interpolatoire F. Nous disons que la fonctionnelle B est F
— exacte si elle s’annule pour chaque f = F. Nous disons que B est ' — sim-
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ple si elle est F — exacte et quelle que soit la fonction F — convexe ou F —
concave sur [a, b), f, Uon a B(f)# 0.

Si la fonctionnelle B est linéaire et elle et €, — simple, alors elle a le
degré d’exactité # et quelle que soit la fonction f & C{a, b], il existe un
systéme de # ++ 2 points distincts &, &,, ..., &0, de lintervalle [a, 0],
pour lesquels on a A(f) = K[&, &. ..., &2, /] ot K est un nombre
qui ne dépande pas de f et [§;, &y, ..., Euqa; f] st la différence divisée
de la fonction f, sur les points &;, &, ..., E,42 (voir [11]).

Comme la F-exactité n’entraine pas la F-simplicité il cst utile de
connaitre la classe des ensembles interpolatoire G par rapport aux quels B
est G-exacte et la classe des ensembles interpolatoires H par rapport aux
quels B est H-simple.

e Tes ensembles G et H étant interpolatoires d’un méme ordre n ct sur
le méme intervalle [a, &], nous disons que G est m-valent par rapport a
H si chaque g € G est n-valent par rapport 4 H sur l'intervalle [a, &] (voir
(7).

THREORBME 1. S1 Uensemble G est n-valent pay rapport a Uensemble H et
si B est une fonctionnelle G-simple, alors B n'est pas H-simple.

Pour la démonstration il faut remarquer que si G est n-valente par
rapport & H alors ou bien tous les éléments de H sont G-convexe sur l'inter-
valle [a, b] ou bien chaque élément de H est G-concave sur [a, b]. En suppo-
sant donc que la fonctionnelle B est G-simple elle ne peut s’annuler pour
aucune f € H car si f € H alors f est G-convexe ou G-concave sur [a, b],
ce qui entraine B(f) # 0. Donc B ne peut pas étre H-simple, ne pouvant pas
étre H-exacte.

1,6 théoréme 1 a une application interessante. Soit U un ensemble inter-
polatoire d’ordré n--1 sur [a, &].

THEOREME 2. St G et H sonmt des emsembles disjoints, interpolatoires
d’ordre n sur [a, b] et s G C U, HC U, alors la fonctionnelle B ne peut
pas étre en méme temps G-simple et H-simple.

Pour la démonstration il suffit de remarquer que si les hypothéses de
I’énoncé du théoréme 2 sont ramplites, alors G doit étre n-valent par rapport
a H. En effet, sig € G, h « H et g—h s’annule sur #-41 points, comme on
ne peut pas avoir g = %, nous sommes conduits & une contradiction avec
le fait que U est interpolatoire d’ordre #-+-1. En appliquant donc le théore-
me 1, on obtient la conclusion du théoréme 2.

e Considérons maintenant deux ensembles linéaires V,, V,, interpolatoires
d’ordre #n sur [a, b]. Supposous # = 2. Soit

((1) D1, (P2’ ey @y
un systéme de T'chebytcheff sur [a, b] ainsi choisi que V, soit I’ensemble

"
des combinaisons linéaires D o9, «; € R, 4 =1,2, ..., n Soit
=1

(2) Vi Yo oo es Py
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un systéme de Tchebytcheff sur [a, b] ainsi que V, soit l'ensemble des
combinaisons linéaires i B, B, sR, i=12..., =

Si o, g - .- <p,,_1%=e:15t aussi un systéme de Tchebytcheff sur [a, &],
alors I'ensemble U, (C V; des combinaisons linéaires ”i: ¥; @; est interpolatoir
d’ordre n—1 sur [a, b]. Sigy, $a, - -v, $p1 est un s;sltéme de Tchebytcheff
sur [a, b], alors I'ensemble U, C V, des combinaisons linéaires’g:l, 3; ¢, est
interpolatoire d’ordre n—1, sur [a, p]. Les différences divisées g1é=xiéralisées
correspondante peuvent étre désigner par

|‘<PA1’ Pas + ooy Py
X1y, Xgy vouy X

]

@ | | l% 2% ---,¢n;f]

X1, Koy - oy X,

pour une fonction f définie sur les points distincts x,, #,, ... x, de l'in-
tervalle [a, b]. s

On sait que la fonction ¢, est U,-convexe sur [a, b] et la fonction ¢,
est U,-convexe sur [a, b]. (en dehors d'un changement de signe)

Si B est linéaire et U -simple (ou bien U,-simple), alors on peut appli-
quer les résultat contenus dans [7]: pour chaque f € Cla, ] il existe un

systéme de » points distincts #,, #,, ..., #, de maniére que
Q1 Par oy P
5 B(f) =B :
5) =Bl [0 ]
(ou bien un systéme de n points distinets w;, w,, ..., w, de maniére
que

b s oo b
© B =BU |2 )

THEOREME 3. St la fonctionnelle linéasve B est Uy-simple et Ug-simple
et si elle prend des valeurs positives pour chaque fonction U,-comvexe suy
[a, b] et pour chaque fonction Uy-convexe sur [a, b], alors pour chaque fonction
f e Cla, b] qui est U,-convexe (ou bien U,-convexe) il existe un systéme de n
potnts distincts sur lesquels f est simultanément (U,, U,)-comvexe.

Pour la notion de simultanément — convexité il faut voir notre travail
[9].

La démonstration du théoréme 3 résulte en appliquant les formules (5)
et (6) et compte tenant de I’hypothése contenue dans I’énoncé.
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Les formules (5) et (6) qui nous donnent des représentations de la
valeur B(f) quand B a les propriétés de simplicité qu’on a supposées, per-
metent de faire une comparaison entre les diverscs représentations possibles.
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