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Tome 7, No 2, 1978, pp. 189-[92Si X est l'ensemble de référence dont une famille de parties forme le

clan €, alors à l'aide de la substitution utilisant le complémentaire d'un
ensemble, Yn: Cx X, (n = N), on transpose l'étude de la série fl X, à
l'étude d'une l-l-série, grace à la formule de De Morgan:

l¡frfr

ñ xo: O C, yo:C*Uyo
h-l È-l þ:1

X\U Yo (ø e N)
À-l
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Ires ensembles interpolatoires interviennent dans l'étude de nombreux
problèmes d'analyse numérique. Beaucoups de problèmes d.e calcul revien-
nent à la déterrnination de la valeur A(f) d'une fonctionnelle ,4, pour 1'é1é-
rnent/de l'ensemble de définition de A, Le fait que la différenceÍ - A(il :
: R(/) s'annule sur un ensemble interpolatoire F, peut nous donner des
informatious sur les possibilités de délimiter ce qu'on appelle le reste R(/).
Cette délimitation dépend.e toujours de l'espace dans lequel on considère
la fonctionnelle R. Si on peut caractériser d'une manière convenable le
comportement de R par rapport à l'ensemble des fonctions qui sont -F-con-
vexe ou F-concave au sens que nous l'avons précisé dans [3], [6], [B], alors
l'étude d.u reste R peut devenir encore plus interessant [4].

Pour préciser 1es notions qui interviennent, supponsons que l'ensemble
F est interpolatoire d'ordre fixé ø où n > l, sur f intervalle compact
la, blCR, au sens que nous l'avons considéré dans [1], [B]. Désignons
par Clø, bll'espace linéaire des fonctions continues sur [¿, Ó], la norme de

.f = Cla, bl étant ll/ll : max lf(x)1. Soit B:Clø,bl +R une fonctionnelle

qui devra encore satisfairå=fCås 
"oo¿itions 

qu'on va préciser. Pour en don-
ner des exemples, B peut être le reste dans un procéd.é d'interpolation,
dans un procédé d.'integration numérique etc. I'a condition B(f): 0 pour
chaque/ e .F'veut généraliser la propriété en vertu de laquelle B a un degré
d.'exactité au moins égal à m, c'est à dire B(P) :0 quel que soit P e 9o,
9,^ étant l'ensemble des polynomes de degré m.

Dans les travaux que nous avons cités, nous avons introduit une
términologie regard.ant le comportement d'une fonctionnelle B pat rapport
à un ensemble interpolatoire F. Nows d,ísons que l'ø fonctionnell'e B est F
- exacte si ell'e s'ønnul,e þour chøque-f = F, Nous d,isons que B est F - sim-
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þIe si elle est F - ehacte et quelle que soit lø fonction F - conacxe ou F -
conc&ne sur la, b), f, I'on o BU)+ O.

Si la fonctionnelle B est linéaire et elle et î,, - simple, alors elle a le
degré d'exactité n et quelle que soit la lonction f = Clø,.b), il existe un
s)'stème de n 12 poirets distincts 1r, 1r, . . . , 1u-t-2, de f itrtervalle lø, bI,
pour lescluels on a A(f) : Klr-', 1" .'.,4o+2, /l oìt K est un nombre
qui ne déþande pas de/ et [6', 1r, ..., Lnt,zj .l] cst la différence divisée
de la fonction/, sur les points €r, 1r, ..., Ç+z (voir [11]).

Courme la F-exactité n'entraîne pas la F-simplicité il cst utile de
connaître la classe des ensembles interpolatoire G pat rapport aux quels B
est G-exacte et la classe des ensembles interpolatoires H pat rappclr:t aux
quels B est I/-simple.

o I,es ensembles G et H étant interpolatoires d.'un urême otdte n ct sur
le même intervalle la, bf, nous disons clue G est ø-valent par rapport à
É/ si chaque g € G est n-valent par rapport à f/ sur f intervalle lø, bl (voir
t7l).

tnÉonÈuo 1. Si l'ensernbleG est n-aalent þør røþþorl àl'ensetnble H et

si, B est une fonctionnelle G-si,mþl'e, alors B n'est þøs H-sitlt"1>le.

Pour la démonstration il faut remarquer que si G est ø-valente par
rapport à Il alors ou bien tous les éléments de 11 sont G-convexe sur f inter-
vllfe fa, öl ou bien chaque élément cle f/ est G-concave sur [ø, å]. En supPo-
sant donc clue la fonctionnelle B est G-simple elle ne peut s'anntller pour
atlcune f = fl car si Í = n alors / est G-convexe ou G-concave su lø, b),
ce qui entraîne n(fl + 0. Donc B ne peut pas être i/-simple, ne pouvant pas
être f/-exacte.

Leithéorème 1 a une application interessante. Soit (/ un eusemble inter-
polatoir-e d'ordre øf 1 sur la, bl.

'r'¡rnonÈrun 2. Si G et H sont d'es ensentbles tlisjoints, interþol'øtoires
d.'orilre n sur lø, b) et si G CU, H CU, ølors I'a fonctíonnel'le B ne þeut
þøs être en tnême tenr.þs G-simþl'e et H-simþle.

Pour la démonstratiorr il suffit de remarcluer que si les hypothèses de
1'énoncé du théorème 2 sont ramplites, alors G doit être n-valent par rapport
à 11. En effet, si g = G, k e H et g-h s'annule str n!1 points, comlne on
ne peut pas avoii g : lt, nous sommes conduits à uue contradictio'' avec
le fãit que U est interpolatoire d'ordre n{1. En appliquant donc 1e théorè-
me 1, on obtient la conclusion du théorème 2.

r Considérons maintenant deux ensembles linéaires V r, V r, interpolatoires
.d'ord.re n sl:lt lo, bf. Supposons n ) 2. Soit

(1) 91 92, ' ' ', 9n

trn système de Tchebytcheff sur lø, b) ainsi choisi que I/, soit l'ensemble

,des combinaisons linéaires Ðon r, di e R, i:1,2, ..., re. Soit

(2) ür, ür, ' ' ', *,
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un système de Tchebytcheff sur [ø, å] ainsi que Z, soit l'ensemble des
7a

combinaisons liuéaires D P,Ür, 9; = R, i:1,2,..., fl.

Si gr, gr, . . ., pn-t est aussi un système de jlchebytcheff s:uir lø, b),

alors l'ensemble U1f Zr des combinaisons linéaires Ð y, ç, est interpolatoir

d.'ordre r¿-l sur lq,bf. Si Ùt, ür, .,., ü,-r est un système deTchebytcheff

sur [ø, ó], alors l'ensemble U"CV, des combinaisons linéaires | à, {rest
interpolatoire d'otd.re n-L, sttr la, .þ1. I,es différences divisées généralisées
correspondante peuvent être désigner par

32

(3)
Qt'9z'',"9t .

xrrxzr,..rfrrr'

et

(4) 
Lii:,r;," ...'r*",, 4

poúr une fonction / définie sur les points distincts xr xz, . . . xr de f in-
tervalle la; b).

On sait que Ia fonctiou gn cst Ur-convexe su la, bl et la fonction {,,,
cst f./r-convexe st:r la, b]. (en dehors d'un changement de signe)

Si B est linéaire et Ur-simple (ou bien Ur-simple), alors on peut appli-
qtrer les résultat contenus clans [7]: pour chaque"/ = Clø, bl il existe un
systèrne de ø poirrts distincts ltt, Ltz, ,.,, 7'!,n d.e manière que

(s) B(f) : utr,lll',,,:',:,, .'I",t 4
(ou bien un système de n points distincts 79!, rþ2, . . ., u* de manière
cltle

(6) B(f) : 
"t+,ll*,,,*;, .,+;., ,')

lHÉoR-ÈME 3. Si' l'ø fonct'ionnel'l'e I'inéa.ire B est Ur-simþle et U2-simþl'e
et si el,le þrend. d,es ual,eurs þositiaes þour ckøque fonction Ur-conaexe sur
fa, bf et þour chaque fonction Ur-conuexe sur lø, bf, al'ors þoør chaque fonction

"f = Clø, bl qui est Ur-conaexe (ou bien Ur-conaexe) il' existe un système d'e n
þoints d,istincts sur lesquel's f est simul,tanément (Ur, Ur)-cowJexe.

Pour la notion de simultanément - convexité il faut voir notre travail
tel.

I,a démonstration du théorème 3 résulte en appliquant les formules (5)
et (6) et compte tenant de l'hypothèse contenue dans l'énoncé,
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I'es fortnules (5) et (6) qui nous donnent des représentations de la
valeur B(/) quand B a les propriétés de simplicité c1u'on a supposées, per-
metent de faire une comparaison cntre les divcrscs représentations possibles.
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Introduction

The study of compressible fluid flow has been substantiated at thê
beginning of this century by s. À. cHlprrvcrrrN [1] in his well-known
doctorial thesis, in rvhich he gives tw< research methods, an exact one and
an apprÒximate one. Both methods are hodograph methods. This means
that one sl-rould use the independent variables V and 0 (Z is the magnitude
oI the velocity vector and 0 the angle made by this vector with a certain
direction),

Chaplygin's methods led subseqrently to numerous and., important
investigations in the Iield l2l, [3]. However, his exact lnethod and its
extension due to S. \¡. IIAT,KO\¡ICH 14] can be applied only to sornc classes
of motion aud implf iaborious calculations.

fn addition, to th.e advantage of linearizing the systern of motiorr
eqtlatious, the hodograph rnetod has some disavantages related to the
passirlg frorn the hodograph plane to the physical plane.

'l'herefore, it rvas necessary to u.se approximate methods rvhich ope-
rate in the physical plane, that is the so-called. direct methods.

One of the most interesting methods of this kind, which can be applied
to various classes of motion is that given by r. rMAr [5], n. r,aMBA [6]
and c. JAcoB [7].

With this rnethod. and rvith other nrirncrorls re.mark¿rble inr'<:stigations,
c. JÄcoB ilrscribed Romania among the first countries \\,hich contributecl
substantially to the studl- of conrpressible flows even si11ce 1933-1934,
[B], [9], [10], [11], lr2l.
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