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Ia notion de nombre (réal, complexe) est une notion de base, tant dans
la recherche mathématique, que dans les différents domaines d’activité
pratique. En recherche mathématique, le nombre est un objet d’étude,
nombre de propriétés des nombres étant inconnues ; il arrive souvent de ne
pouvoir méme pas prévoir la voie qu'il faudrait suivre pour établir les pro-
priétés respectives. ¢ i

Dans Pétude des nombres on a obtenu des résultats fondamentaux;
nous rappellerons parmi ces résultats, ceux qui concernent la transcendance
de certains nombres (c’est-a-dire, la propriété de ne pas étre les solutions
d’une équation algébrique de degré > 1, & coefficients entiers), la possibilité
de déterminer (a 1’aide des ordinateurs, et en utilisant des formules théori-
ques d’estimation) un grand nombre de chiffres décimaux de nombres tels
que T, JZ, etc. C’est ainsi que des I'année 1961 on a calculé les premiers
100 000 chiffres décimaux de w. En contréle statistique, un point qui pré-
sente souvent de I'importance est la génération de certaines suites pséudo-
aléatoires. La génération de telles suites fait souvent appel a des questions
de la théorie des nombres particuliérements avancées (suites normales, sui-
tes de distribution uniforme).

De tels résultats retiennent 1’attention des mathématiciens, mais en
ce qui concerne les domaines de la pratique, leur utilité n'a souvent pas été
avérée, Par exemple, dans les conditions présentes, nous n’avons pas be-
soin d’utiliser dans des calcules numériques des approximations & des cen-
taines ou méme 4 des dizaines de chiffres d’un nombre et & plus forte raison,
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i istincti i t un nombre transcen-
de faire la distinction entre un nombre algebrique et un non -
dant. Par contre, en d’autres questions pratiques, la distinction entre algé
brique et transcendant joue un r6le de tout premier ordre. Nous donnerons

en exemple, le cas des courbes a allure semblable a la parabole d’équation
y = x* et la chainette, d’équation y = %(e" + ¢7¥), qui expriment deux

snes distinets du point de vue pratique (trajectoire d'un corps li-
Eifrigg;e?eté et forme d’unppopt suspendu) ; du point de vdue énathémathue,
la premieére courbe est algébrique et la seconde ’tran§cen. an g.l o

En mathématiques et dans les questions d’applications a la _pra] q s
la notion de nombre connait de nombreuses généralisations et parlticu ansae
tions. En ce qui concerne les généralisations, nous qlentlonntﬂirons he passag‘
du nombre naturel au nombre entier, I:’:].tIOIlI.lEI, réel, complexe, ypeact;i:lx
plexe, aux éléments d’un espace abstrait : Hilbert, Banach EEtC. ?uax;. i
particularisations, nous rappelerons, le passage des ’nombres na urels, :ux
nombres pairs, impairs, le passage des nombres réels ou rationnels, b
nombre pratiques. Par le terme ,,mombre pratique du type 7 2:; -?iilre N
les nombres qui peuvent s'écrire sous la forme a;ay . ... @y Cest- s
Paide d’au plus #» chiffres décimaux. Ces nombres p_rathue? son &1 loges
en technique, en la représentation effective de certaines valeurs dan
ordinateurs. . \

Un généralisation de la notion de ngbre imposée par les é)rolblen:lis
de caleul aproximatif, est la notions d’intervalle, ou plus géneéralement,
la notion de quantité multivalorique V(c:omplexe).

Si @, < a, sont deux nombres réels, alors [ay, a,] = {#| I*?l < gés? gg}_»-
est l’ensemble des nombres réels, compris entre 4, e11: ds. tpus: = éon-
rons par N, Z, Q, R, C l'ensemble des nombres naturels, len ers, b
nels, réels, respectivement complexes, par J(R), ou p 1.1.19;l sungz 1
par J, l'ensemble des intervalles réels et fermfés‘ (@, a5], ol @ < a;-

Si dans un probleme de controle de la qualité sont dc:nné’:les les tmargﬁs
d’acceptabilité K; et K, nous sommes €f fait en presen;e un _1(111‘ ;.;;r og
[K, K,], c-est-a-dire, d'un élément de l'ensemble 9:1 u 1f:anst i fdelftifié
K; = K,, lintervalle respe)ctif a les extrémités égales, il peut ctre

a nombre réel K, (= Kj). L
: Un controle sta‘ti(stique de qualité peut se caracteriser par les sytémes

(1) N, IC, LCA; Ng; COD, =, A, R; D),
! s ;

= vol du lot 52,3,4,..:}; .
llvé = i‘rrx?plz)i‘[‘lc?mce du con‘Eréle (trés important, .. o non Zs.selr(l)tu.al),
LCA = marge de la qualité acceptée < {0,1; 0,15; ....; 4; o

N = niveau de controle ;

COD < {A, B, C, ... Q R}; \
n = volume de 1’échantillon = {1, 2, 3, ...}.,
A = nombre d’acceptation {©, 1,2, ceeits
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R = nombre de rejet {1, 2, 3, ...};
D = décision prise < {le lot est rejete, le lot est admis, on effectue le con-
trole a 100%, on effectue un second controle statistique, ....}.

En fonction de parameétres «, il est possible de déterminer des parame-
tres B, de differentes maniéres. On utilise souvent les normes internationales
MII, STD 105 — D.

Les résultats d’un contrdle du type (1) se refletent dans l'utilisation
pratique par les bénéficiaires des produits respectifs. De cette maniére,
il se présente un systéme de la forme

(2) S2:(p1: al;]bw Ay - ;Pm an)!
Oﬁ 0 S}‘)lv Pz: t j)n < 100 (%)u j)l +p2+ +?n= 100 (%)et al'

..., a, sont des estimations en ordre croissant (@; — I'acceptation la plus
faible et a, — la plus favorable). En (2), la paire p;, a; représente: p; %
du produit a été aprrécié par la bénéficiaire par le qualificatif ;.

11 existe une correspondence de la forme

(3) Ss =f(Sy; C, D, ...) =f(N, IC, LCA; Ng; C, D, ...),

par concéquent, V'appréciation du produit dépend du contrdle de qualité
et de certains facteurs, désignés par C, D, ...., tels que: conditions de
production, niveau de prétention du bénéficiaire, etc. Les variables de S;
peuvent étre des nombres, des intervalles, ou des quatités multivaloriques
(nous entendons par ce terme, des ensembles quelconques de nombres, ou
plus généralement, d’entités méme non numériques). Nous en présenterons
quelques exemples.

Exemple 1. N, est un nombre déterminé quand on connait le volume
du lot de production; N; est un ensemble discret de nombres (quantité
multivalorique), quand on connait, de maniére approximative, le volume
du lot de production.

Exemple 1.1. Connaissant le niveau de contréle II et le code D, on
sait que N, < {26, 27, ...., 50}.

Exemple 2. Si l'on connait N, < {501, 502, ..., 10000} et N,=1I,
alors COD < {J, K, L}.

Dans cet exemple, COD est une quantité multivalorique, non numéri-
que (complexe).

Exemple 3. Si N, =11, LCA = 0,10 et » = 125, alors nous pouvons
avoir COD e {A, B, C,....,L} et N {2, 3, 4, ...., 10000}.

Dans cet exemple COD est un complexe et N une quantité multi-
valorique.

Exemple 4. Si COD = P et n =800, alors LCA est un intervalle,
auquel appartiennent les marges de qualité acceptées 0,1; 0,15; 0,25; ...;
1,5, mais auquel n’appartient pas LCA > 2,5.

Il résulte des exemples présentés, que l'ensemble de définition de la
fonction (3) peut étre un systéme constitué de nombres, d’intervalles, de
quantités, multivaloriques numériques, ou non numériques. D’autre part,
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le domaine des valeurs de (3) peut lui aussi étre une fonction d’intervalle,
ainsi qu’il résulte de l'exemple suivant:

Exemple 5. i LCA = 1,5; COD = K N, =1I, alors dans les con-
ditions de production des bénéficiaires, désignés (C, D, ...), en Sy(Pu,
4y3 . ov P @), @1 g ..., @, SONL déterminés et les purcentages 2,
..., p, appartiennent & certains intervalles (on suppose que ¢, est une app-
réciation moins favorable que @;4,). Nous désignerons les intervalles, aux-
quels appartiennent les pourcentages, de la maniere suivante: [P, P12l

e vy [Pty Pu2], o1t P [P, Pjel et };}pj = 100 (%). En ce cas, les place-
iz

ments des pourcentages dans les intervalles respectifs peuvent affecter I'une
des formes indiquées dans les figures 1 et 2,

§ E} — X Py
P2 P2
w L* o = e 1
P2) P22 P21 P22
Pn Py
o — —o—t —_— )
®n Pn2 Pnl Pp2
Fig. 1. Fig. 2.

selons que nous sommes plus proches avec N, de 1201 respectivement
de 3200. ;

Les exemples ci-dessus illustrent 1'importance de I'étude de fonctions
dans lesquelles les variables et les valeurs sont des quantités multivalori-
ques, en particulier, des intervalles.

Au cas général nous sommes en présence de fonctions de la forme
fo Ly Yo 30D My Bl X M,, ot Ly ey L My, ..., M, sont
des nombres, des intervalles, des quantités multivaloriques numériques,
ot non numériques ; au cas particulier des fonctions d’intervalles, celles-ci
sont de la forme f: I™ — I*, Cest ainsi qu’on a ¢té conduit 4 ’étude des
fonctions d’intervalle a partir de questions de contréle qualitatif satisti-
que, de la production. Les problemes soulevés par le contrdle statistique se
réduisent souvent a la comparaison de certaines fonctions d’intervalle.

Nous présenterons a cet égard I'exemple suivant :

Exemple 6. Si I'on effectue un contrdle statistique sur un ensemble de
repéres, ou plus généralement sur un agrégat et si nous restons dans le
domaine de tolérance admis, alors il ne s’ensuit pas que le controble statis-
tique des repéres nous conduit 2 respecter le domaine de tolérances. Inver-
sement, 2 respecter les domaines de tolérance pour des repéres, peut conduire
au rejet de l'agrégat (par exemple, pour cause de defaut d’assemblage).
En des conditions d’assemblage correctes, A respecter les domaines de
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tolérance pour repéres, implique le domaine de tolérance correct pour l'en-
semble de repéres, pour 'agrégat respectif. Il existe par conséquent la possi-
bilité qu’un ensemble, soit acceptable, mais qu’il existe des rebuts dans les
détails, mais il n’est pas possible de ne pas monter un bon appareil, & partir
de bons details. C’est une analogie avec une situation extrémement banale
en arthmétique : il est possible d’effectuer des opérations erronées et d’ob-
tenir un résultat correct, mais en effectuant des opérations correctes, il
est impossible d’obtenir un 1ésultat erroné (en utilisant les résultats erronés
suivants: 2 X 8 = 14, 14 4+ 5 = 21, nous obtenons le résultat correct:
2 X 8+ 5=21).

Les situations présentées dans cet exemple nous conduisent au principe
d’inclusion de la théorie des intervalles, qui s’avere exact, en particulier,
au cas des fonctions d'intervalle: A(B 4 C) et AB 4 AC. Ici AB =
= {uv|u = A &v < B}, par conséquent, AB est la totalité des résultats
%ui I:E{euvent s’obtenir par la multiplication d'un nombre de A, par un nom-

re de B.

Pareillement, A +B={u+v|u c A&y = B}

Pour les fonctions d’intervalle A(B 4 C) et AB 4- AC, nous avons
la loi de sous distributivité

4) AB + C) € AB + A(,

qui exprime le fait que lintervalle AB + () ne peuf excéder l'intervalle
AB + AC

A(B+C) A(B+C)
Cas 1: i } Cas 2: ! =
AB + AC AB + AC
A(B+C) A(B+C)
. — ——
Cas 3: f ) Cas 4: I gum |
AB + AC AB + AC
Fig. #.

1/égalité peut intervenir a maintes occasions, par exemple, si A, B, G
sont des intervalles constitués par des nombres positifs. Dans Iexemple
suivant :

A=[—12], B=[-36], C=[-2 —1],
nous auromns
AB = [—1, 2][—3, 6] = [—6, 12];
AC = [—1, 2][—2, —1] = [—4, 2]; AB 4 AC = [—10, 14];
B+ C—=[—5 5]; A®+C]=[—1, 2] [5 5]=[—10, 10],
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par conséquent A(B + C)C AB - AC et nous nous retrouvons dans le cas
2, ci-dessus presénté. On démontre que tous les cas 1) — 4) se peuvent
effectivement rencontrer.

Ie probléme de l’assemblage de deux pieces cylindriques

L
pil M Q D

]
] . 1
! ]

]

\ 1

H ]

G-e- b -3 £-+C - ;<----. bt¢ cawv.- y

Fig. 3.

du point de vue des superficies laterales

Apat, repdres mab 4+ wac; At ensemble = na(b + 0)’

nous conduit A une telle situation, & laquelle I'erreur par repeéres peut excé-
der celle par ensemble, mais non inversement. Par conséquent, I'erreur des
repéres étant suffissamment petite, I'erreur de I'ensemble sera certainement
égale 4, ou moindre que la somme des erreurs par reperes.

Cette loi de sous distributivité s’aveére particulierement importante
aussi en calcul numérique dans le probléme de la cumulation des erreurs
dans les ordinateurs, dans des problémes de prognose, d’autre part, elle
présente également de U'intérét en recherche fondamentale. Cette loi a été
remarquée dans l'autiquité (par les mathématiciens de Chine) et a été étu-
dide du point de vue théoriques a la fin de la siécle dernier, par les mathé-
maticiens allemands Kronecker et Frobenius.

Nous présenterons pour conclure la situation suivante, qui présente de
I'intérét dans la recherche des relations, qui peuvent exister entre fonctions
d’intervalle.

Nous considérerons la fonction d’intervalle. sq A={uv|ju =A&v < A},
qui généralise opération d’élévation au carré. Ia comparaison des inter-
valles 2AB et sq A + sq B nous conduit aux cas possibles suivants:

1) 2AB = sq A +sq B (fig. 4)

2AB 2AB 2AB 248

1 | e | ) | o |

= f e s | | Err——

sq A+ sq B sq A + 8q B 8sq A + sq B 8q A+ sq B
Fig. 4.

2) 2AB < sq A 4 sq B (fig. 5)

o g  rEmonecrre= |
£, sgA + BQB i sqA ¢ sqB
Fig. 5.
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3) 2AB =|sq A + sq B (fig. 6)

2AB
l —1
L T
sqQ A+ 8g B

Fig. 6.

Ainsi que nous le verrons, ces fonctions d’intervalle peuvent étre aus-
si dans des relations autres que celles d’inclusion. Ainsi, si nous nous don-
nons l'intervalle A, alors en faisant changer l'intervalle B, nous avons I'une
des situations 1), 2), 3), selon que nous nous plagons dans les domaines
D,, D,, D,, de la figure 7.

b

(H,)

o

Dy

(H,)

Fig. 7.

La cas olt A est un intervalle positif: A = [a,, 4,], 0 < 2, < a,.

(P) b=t
2ay

—
e
L
N
I
[N
)
[ ]
|
II-‘
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*‘h At cas ol lintervalle A est négatif (c’est-a-dire comstitué par des
2 nombres négatifs), nous avons une situation semblable a celle du cas ot
| intervalle A donné est positif (on obtient une figure symétrique).
Dans les figures 7 et 8 nous avons utilisé la représentation des inter-
‘ valles par points du demi-plan b, < b,. L'intervalle [By, bs] est représenté
par le point de coordonnées b, et b,.
A Pintérieur des domaine D,, D, D, nous avons les situations repré-
| sentées aux cas 1) — 3). Aux frontiéres de ces domaines nous avons des
situations aux limites. Nous présenterons a titre d'exemple, le cas ol nous
sommes placés sur I'arc de parabole (P,). Si nous écrivons A = [—a, b] ol

et b sont des nombres positifs, alors pour se trouver sur l’arc de parabole
(P,), l'intervalle B est de la forme

fime seumsssasssss

B— [b 4 ¢ 4+ AJFF T ab, 2_1 (b + ¢ + B+ ab)® — %]

oil ¢ est un paramétre qui varie dans l'intervalle [0, +c0). Lorsque ¢ = 0,

. nous sommes placés au point d'intersection de la parabole (P,) avec la

premiére bissectrice. Nous présentons dans la figure 9 la représentation,

en fonction de ¢, des intervalles

2AB et sq A 4+ sq B, au cas oit A

nous sommes placés sur I'arc de

parabole (P,). Dans ce cas,

'extremité gauche de sq A -sq B

coincide avec I'extrémité droite

de 2AB, les extrémités de l'in-

tervalle 2AB (et par conséquent

I'extrémité gauche de 'intervalle

sq A+ sq B) se déplacent le

long de coniques et l'extrémité

droite de l’intervalle sq A +sqB

se déplace le long d'une quarti-

que, ce qui nous montre que

l'ordre de l'erreur est de beau-

coup plus grand a droite, qu'a

gauche ; ceci est valable égale-

Fig. 8. ment dans des points de l'inte- o
rieur du domanine b, < b,, suffi-
samment proches de Il'arc, de
parabole (P;). Nous sommes
ey B ay . B ainsi en possession d’'informa-
(Pa) by = P e 24, (Ps) by = 2 + 27" tions précieuses en ce qui con-
' cerne la cumulation des erreurs

degré 4

sq A +8qB

degré 2

AT I TR ST

HSEFSETEFRLTSTITFTLATISEE TR TTEESTTS LS

248

Y

Le cas olt A est un intervalle mixte: A = [a4y, @], a; < 0 < a,.

w5 ag b par les fonctions d’intervalle

(Pg) by = -j-l* %0, (Pg) by = -‘2-’ bz 2, considerées.
Nous présentons l’exemple
(Hy) 2a.b, = ayay + biby;  (Hy) 2a,0, = ayay + byby; numérique suivant : Hig. 9.

degré 2
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Exemple 7. Si A= [—3, 1], alors sur I'arc de parabole (P,) nous
aurons B'= [3 4+ ¢, 3 +3c -+ ¢%/2] et en efectuant les calculs, 2AB =

— [—18 — 18c — 3¢, 6 4 6¢ + ¢*] et qu+qu=[6+6c+c2, 18 +

+ 18¢ + 12c“+3c:3+f4: .

Quleques remarques bibliographiques. Dans notre pays, I'artihméti-

que des intervalles a fait I'objet de travaux de plusieurs mathématiciens
et ingénieurs. Nous citerons a cet égard I'étude des complexes (quantités
multivaloriques dans des structures algébriques) de DAN BARBILIAN, les
recherches de l'académicien 1. poroviciu de l'année 1937, concernant la
détermination des estimations de certains déterminants fonctions d’inter-
valles (un déterminant d’ordre # est un fonction de #* variables), ainsi que
Iétude faite également par I'académicien 1, POPOVICIU, concernant les nom-
bres pratiques, les travaux du professeur ingénieur 10N LXAZARESCU, con-
cernant les calculs 3 tolérances (1948), ainsi que I'axiomatisation de la thé-
orie des tolérances(1968), les travaux a caractlre apliquatif de l'ingénieur
I RABINOVICI (estimations fonctionelles et technologiques, tolérances, ajus-
tages). '
i Au cadre de I'Institut de Calcul de Cluj de 'Académie de la Républi-
que Socialiste de Roumanie se sont tenus deux symposions, au cours des
deux derniéres années, dont 'un & caractére national et 'autre a caractere
international. A ces symposions les préocupations concernant le calcul des
intervalles ont tenu une place de choix.

Nous renvoyons le lecteur qui desirerait des références plus détaillées
a l'ouvrage , Aritmetica §i analiza intervalelor” de $TEFAN N. BERTI,
qui a paru au vol. 1, fasc. 1 de la revue , Revista de analizi numerici si
teoria aproximatiei’”, pp. 21—39 (1972), éditée par I'Institut de Calcul
de Cluj.

Regu, la 23.1V,1874

Institut de Caloul de la Filiale de Cluj
de U'Académic de la République
Socialiste de Roumanie.



