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Wir geben hier eine kurze Darstellung von Iterationsverfahren, welche
in letzter Zeit entwickelt wurden und welche alle gemeinsam eine Reihe
von praktischen Vorteilen aufweisen, Die einzelnen Beispiele stellen jeweils
Losungsmethoden fiir verschiedene spezielle Aufgabenstellungen dar. Allen
gemeinsam liegt jedoch folgende Problemstellung zugrunde :

Fiir die gesuchte Losung & einer mathematischen Aufgabe sollen Folgen
von oberen und unteren Schranken {5} und (2} berechnet werden, welche
dic Gréfe & fortwihvend verbessert eimschliefen. Das Verfahren soll so an-
gelegt scin, daf beim Ubergang vom veellen Zahlenkorper R 2u den Maschi-
nenzahlavithmetiken Ry, alle wesentlichen Eigenschaften erhalten bleiben.

Abkiirzend fassen wir nun die oberen und unteren Schranken ¥ und

¥ zum Intervall x® — (%P, 23] zusammen. Damit 140t sich die
gestellte Aufgabe im einzelnen durch folgende Forderungen umschreiben.
Es sei ein EinschlieBungsintervall X© = £ fiir die gesuchte Grole vor-
gegeben. Das angewendete Verfahren @ soll Folgen von Intervallen {X®}
berechnen, mit den Figenschaften

(I) E e X®, k20, (Lt’)sungseinschlieBung)
I XoOXmDX®D ..., (Monotonie)
(III) lim X®W = §, (Konvergenz)

k—

(IV) _{(x(zk) — #")} soll von moglichst hoher Ordnung gegen Null konver-
gieren,
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Wir werden verlangen, daB8 (I) und (II) auch noch bei Durchfiihrung der
Rechnung in einer Maschinenarithmetik R, erhalten bleiben. Dagegen wird
(III) bei diesem Ubergang durch die hlgenschaft

(I11)/ X0 = X, k = n fir ein #,

erzsetzt. Dies folgt zwangsldufig aus der Endlichkeit des Zahlbereichs R,,.
Diese, bei komplexeren Problemen mnicht einfache, Aufgabestellung 148t
sich jedoch in zahlreichen speziellen Féllen relativ einfach ldsen, wenn
man als Hilfsmittel die Intervallrechnung bzw. Maschinenintervallrechnung
einsetzt. Fine ausfiihrliche Darstellung der Intervallverkniipfungen, ihrer
algebraischen, mengentheoretischen und metrischen FEigenschaften findet
man etwa bei MoorE [8] oder bei ALEFELD und HERZBERGER [4]. Wir
halten uns hier an die Bezeichnungen des Buches von ALEFELD und
HERZBERGER [4]. Von den einfachen Intervalloperationen

(1) X#Y={xry|lxeX,yel} *xe{+ — %X, \}

fiur reelle Intervalle X = [x;, %,] « I(R) beniitzen wir dabei im wesen-
tlichen nur die Eigenschaft

(2) X, CX, Y;CY=X,xY, CX*Y, (Inklusionsmonotonie)

welche als Folgerung die EinschlieBungseigenschaft
(3) reX, yeVY=>x2yaeXs*xY

nach sich zieht. Sowohl (2) als auch (3) bleiben beim Ubergang zur Maschi-
nenarithmetik erhalten. Mit Hilfe der Intervalloperationen lassen sich
nun fiir eine grol3e Klasse reeller Funktionen f einfache EinschleiBungsin-
tervalle fiir deren Wertebereiche {iber einem endlichen Intervall X « I(R)
berechnen. Dazu bildet man den Intervallausdruck f(X), in welchem alle
vorkommenden Operationen durch die entsprechenden Intervalloperatio-
nen ersetzt sind und das Argument x durch das Intervall X ersetzt wird.
Naheres dazu entnehme man der erwdhnten Literatur. Wesentlich sind
hierbei wiederum die zu (2) und (3) analogen Eigenschaften

X CY = f(X) C/Y),
{f{x)lx e X} Cf(X).

Als Abkiirzungen wollen wir noch die iiblichen Begriffe

(4)

AX) = x5 — %4, (Durchmesser)

) m(X) = (%, + %,)/2, (Mittelpunkt)

verwenden.
Nun sollen einige Beispiele fiir die Anwendung der Intervallrechnung be1
der Konstruktion von Algorithmen der einleitend beschriebenen Art skizziert
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werden. Als erstes erwdhnen wir das intervallméBige Newton-Verfahren
zur Bestimmung einer Losung der Gleichung

flx) =0.

Sei dazu £ eine Losung und es sei ein Intervall X® mit £ « X©® bekannt
Dann betrachten wir die folgende Iterationsvorschrift falls ohne Einschrin-

kung f(x{") < 0 ist:
Xk+1) — {m(X‘k))
(6) r (k)

wobel Y =

Fim(x®y)
r®)
om(X™)] fiur fm(X?)) > 0,
{l (X®), 28] fir fm(X™) <0

Hierfiir 148t sich beweisen :

Unter den Voraussetzungen & = X, 0 & f/(XO) gelten fiiv die Folge der
Ttevierien gemdf (6) die Eigemschaften (I), (II) und (I1I), sowie

AXGHN) < - (dXW))2.

Beziiglich der eingehenden Behandlung dieses Verfahrens und Modifika-
tionen davon sel auf MOORE [8], CHERNOUS'’KO [6], HERZBERGHER [7],
sowie ALEFELD und HERZBERGER [4] verwiesen.

Es wurden auch fiir den Fall eines nichtlinearen Gleichungssystems

f(x) = 0

dhnliche Algorithmen aufgestellt. Dabei wird mit Vektoren und Matrizen
gerechnet, deren Komponenten jeweils Intervalle sind, also mit GroBen

(7) X = (X, ..., X,) bzw. A = (4y).

Die Verknupfungen von Intervallvektoren und -matrizen werden dabei
formal als Analogon zu den entsprechenden Operationen im R” gebildet
(siehe dazu APOSTOLATOS und KULISCH [5]). Eine einfache Form des
intervallméfBigen Newton-Verfahrens, angewendet auf nichtlineare Glei-
chungssysteme, ist die folgende Iterationsvorschrift

8) X@D = {m(X®) — F - f(m(X®)} ) X, k 20,

wobei der Vektor X© die gesuchte Loésung (£, &, ..., &,) einschleieBen
muB. Die Operation m(-) und () ist in (8) jeweils komponentenweise
zu verstehen. F ist eine Intervallmatrix F = (Fy;), welche die Menge von
Inversen zu den Frechet-Ableitungen ' an den Stellen x = X enthal-
ten muB3. Das bei MOORE [8] an einem Beispiel vorgeschlagene Verfahren
(8) findet sich erstmals analysiert und auf Konvergenz untersucht bei
ALEFELD und HERZBERGER [1]. Einen Uberblick {iber zahlreiche Verbesse-
rungen und Modifikationen von (8) findet man bei ALFELED und HERZBER-
GER [4]. Auch fiir diese Verfahren gelten sinngemal die Eigenschaften

N Y®,
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(I), (II) und (III). Die im Falle (8) nur lineare Konvergenz 148t sich
durch stindige Neuberechnung von ¥ in Form einer Folge

{F®} mit F® — [#'(E, ..., §,)]*

verbessern. Hierbei kommt man mit vertretbarem Mehraufwand auf die

Konvergenzordnung 2, wie etwa beim Verfahren von ALEFELD und.

HERZBERGER [2].
Kurz erldutern wollen wir noch einen Sonderfall des mehrdimensionalen

intervallmiBigen Newton-Verfahrens, welcher auf eine Vorschrift fithrt,

die komponentenweise in eine (6) dhnliche Gestalt zerfdllt. Dazu betrach-
ten wir ein reelles Polynom '

p(x) = 2"+ ap 2" A L ax +
mit reellen Koeffizienten. Wir nehmen an, dall sdmtliche Nullstellen
£, E4 v.., £, von p(x) reell und einfach seien. Liegen nun paarweise
disjunkte EinschlieBungsintervalle

XodsE,i=12 ..., n,
XONN X0 =@, 1<i<jsn

vor, dann 14Bt sich das folgende Verfahren durchfiihren:

X+, 5) = {m( X)) — M_“M&} N X6,

Q(ﬁ,.ﬂ
(9) j—1 %
mit Q) =TT (m(X®)) — Xk+1.9) IT (m(X®D)— XEd),
i=1 i=f+1

Allein unter den getroffenen Voraussetzungen 148t sich beweisen :

Die Folge {XW} der Intervallvektoren X® = (X®Y, X2, ., Xk
gewiigt komponentenweise den Forderungen (I), (II) und (III). Ferner hat
dic Folge der Vektoren (d(X®1), d(X®2), ..., d(X*")) die Konvergenzord-
nung 1 4 o > 2, mit o als positive Wurzel der Gleichung " — 6 — 1=0.

Rine ausfithrliche Behandlung dieses Verfahrens findet sich bei ALEFELD

und HERZBERGER [3]. Man kann dieses Iterationsverfahren auch zur
Verbesserung von Gerschgorin-EinschlieBungen von Higenwerten bei Tridia-
gonalmatrizen anwenden.
Mit diesen Beispielen soll die Aufzahlung von Algorithmen, welche durch
Verwendung von Intervallarithmetik den eingangs gestellten Anforderun-
gen geniigen, beendet werden. Ganz unberiicksichtigt blieben dabei die
zahlreichen Anwendungen bei Problemen der linearen Algebra. Hierzu
sei der Interessent auf die einschligige Literatur verwiesen.
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