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Since I{,,M + @,M : 
^,,(HM 

+ AM) + (1 - \n)xo' M and:

A|'y:{*lY =Qnx\:{xlY =t',Qx]. (1 -À,)øo}:

Àr, \,,

there exists, as we have proved, for every 'n e N, xn e M such that

xneHnxnl@nx*

This means that there exists yn e Qxn such that xn: 'ì"nH%n * )"yn *
f (1 - l")*0.

Then we have:

,,*r,- Hxn-ln:l1T (n" -l)Hx,+(r,- L)y,+ (1 - À")øo:0'

sincef/ø.*y-eMand'Misbound.ed,'Further,sinceMiscompact,
irrãã ã"iåts ã'subsequence {ø(å)}ÀeN Ç N such that :

|i\ 
H*"ta I !n(n): !*

and so lirn xr¡¡¡: y'0. Since ],11¡ e Qxn6¡ and' lim itg¿\ -- J* - Hyi:

*" trrrr"lrì* - Hy* = Qy'o i.".y* = Hy* * @y*, whicñ completes the proof '
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Wir geben hier eine kurze Darstel
in letzter Zeit entwickelt wurd.en un

die Gröl3e I forturihrend uerbessert ei
gelegt sein, døfi beim Ubergang uonl, /
nenz ahlørithme t'ih'en [l ¡a alle w e sentlic

Abkür'zend. fassen wir nun die ob

xf) zr:,to Intervall X&) - Wf), *f\l zusammefr. Damit läßt sich die

gårtãlt" Àntgut" im einzelnei' ¿urõtr folgende Forderungen umschreiben' "

Êr s"i ein E"inschließungsintervall ¡tot = E fur die gesrrchte Größe vor-
glg"b"tr. Das angewendeie Verfahren ¡¡, so1l Folgen von Intervallen {Xtrl1
6eiechnen, mit den Eigenschaften

(I) t, e X&t, k > 0, (I,ösungseinschließung)

(II) X(0))X(r)l XQ')) ..., (Monotonie)

(III) livv¡ f,@l : l, (Konvergenz)
Ë+æ

(IV) .{@fi - øtÞ))} soll von möglichst hoher Ordnung gegen Null konver-
glefen.
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W'ir (I) und (II) auch noch bei Durchführung der
Rec narithrnetik R, erhalten bleiben. Dagegen wird
(III durch die Eigenschaft

(III)' Xþl - Xtn\, h 2 n lrir ein n,

erzsetzt. Dies folgt zwangsläufig aus der Bndlichkeit des Zahlbereichs Rr.
Diese, bei komplexeren Problemen nicht einfache, Aufgabestellung läßt
sich jedoch in zahlreichen speziellen Fällen relativ einfach lösen, wenn
man als Hilfsmittel die fntervallrechnung bzw. Maschinenintervallrechnung
einsetzt. Eine ausfùhrliche Darstellung der fntervallverknüpfungen, ihrer
algebraischen, mengentheoretischen und metrischen Ðigenschaften findet
man etwa bei uoonÞ [B] oder bei ar,p¡nr,o und rrERZBERcEn [4]. Wir
halten uns hier all die Bezeichnungen des Buches von arrEFErrD und
HERZBERcER [4]. Von den einfachen fntervalloperationen

(1) XxY:{x*ylx =X, y e Y}, x e {*, -, X, \}
für reelle Intervalle X : lxt, x"\ e,I(F.) benützen wír dabei im wesen-
tlichen nur die fiigenschaft

(2) X, C X, Y, CY "> X, x Yt C X * Y, (Inklusionsmonotonie)

welche als Folgerung die Einschließungseigenschaft

(3) xeX, y=Y+%*!eX*Y
nach sich zieht. Sowohl (2) a1s auch (3) bleiben beim Ubergang zír Maschi-
nenarithmetik erhalten. Mit Hilfe der Intervalloperationen lassen sich
nun für eine große Klasse reeller F'unktionen f einfache Einschleißungsin-
tervalle für deren Wertebereiche über einem endlichen Intervall X c 1(R)
berechnen. Dazu bildet man den fntervallausdruck f(X), in welchem alle
vorkommenden Operationen durch die entsprechenden Intervalloperatio-
nen ersetzt sind und das Argument ø d.urch das Intervall X ersetzt wird.
Näheres dazu entnehme nr.an der erwähnten lriteratur. Wesentlich sind
hierbei wiederum die zu (2) und (3) analogen Bigenschaften

(4) x CY *Í(x) CfV)'
{f @)lx e x} çf (x).

Als Abktirzungen wollen wir noch die üblichen Begriffe

d(X) : xz - %t, (Durchmesser)
(5)

în(X) : (x, t xr)12. (Mittelpunkt)

verwenden.
Nun sollen einige Reispiele für die Anwendurrg der Intervallrechnung ber
der Konstruktion von Algorithmen der einleitend beschriebenen Att skizzieft
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werden. Als erstes er¡¡'ähnen wir das intervallmäßige Newton-Verfahren
zur Bestimmung einer I'ösung der Gleichung

Í(x) :0.
Sei dazu E eine l,ösung und es sei ein Intervall X(0) mit 1 e Xo bekannt
Dann betrachten wir die folgende Iterationsvorschrift falls ohne Einschrän-
kung/(*lo)) <0ist:

3

(6)

x(þ+r, -

wobei Y(h, -

f*6"¡ -'ffi| n o'o',

fxf); rn(x@)¡1 ttit ¡1m1x(þt¡¡ 2 o,

l*(x(ot), xf\l t¡t ¡1m1x@¡¡ < o.

(
(
t

Hierfür läßt sich beweisen:

Unter d,en Vorøussetzungen I e Xlo\, 0 + /'(X(0)) gelten für d'ie Fol,ge d.er
Iterierten gemä13 (6) d,ie Eigensckøften (I), (II) und, (III), sowie

d(xw+rt¡ < c.. (d(xþ\))z.

Bezüglich der eingehenden Behandlung dieses Verfahrens und Modifika-
tionen davon sei auf MooRE [8], cunx-Nous'Ko [6], unnznERGHÞR [7],
sowie Âr,EFEr,D und HERZBERGER [4] verrviesen.
Es wurden auch für den Fall eines nichtlinearen Gleichungssystems

f(x) : 6

ähnliche Algorithmen aufgestellt. Dabei wird mit Vektoren und Matrizen
gerechnet, deren Komponenten jerveils Intervalle sind, also mit Größen

(7) X: (Xr, ..., X,) bzw. A : (A¡¡).

Die Verknüpfungen von Intervallvektoren und -matrizen werden dabei
formal als Analogorl z1J den entsprechenden Operationen im R" gebildet
(siehe dazu RposrorrATos und r<ur,rscn tsl). Eine einfache F'orm des
intervallmäßigen Newton-Verfahrens, angewendet auf nichtlineare Glei'
chungssysteme, ist die folgende Iterationsvorschrift

(B) X(Þ+1) : {rn(X,*t¡ - F .f(zrz(Xtrr))1 [l Xt¡r, h > 0,

wobei der Vektor X(0) die gesuchte I,ösung (1r, 1r, . . ., C,) einschleießen
muß. Die Operation m(.1 tnd n ist in (B) jeu'ei1s komponentenweise
zu verstehen. F ist eine Intervallmabrix F : (Fn¡), welche die Menge von
Inversen zt den Frechet-Ableitungen f' an den Stellen x e X(0) enthal-
ten muß. Das bei MooRE [B] an einem Beispiel vorg
(B) findet sich erstmals analysiert und auf Konve
Àin¡"nr,o und nEnznERcÞR 11l. Einen Überblick übe
rungen und Modifikationen von (8) findet man bei ar,FEr,ED und nEnzsEn-
cER [4.l. Auch für diese Verfahrçn gelten siungemäß die Eigenschaften
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lI). (II) und. (III). Die im Falle (B) nur lineare Konvergenz läßt sich
àúi"ir ttattdig"'Neûberechnung von F in Form einer Folge

{F{r)} mit F(È) -> [f'(6', ..., E,)]-t

verbessern.' Hierbei kommt man mit vertretbarem Mehraufwand auf die
K;;;;;;zordmng 2, wie etr'va beim Verfahren von ¡r'Þrpr'o und"
HERZBERGER [2],
lifz erlà,ttern *ollen wir noch einen Sonderfall des mehrdimensionalen
inierva[maßigen Newton-Verfahrens, welcher auf eine Vorschrift führt,,
ã1"-Lo*potren-tenweise in eine (6) ähnliche Gestalt zerfäL|t. I)azu betrach-
ten wir ein reelles PolYnom

þ(x) : xn I an 1x"-1 + "' ! øtx | øo'

mit reellen Koeffizienten. Wir nehmen an' daß sämtliche Nullstellen

ir, Zr, . . ., 4, von þ(x) reell und einfach seien, T,iegen nun paarweise

disjunkte Einschließungsintervalle

f,(o'i\ = E¡, j : l, 2, ..., n,

x(o,rn xþ,it-Ø, | <i<1sn,

vor, d.ann läßt sich das folgende Verfahren d.urchführen:

5 
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Xþ+t' il - I
I
/n(X@'i)) - a x(h'i',

(e) i-t
mit ()(A,r') :fl (m(xtþ'it) - x(h+t'i\) fI 1*1xro,tt)- Xþ,ù)

i:l i:j+t

Allein unter d.en getroffenen voraussetzungen läßt sich beweisen:

x(Þ) : (x(þ,t\, x@,2),
(1), (//) und' (III).
. . ., d,(Xtn,*t)) d,ie Ko
I d,er Gleickung on -

Eine ausführliche Behandlung dieses Verfahrens finclet sich bei ar{EFDrrD

und. rrEnzBERcÞR [3]. Man ka"nn dieses Iterationsverfahren auch zuf
ießungen von Digenwerten bei Tridia-

e Iriteratur verwiesen,


