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the circle C (hence d, is parallel to this tangent line) and d.í be the lan-
gent to the unit circle througl, Í(t) (hence parallel to d.,). Denote with u
the intersection point of the lines d.i, and d.í. Since s is in the interior
of the triangle rut we have the inequality *zsl ) *rut and therefore

max * (r,s,t) 2 +.rst > Xrut : +f(r) uf(t) ) æ - e.

The last of these inequalities follows from the fact that f (r) and /(l) belong
to the arc qrf (þ)q, of length 2e. Wittr this we have proved the necessity
of condition (i).
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Received 21.XII.1978 I,e présent travail considère l'écoulement p1an, potentiel, sans circula-
tion d'un fluide parfait incompressible, écoulement ploduit par le déplace-
ment général d'un profil, en présence d'une paroi illimitée perméable.
I,e fluide est supposé en repos à f infini.

Pour l'étude de cet écoulement qui conduit à un problème aux limites
de type mixte (Dirichlet et Poincaré) pour un domaine doublement connexe
nous 11ous plaçons dans un cadre fonctionnel convenablement choisi. -
Cette méthode a été déjà utilisée, par J. r.. crÁ.varrDrNr, r\r. pocu et
G. TOTTRNEMTNE dans le cas particulier de l'écoulement aútour d'un obsta-
cle fixe, qui conduit à un problème aux limites pour un domaine simple-
ment connexe [1]. Nous a11ons suivre pour notre problème général la tech-
nique proposée par ces auteurs, sans être intéressés dans tous les détails
théoriques, moins importants pour la pratique.

I,'approximation effective de la solution par une méthode d'éléments
finis aussi que 1es problémes de convergence et d'estimation de l'erreur
qui s'y posent constituent l'objet d.u deuxième paragraphe d.u travaiT.

Enfin, une fois d.émontrée 1'existence et I'unicité de la solution, on
fera ,,a posteriori" quelques remarques sur des problèmes mathématiques,
auxquels nous serions conduits par l'abordée du problème initial avec des
méthodes de I'analyse classique.

Inslitutul de cerceläri
cal,cul, Filial,ø Cl,uj-N

þentru tehnicø de
øþocø



6B
hTUS PETRILÀ. 2

3
MOUVEMENT CÉNÉRAL D'UN PROFIL 69

1. Le modèle variationnel attaché au problème mécanique

supposant la paroi rectiligne illimitée perrnéable_. à distance suffi-
sante dï profil mobil C, pour pãuvoir linéariser sa condition de fonction-
nementl, ia détermination du potentiel complexe de l'écoulement fluide
consid.eré revient à 1a résolutiõn du suivant problème aux limites pour
la fonction uniforme de courant Y

oìr tr(x, t) c'est la fonction ny - YLx + i^l@ - x")'+ (y - Jc)'l I
sur l'extrados C, du profil C et
profil C ; y : I{'(x) et Y : Kr(x),
rados, appartiennenl ù Czlø, bl et,

yt(q, i :1, 2.
r C peut être rendue homogène par

relèvement : étant donné e ) 0, arbitrairement petit, et A > 0, arbitrai-
rement grand, on introduit une fonction u e C-(Q),.à.^support contenu
dans le d-emi-cercle {(*, y) i xz + yz 1 A2, y > e}, et vérifiant sur le profil
C la condition w(x, Y)lc : lr(x, t)a.

On pose alorà Y : u I w et \a fonction u vérifie 1e problème

AV:0 dans O

Yl": ny - nxx + i.l@ - x")' -f (y - y")\ t K(t)

(1) aY av
da 

- 
-l dõ-

0x oyt
: l(x)

lim ôY :lim ¿Y:o
zl+æ ôx

-L,u :/ dans O (f : Lu)
ulc :0

lzl+æ ô!

où. O c'est le domaine de l'écoulement du plan physique - l'exterieur du
profil C limité par la paroi Il, n(t), m(t),.(l), les composantesz, fonctions
ãe temps, au þoint i*", y"), de la r'ototranslation du profil C dans la
masse de fluíde- idéal èn rãi'os à l'infini, K(t) une fonction arbitraire de
temps, pendant qúe la foiction l(*) et les constantes réelles a', et a',
sont liéeì à la peiméabilité P de la paroi et à la pression þ" régnant à
l'extérieur de lpar l(*) : ar(2 - þ"), orP * az:O, P < 0; on suppose
que lim þ"(*):-þ*:2, cetie égálité étant en accord avec la condition

lrlro
sur la paroi f'ly:0/, où lxl -æ.Mais la condition de repos à f infini du fluide, dans l'hypothèse nor-

male de la convergence uniforme de

entraîne la constance des limite

lirrrY(x, y) :Ð:constante, const
l¡l¡o

Alors le problème (1) se ramène à

(3) âu ôu
d1 

--leô-'ô" 'ôy : t(x)
f

u(x, y) -0lzl+o

Pour placer maintenant le problème (3) dans un cadre variationnel
adéquat, nous suivons le chemin classique f2] :

On introduit donc V : {, e III(Q) i alc :0} oìt

¡1'(e)) :{"=z'(o) ; X,X=¿'(o)}u,

sur lequel l'inégalité de Poincaré-Friedrichs est vraie et que l'on peut donc
munir de la norme

llull : llgrad ull¿,ro) : \Wf .Ênd* d't'l'''
o

ÀY:0 dans C)

YIc : It(x, t) On définit aussi la forme bilinéaire antisymétrique et continue sur
V xV

r@,,):\wi- x#)0.ø
o

(2) AY la, AY : l(x)d,1
ôx 0y I

Y (x, y) -0
lzl+æ

I I.a théorie du fonctionnement des parios perméables conduit, en général, à une con-
dition aux limites non linéaire.

t Par rapport au système fixe d'axes Oxy, dont l'axe des ø coinciile avec la paroi I.
I A l'aide d'une translation V+Y + ò.

{ Ir'existence d'une telle fonction est évidemment assutée.
6 Les détivées étant concues âu sens généralisé.
0 En général llrlla'ol : (llrlli,,rr, * llgrad ull'¿"p7)112 qui concluit, l'inégalité de Poincaté-

F¡iedrichs étaqt vraie llillø < conòt llgrad ¿ll¿.tol, à l'équivalence cles normes ci-dessus,
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Si les fonctions w et u sont régulières, z étant nulle sur C', alors

I u) \l* ?' #) * * P Hldx dv - \(-' # +' 
u,aLl 

d'x dv :
OO

+æ

-- \rr*, o) # (*,0) d.x : <# , ,> ,

+ désignant ,r unnlu" tangentielle sur l, pendant qt ì'1*r, nr) c'est
Õa

le vecteur unitaire de 1a normale au contour C. Ir'application (u, u) -*
,/âu \*<^, u) se prolonge par densité à l'espace Ht(Q) x V8.

Posons maintenant a(u, a) : a,

Pour fixer les idées, nous supposons qüe a, ) 0 en remarquant que
seul 1e signe du rapport erlo"r: -P < 0 doit être respecté;le cas nr7.9,
qui correãpond à une perméabilité nulle, conduit à un problème qui a déjà
fait l'objet de nos recherches antérieures [3], [4], [5].

I,e problème (3) devient alors:

Trouver une fonction L!, e Z telle que

a(ø, u) : or(-f, a) + <l', u), \da e V
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THE6REME l. Etønt d.onné le Lz(l), il existe une fonction et uneseul,e,
sol,ution d,u þrobl,eme (4). Lø fonction Y : u ! w aérifie alors (5); elle est
unique et ind,éþend.ønte d,u rel,èaement u.

Démonstrøtion: La démonstration est identique à ce1le du théorème
équivalent de [1].

La forme bilinéaire ø(w, a) est continue et coercive sur Z XV car

lø(u, ul 4 urllull . llull et

(", > o)

ø(u, u) : o, llgrad ull?r.,1 : arllull'

De l'autre côté l'application a n o-z(f, a) + <1, u> est une fonctio-
nnelle linéaire et continue sur V, <1, a> étant un produit scalaire dès
que I e ¿'(f).

I,'existence et l'unicité de ø résulte alors immédiatement du théorème
de l,ax-Milgram.

Soit maintenant u.t, et w, deux relèvements de la trace de Y sur
C, u, et u, les solutions de ( ) correspondantes, Y : %¿+ a¿, i : l, 2i
alors

ø(Vr. - Yr, a) - <I,a> - <l,u> - 0, Ya e V

et comme Y, - Y, e V (étant satisfaite Vl - Y2lc : 0) on déduit, par
coercivité

ørllY, - Y.ll' : q'(Y, - Yr, Y, - Yt) :0, q.e.d'

2. L'approximation numérique de la solution
a. LE pnoBlÈun nen's LE DorlArNn nonruÉ O,

Pour construire une approximation numérique de la solution unique
du problème (4) ou (5), il faut d'abord remplacer le domaine non borné
Q par un domaine borné de travail.

Soit l'ouvert borné O, attaché au domaine initiale O, et défini par

O, : O l{@, !); x, I y, < A},

où le paramétre A > 0, destiné à tendre vers f oo, doit être choisi tel
que le contour C et son intérieur appartiennent à Or,

Au lieu du problème (2) nous aurorls naintenant le problème approché

(6)

AYr:0dansO¿,
Y¿lc : l't(x, t),

Y7la, :0,

o, TL + d.,+!l : tolx¡,o4 oy lr¿

u,

: I[(-' #)"'+ ' # ',]a',+ \o 
4 a":

I

(4)

(., .) désignant le produit scalaire de Z'z(O), (1, .) \a fonctionelle linéaire
èt côntinùe sur l, envisagée ci-dessus, et qui coïncid.e avec le produit
scalaire de Z2(l), dès clue l' = Lz(l).

Remarquant que (l, r): (L,a, u): -Qlar)ø(u, a)s on a aussi

(5)
V:ulu, 'LteV,
a(Y, u) : (l', u), Yu e V

? Pat exemple, u e 6J(Q), ¿ e Ø(O), supp(o) (1 C : Ø, oìr ø(C)) est l'équivalent, pour

les fonctions généralisées, de C-(O].
8 rnitialement l'application (u, u) -><# ,) ""t définie sur ø(o) x{'¡(o), supp (u) ¡

l\ C : Øj. Mais ø(õ) este clense sur Il1(O) pendant que {Ø(O), supp (u) n C : Ø} este

éviclemment dense sur' Z. En plus, po¡¡tt u fixée, cette application, défínit une fonctionnelle
linéaire et continue sur Z, qui est un élément de l'espace dual È1-1(O).

' \o" d'xd'v :\l*þ #)* +('#)l"dv - \1"- # . iT]tu dv:
of)o

lAuôa: -;rø(u, u)parcegue¿, lc: O.t Z, 
fi,doncJ(u,u),sontnullessurllsupp 

u(\1:Ø1.
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(7)

oìr l, est la restriction de I à f intervalle (-A, A) et 8r, c'est la cir-
conférence, de derni-plal positif, du demi-cercle xz + y, : lr, donc ò, :: {(x, y); x, I y, : Ar, y > 0}.

r'e but de ce paragraphe est dé montrer d'abordl'existence et l'unicité
de la solution Yr-_du problème (6) aussi bien que, sous certaines hypothè-
ses, la fonction v, converge (dans un sens à préciser) vers la ioiution
exacte V du problème (2).

- . En poursuivant le même chemin du paragraphe précédent, on intro-
duit de nouveau un relèvement u.t =,rø =e*(Qn¡,- à support contenu
dans 1e demi-disque {(x, y); x2 + y, < Ar, y > r t 0} et vérifiant sur
le contour C la condition ul": lt(x, t)to.

Comme wla¿:O et Y¿lo, :0, posant Y':u)lw nous sommes
conduits au problème suivant :

-Lun:f n dans An (f n: Lu)
u¿lcuu :0
o,4L+ n,3?l :h@)

o2t o! lt,t

lltrll ( C{ll grad ullupt* lllll"ttr}' C étant une constante indépen-

dante d.e 2411'
s-suite (toujours noTé'e ú'1) telle que

Port cornPact' Alors' en Prenant '4
*)o" "

ø(wn, a) : a.(ü¿, a) : -ø(u, u) + \na* 
: -,a(a' u) + 

,\tadxia

En passant à la limite lorsque A n J.æ' ol" ') étant une fonctionnelle

lirréaire et contintte stsr V et it'a - u à^"" tr''' oóut obtenons a(u*' u) :

: - a(w, 
") +\lud'x, l'égalité étant vraie par d'ensité Ya ê Vr,'

Maisl'unicitédelasolutionentrainer4':fi:retd'onc'toutelasuite
Irn .lnu"rge faiblement vers u* dans V '

D'autre Part:

o(Qn-Y, 9, -Y) : o(9o- Y,hn- tt): -e(Vt-Y' u)tn

et la coercivité-d'e ø(u, u) sur tr/ xV (VA- Y e Z) nous donne ll9' -
- Vll ( Cr(lø(Y, -V' u)l)rtz' 1a consta"1" C' ne dépendant pas 1?' 

At

^uí"''u)-'; 
à";; Z et aussi qo*Y dans ¡It(o) ce qui prouve llv,n -

- Yll -0, q.e.d.

b. r,e FoNDAMDNTATIoN D'uNE MÉTHODE D'ÉLÉMENTS FrNrs

L'DSTIMATION DE L'ERREUR.

Soit (re)r'o une suite.régulière d'e triangulations.,de O" donc pour

laouelle il existe "i éî't"f âî", Oo étãnt 1e þlus petit angle de tous les"

l;äGl;, on a la relati'on 0¿ à 0o VÞ > 0'

rr !¿ coercivité et la continuité de la fotme bilinéaire a(u' u) notts permettent d'écrire

respectivement
a\ua, ua) : orllutll' et la(u' ua) < Mllullllu¡ll

" Mais iløil : ilgrad,il¿,(o) "r l\**,1 . (J ,'on)'' (\"ru')'o < llrll¿'(r)llørll'

'fÀ rA lA

st aussi faible compact; on peut donc extraire
ite faiblement convergente'
à suppott compact est clense dans V'

ã'a e v'

En introduisant maintenant l'espace

Vn : {a eIll(O)ri ul8¡ U C : 0},

on {9nne, pour le problème (7), lun: formulation variationnelle analogue
à celle du paragraphe précédent. On a alors le

THEoREME 2. Sous les kyþoth,eses du théoréme I le þrobleme (7) ød.met
une solution unique u¿ e Vn. Lø fonction \Y¿: u¿ I u¿ est unique, ,ind,é-

þendønte d.u relèuement wo et elle uér'ifie Ie þrobl,eme_(6). En þl,us, si îr,n est

le þrolongem.ent,d,e u þør zéro døns Q, lø fonction V¡ : ún-l u conaelge
fortement aers lø fonction Y d.øns Ht(O).

Dérnonstrøtion : Il suffit de démontrer la deuxième partie du théorème

- la convergence, la première découlant automatiquement par raisonne-
ments analogues à ceux utilisés dans le théorème L De l'égalité

ø(un, un): -q.(ïe, u¿) *\t'ut ax, qui découle du fait que 1a fonction

V¿: u 1- u¿ satisfasse uo nlåoru-e a(Yn, u¿):11, u¿: , VuA eVa
(en particulier pour u¿. : az) on déduit que

10 I,'existence d'une telle fonction est évidemment assurée, quelque soit les deux nombres
réels et positifs e, A 7 0, e étalt arbitrairement petit et A arbiftaiteme4t granal,
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Trouver une fonction u¡ e Vop tel que V, : up I un soit une

solution de ao(rYe, a) : (1, uo), \{ao = Vf;.

g MOUVEMENT GÉ'NÉRAL D'uN PRoFll 75

pond à la circonférence I, ; soil Z:1+ ! li^^^ge du point à f infini

d.u plan PhYsique (z)' ak , ô,

En désigna"t àto's f(z(Z)): O * iY' a: #' 6: !! le problème

(2) se ramène à

AY:0 dans D

Vl¿" : ft(X, Y, t)

p,H* þ,u#1"": Ío(x, Y)
(3',)

lim Y
I2+rl'-f,

0

I

Mais la résolution de ce problème est donnée par le suivant théorème
du a uu. cravarrDrNr, pocu, TouRNÐMrNÞ [1], qui s'applique sans aucune
restriction :

rnÉonpun 3. (1) Le þrobleme øþþroché (P) ødmet une solution Yuet
une seule; cette solution conaerge aers Y n lorsque l¿ ;0;

(iÐ Si en autre Y¿ = H'(Ao) on ø l"estlmation d.'errewr

I lY, - Yollr+ro¿ r'or S CzhllY Alln,1an¡,

ou la constønte C, est ind'éþendante d'u þararnètre k.

3. Une fois démontrées l'existence et l',unicité de la solution du pro-
b1ème (1) ou (2) nous es remarçl11es

sur d'aitres quéstions conduit.par
l'utilisation dei métho 1ème initiale-
ment proposé.

Plus précisément on peut faire des appréciations suf la fonction de

représenta^tion conforme du domaine O sui une coufonne circulaire, sur
dei problèmes de Riemann-Hilbert et Poincaré attachés au même modèle
mécânique, aussi bien çlue suï la resolubilité du système. corr-es-pondalt
d'équations intégrales siäguüères et automatiquement sur le ,,défaut" de

ces équations,

- l-l¡ 6,

où/r(X, Y, t) : l't(h(X, Y)' t)' Ío(X' Y) : to(h(X'y)) V ffi'
pendant

que les fonctions 9, et 0, sont données par

a 
-- 

-aa'-ban ^L a 
-fu:fffi cL tz-

e de la solution du Pro-
le Pour l'écuation ho-mo-

Ptäblèttt", on Peut donc

la coutonne llqz élant unlquement déter-

"i ïit"trtìt"' 
ä"ns 1" 

"ootåoo" 
ci¡culaire'16

miné, et
10
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affirmer que la fonction de représentation conforme z : z(Z) (sa dérivée)
satisfasse nécessairement à la condition Arctang (aaz- batl :2rc.

. D'autre- part_ re problème Riemann-Hil¡"rt uliätil¿u?,1'rrrc-e modèlemécauique donclz
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(3")

L,u :0 dans O

-a + uk'r(x) : tr!."(x,t) sw C"

-a + uh'r(x) : li¿,(x, t) sw C,

-etv I tt2,u,: lo(ø) sur I
u+0;*õ pour lel + oe

admet une solution si, consid.erant la 1nême représentation conformez : z(Z) sur l'intérieur de la même couronne circulai
pondant aux limites, a f index n 2 I [B]. Mais cet in
etno: -lfet"tang +l :r (vàirci-dessus),o
bilité du 'frhtu,r'" nå,riåïn-uii¡"r, revient à

: hík(x, Y)).

lin?fåJi"lfft3tr ;'#lüfes 
sur cet

Føcull.aleø de Matemali,cd
ø Uniuersôtdlii Bøbeç-Bolyai
Str. Kogdlniceønu Nr. 'l

Ctrwj-Nøþocø
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