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Le présent travail considere 1’écoulement plan, potentiel, sans circula-
tion d’'un fluide parfait incompressible, écoulement produit par le déplace-
ment général d’un profil, en présence d'une paroi illimitée perméable.
Le fluide est supposé en repos a l'infini.

Pour I"étude de cet écoulement qui conduit & un probléme aux limites
de type mixte (Dirichlet et Poincaré) pour un domaine doublement connexe
nous nous plagons dans un cadre fonctionnel convenablement choisi.
Cette méthode a été déja utilisée, par J. F. CIAVALDINI, M. POGU et
G. TOURNEMINE dans le cas particulier de I’écoulement autour d’un obsta-
cle fixe, qui conduit & un probléme aux limites: pour un domaine simple-
ment connexe [1]. Nous allons suivre pour notre probléme général la tech-
nique proposée par ces auteurs, sans étre intéressés dans tous les détails
théoriques, moins importants pour la pratique.

I approximation effective de la solution par une méthode d’éléments
finis aussi que les problémes de convergence et d’estimation de I'erreur
qui s’y posent constituent I’objet du deuxieéme paragraphe du travail.

Enfin, une fois démontrée l’existence et 'umicité de la solution, on
fera ,,a posteriori’” quelques remarques sur des problémes mathématiques,
auxquels nous serions conduits par I’abordée du probléme initial avec des
méthodes de l'analyse classique.
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1. Le modéle variationnel attaché au probléme méecanique

Supposant la paroi rectiligne illimitée perméable a distance suffi-
sante du profil mobil C, pour pouvoir linéariser sa condition de fonction-
nementl, la détermination du potentiel complexe de I’écoulement fluide
consideré revient a la résolution du suivant probléme aux limites pour
la fonction uniforme de courant ¥

AY = 0 dans Q
Wlo = ny — mx + S of(x — %) + (¥ = yo)*] + K

1 v o
) L
ox dy |
im o = 1 v =0
|z]— o0 ady |dd=c0 0%

ott Q c’est le domaine de I’écoulement du plan physique — l'exterieur du
profil C limité par la paroi T, n(f), m(t), o(f), les composantes?, fonctions
de temps, au point (x., yc), de la rototranslation du profil C dans la
masse de fluide idéal en repos a linfini, K(!) une fonction arbitraire de
temps, pendant que la fonction I(x) et les constantes réelles a; et o,
sont lides 2 la perméabilité P de la paroi et & la pression p, régnant a
Vextérieur de T par I(x) = ay(2 — p,), 4P + oy =0, P < 0; on suppose
que lim p,(x) = po = 2, cette égalité étant en accord avec la condition
2] 20
sur 1;. paroi I'fly = 0/, ot |x| — co.
Mais la condition de repos & l'infini du fluide, dans I’hypothese nor-

male de la convergence uniforme des limites lim % _ et tim & = 0,
. = . x| O K lyl+0 O
entraine la constance des limites lim W(x, y) et lim ¥(x, y), donc

. |2l—+c0 . ||+ 00
lim ¥(x, y) = 8§ = constante, constante § qu’on fixe en zéro.

Alors le probleme (1) se ramene a

A¥ = 0 dans Q

Yo = lL(x, t)

2 Yoo 2 o 2| =
ox dy |t

¥ (%, y) —0

[zl 00

1 La théorie du fonctionnement des parios perméables conduit, en général, & une con-
dition aux limites non linéaire,

* Par rapport au systéme fixe d’axes Oxy, dont l'axe des » coincide avec la paroi T,

8 A l'aide d’une translation ¥ —» ¥ + 3.
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olt li(x, f) c’est la fonction ny — mx + %m[(x — %)+ (¥ — ¥¢)?] -+

+ K(t) — & dans laquelle y = K,(x) sur Vextrados C, du profil C et
y = K,(x) sur lintrados C; du méme profil C; y = K,(x) et y = Ky(x),
fes équations de l'extrados et de l'intrados, appartiennent a C2[a, b] et,
en plus, K{(a) = K§(a), KP(®) = K(0), ¢ =1, 2.

Mais la condition de Dirichlet sur C peut étre rendue homogene par
relévement : étant donné e > 0, arbitrairement petit, et 4 > 0, arbitrai-
rement grand, on introduit une fonction w e C*(Q), a support contenu
dans le demi-cercle {(x, y); &2 + y® << A%, y > e}, et vérifiant sur le profil
C la condition w(x, V)l = L(x, H)*

On pose alors ¥ = # + w et la fonction # vérifie le probléeme

—Au = f dans Q (f = Aw)
e =0
(3) i L)
] ox it oy |r 4
w(x, y) =0
l2] =0

Pour placer maintenant le probleme (3) dans un cadre variationnel
adéquat, nous suivons le chemin classique [2]:
On introduit donec V = {v « HYQ); v| = 0} ot

HYQ) = {u o Iy ;2 2% o Lz(Q)}s,

ox ay
sur lequel I'inégalité de Poincaré-Friedrichs est vraie et que l'on peut donc
munir de la norme

v T1/2 6

T+
ay ’

o1l = llgrad olluna) = [ {

o

ﬂ
ox

2) dx dy

On définit aussi la forme bilinéaire antisymétrique et continue sur

VxV

ou ov ou ov
Jo) =((22 22 dx d
](u 'I)) QS(ax ady ay 3x] (70

4 I/existence d’'une telle fonction est évidemment assutée.

§.T,es dérivées étant concues au sens généralisé.

¢ En général ”"”H'Q) = (”v“i,(m + {lgrad v]]in(m)llz qui conduit, I'inégalité de Poincaré-
Friedrichs étant vraie ||u||V < const ||grad v||1sq), & P'équivalence des normes ci-dessus,
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Si les fonctions w# et v sont régulieres, v étant nulle sur C?, alors

dxdy—g(—v i + v e dxdy =
Q

0x0y dx0dy
Q
:Sl —v—a—anl—l—U—'ngldsl'}‘SvﬂdsZ:
oy |

+ o 5 P

u U
— _ d = — 1 »
(ot 0) 2% (0 dx = (7, 0

—aa— désignant la dérivée tangentielle sur I', pendant que ;Z(nl, #y) c'est
T

le vecteur unitaire de la normale au contour C. IL’application (w, v) —
..>< -aaﬁ , v> se prolonge par densité a l'espace HYQ) x V&,
T

Posons maintenant a(u, v) = «, S [21—4- 2 + i iy—) dxdy + «,J(u,).
dx Ox ay oy
Pour fixer les idées, nous supposons que «, > 0 en remarquant que
seul le signe du rapport a,/a; = —P << 0 doit étre respecté; le cas a, =0,
qui correspond & une perméabilité nulle, conduit & un probleme qui a déja
fait 'objet de nos recherches antérieures [3], [4], [5].
Le probléeme (3) devient alors:

4)

Trouver une fonction # = V telle que
{a(u, v) = ao(f, v) + <, vy, Vo eV

(+, +) désignant le produit scalaire de L%(Q2), <!, «> la fonctionelle linéaire
et continue sur V, envisagée ci-dessus, et qui coincide avec le produit
scalaire de L2(T"), des que I e L¥(T).

Remarquant que (f, v) = (Aw, v) = —(1/a,)a(w, v)° on a aussi

l‘P‘:u—|—w, eV,

(5)
a(W, v) =<, v), VYo e V.

7 Par exemple, € D(Q), v € D(Q), supp(v) N C = B, on H(Q) est l'équivalent, pour
les fonctions généralisées, de C®(Q).

du _ _
8 Initialement l'application (%, v) = <7 s v> est définie sur D(Q) X {H(Q), supp (v) N
T

N C =@} Mais D(Q) este dense sur HY(Q) pendant que {(9(Q), supp (v) N C = B} este
évidemment dense sur V. En plus, pour « fixée, cette application définit une fonctionnelle
linéaire et continue sur ¥, qui est un €lément de I'espace dual H Q).

37 (e S ;) (v Jw Y 0 ( aw):'dxd S o ow 1 Ov dw iz dy
5 R i ded e [ gps v, i Toyly it -
S T [&v 3xJ y oy fa 0% Ox dy oy
Q Q Q

1 0
= — — a{w, v) parce que v|c= 0 et ? ) ?— , donc J(w, ), sont nulles sur I' [supp w N I'=2/.
%3 4 54
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THEOREME 1. Etant donné l = LA(T'), il existe une fonction et ume seule,
solution du probleme (4). La fonction V' = u + w vérifie alors (5); elle est
umique et indépendante du relévement w.

Démonstration : La démonstration est identique 4 celle du théoréme
équivalent de [1].

La forme bilinéaire a(#, v) est continue et coercive sur V'x V car

la(u, v] < allu]] - |[v]| et
(atg > 0)

2
a(u, u) = a, ||grad #||rq) = allu|l?

De l'autre c6té V'application v — ay(f, v) + <<I, v> est une fonctio-
nnelle linéaire et continue sur V, </, v> étant un produit scalaire des
que ! e L*(I).

I’existence et 'unicité de # résulte alors immédiatement duthéoréme
de T,ax-Milgram.

Soit maintenant w,; et w, deux reléevements de la trace de W sur
C, u, et u, les solutions de (4) correspondantes, ¥ = u, + w,, + = 1, 2;
alors

aWy, — Wy, v) = <lv> — <lov>=0, Vv eV
et comme ¥, — ¥, « V (étant satisfaite ¥, — ¥,|; = 0) on déduit, par
coercivité

%l ¥y — W4f|* = a(¥, — ¥y, ¥, — ) =0, qed.

2. L’approximation numérique de la solution
a. LE PROBLEME DANS LE DOMAINE BORNE (),

Pour construire une approximation numérique de la solution unique
du probléme (4) ou (5), il faut d’abord remplacer le domaine non borné
Q par un domaine borné de travail.

Soit V'ouvert borné Q, attaché au domaine initiale Q, et défini par

Q, =Q N{(x, y); 2+ 2 < 4%,

ot le paramétre A > 0, destiné & tendre vers oo, doit étre choisi tel
que le contour C et son intérieur appartiennent a Q.
Au lieu du probléme (2) nous aurons naintenant le probléme approché

AY,; =0 dans Q,,
Yyle = Uix, 1),

(6) 1 lP.AlﬁA - O:
o 214 + o, 24 = lo(%),
0% dy ry
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olt I'y est la restriction de I' a lintervalle (—A4, A4) et §,, c’est la cir-
conférence, de demi-plan positif, du demi-cercle 22 4 32 = A%, donc 8, =
={(% »); 2+ 5= 4% y > 0

Le but de ce paragraphe est dé montrer d’abord ’existence et 'unicité
de la solution ¥, du probleme (6) aussi bien que, sous certaines hypothe-
ses, la fonction ¥, converge (dans un sens a préciser) vers la solution
exacte ¥ du probleme (2).

En poursuivant le méme chemin du paragraphe précédent, on intro-
duit de nouveau un relevement w, = w = C*(Q,), A support contenu
dans le demi-disque {(x, y); #* + 3% << 42, y > e > 0} et vérifiant sur
le contour C la condition w|; = 4(x, t)1°.

Comme w|s, =0 et W5, =0, posant ¥, = u, }- w nous sommes
conduits au probléme suivant :

_AMA :fA danS QA (fA = Aw)

(7) tylcysy =0
aMA 3MA
%1 + o = lo(%)

En introduisant maintenant 1’espace
Vio=1{ « H(Q),; v|5, U C =0},

on donne, pour le probléme (7), une formulation variationnelle analogue
a celle du paragraphe précédent. On a alors le

THEOREME 2. Sous les hypotheses du théoréme 1 le probleme (7) admet
une solution unique uy, = V,. La fonction ¥y = u, + w, est unique, indé-
pendante du velévement w, et elle vérifie le probleme (6). En plus, st %y est
le prolongement de w par zévo dans Q, la fonction ¥y = %, + w converge
Jfortement vers la fonction V' dans HY(Q).

Démonstration : Il suffit de démontrer la deuxieme partie du théoréme
— la convergence, la premiére découlant automatiquement par raisonne-
ments analogues & ceux utilisés dans le théoreme I. De 'égalité

altny, uy) = —alw, u,) + SluA dx, qui découle du fait que la fonction
T

A
WV, =w + u, satisfasse au probleme a(¥,, v,) = </, v,>, Vv, e V,
(en particulier pour #, = v,) on déduit que

10 T'existence d'une telle fonction est évidemment assurée, quelque soit les deux nombres
réels et positifs ¢, 4 > 0, ¢ étant arbitrairement petit et 4 arbitrairement grand,
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4l € C{l| grad wl{e) + l|lz2my), C étant une constante indépen-

dante de A _ ' =
On peut donc extraire une sous-suite (toujours notée ) telle que

i, — u* dans V faible'. : :
- S::it vne V une fonction A support compact. Alors, en prenant A
assez grand [(pour avoir S lvdx = Slﬂdx) on a
I'y T
’ Iy
aluy, v) = aluy, v) = —a(w, v) + Slvdx = —a(w, v) + Slvdx
i v
En passant a la limite lorsque A — 40, af., ) étgrét une foz(c;on?)eli:
findaire et continue sur V et i, — # dans V, nous ©o tenons .

= — a(w, ) -+ Slvdx, 'égalité étant vraie par densité Vv e V.
l“ M A ok
Mais I'unicité de la solution entraine # = u* et dong,
#, converge faiblement vers u* dans V.
D’autre part:

toute la suite

a(P, —W, P, —¥)=a¥,— V¥, g —u) = —a(¥, —F, w)
ot la coercivité de a(u, v) sur VxV (¥, —¥F V)’ nous donne II‘FA;
— Y| £ C1(|a(‘i",1 — ¥, u)|)¥2, la constante C, ne depen(.iant pas de A,
mais #, — u dans V et aussi ¥, —W¥ dans HY(Q) ce qui prouve ¥a —
— ¥ =0, q.e.d.

b. LA FONDAMENTATION D'UNE METHODE D’ELEMENTS FINIS
L'ESTIMATION DE L’ERREUR.
i i toulie i lations de Q,, donc pour
Soit (r une suite réguliere de triangu . i
laquelle il( 'é);'ifs%e un 0, tel que, 6, étant le plus petit angle de tous les
triangles, on a la relation 0, = 0, VB> 0.

1L T,a coercivité et la continuité de la forme bilinéaire a(w, v) nous permettent d’écrire

respectivement
alua, 14) = aslluall® et la(w, wa) < Mifel] llall
12 EIRT i
. Mais ||w|| = |lgrad »|lzsq) et SluAdx < ( Sl%lx) ( SuAdx’ < (1l zaqryllegll-
T4 T4 Ty

18 V étant un espace de Banach reflexif il est aus_silfaible‘c compact ; fen peut donc extraire
i te quel ensemble borné, une sous-suite faiblement convergente.
it lglp;re esc?us-ensemble des fonctions de V A support compact est dense daus V.
14 a(‘nij’ 3 1';,1) = a('¥, w,4) parce que 1K
a(T g, ) = (L vp, yv < V et done, ug €V,
a(F g, 54) = b ua) = al¥, #4).
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O . - A 1]
n pose Q, ngK. le plus grand co6té de tous les triangles K

étant majoré par k.
Soit maintenant 'espace de dimension finie

V= {1 Co(Q,) ; v,/ K est afine, VK = 7.}
et correspondant

Vi = {v, € Vi; tjr, =0} ot T’y = 5 J o

donc T, est la réunion de tous les conto i i
d C : urs poligonaux,
a3y It;:t C‘,:1 dans la la triangularisation respe}:tivg. ik eimempannent
in désignant alors par w, = Iw(w V), li inéai
- 5 = § int
w = w, aux sommets de K et en po::,kant,'i k) el o

du v du v . )

ayw, ) = a ((2 2+ 20 20| dudy + o (2o o2

o ox dx ay ayJ iﬂ 0% dy a on dxdy
Yu, v e HY{Q,)

le probléme approché revient 2

T i 5
®) rouver une fonction w, = Vi tel que ¥, = u, + w, soit une
solution de a,(V,, v) =<, v, Vv, = 144

Mais la résolution de ce probleéme est donnée par le suivant théoréme

THEOREME 3. (i) Le probleme approché (P) ad )
_ met 5
une seule ; cette solution converge vers ¥ 4 lorsgfte)k - Og i iplesan, T

(ii) S¢ en autre ¥, = HXQ,) on a Vestimation d’erveur
“\FA o IIJ'k”Hl(QA vey,) § C2k|]IFA||H'(QA);
ou la constante C, est indépendante du parvametre k.

blém:);. Iljne fois démontrées Pexistence et I'unicité de la solution du pro-
ble d’a( ‘2 ou (2) nous pouvons fgure immédiatement quelques remarques
l’utilisa‘zli resdquest}ons mathen;ahques auxquelles on serait conduit par
on des méthodes classiques dans 'abordée du probleme initiale-

ment propose.
reprélgleiia%rjssgnrl&nt on g)eu(ti faire des appréciations sur la fonction de

onforme du domaine £ sur une couro i i

1 > : _ nne circulaire, sur
gleéscé)lﬁ)blemes d(f_ R_1emann-H1lbert et Poincaré attachés au méme méd‘ele
que, aussi bien que sur la resolubilité du systéme correspondant

€ ‘s
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Soit, par exemple, la teprésentation conforme z = 2(Z) =hX, YY)+
+ 4g(X, Y) du domaine de 1'écoulement du plan physique (z) sur I'inté-
deur D d’une couronne circulaire [Lo, L] du plan (Z), couronne centrée
au point (1, 0) de rayons respectivement 1/g > 1 et ¢ < 1 (et donc qui
contient Uorigine de (Z))*®. Nous admettons que, par cette représentation,
la paroi I' correspond a la circonférence L,, pendant que le profil C corres-

pond a la circonférence L, ; soit Z =1+ 1 I'immage du point a Vinfini
q

du plan physique (2).

En désignant alors f(z(2)) = @ + ¥, a= S)ﬁ{ , b= —j%{ le probleme
(2) se raméne a
AY = 0 dans D
Y, =f(X, Y, 1)
3 i o X, Y
) B2 4 2|, =Sl V)
lim ¥ =0
Zol4 =
q
ot (X, ¥, 1) = W(W(X, Y), 0, fo(X,Y) = L(MX, Y)) \/ 217 pendant
o o7
que les fonctions {; et B, sont données par: ]
B . —ao; — boy p e —bey + aog ;
TR VT N

satisfaisant la condition Bi + B2 = 1.

Le probleme (3') pourrait étre étudié, en utilisant pour la fonction
cherchée W une représentation intégrale, & densité inconnue, de type
vERUA [6], qui conduirait, une fois vérifides les conditions aux limites, &
un systeme d’équations intégrales de type Fredholm. Suivant cette méthode
avec SCHERMANN [7] (ses hypotheses suplimentaires demandées sur les
coefficients B, et sur le domaine D tant staisfaites) on peut affirmer que
fa résolubilité du probleme (3°)%, dans I'hypothése que le probléme homo-

gene admet seulement la solution banale, a lieu, si et seulement si,
arg (B; — Ba)z, = —2m. )

Commie nous avous déja démontré Iexistence de la solution du pro-
bleme, pendant que ['unicité de la solution triviale pour 1’écuation homo-
géne est en plein accord avec le sens physique du probléme, on peut donc

S

15 Tne telle représentation existe le module de la couronne 1/g* étant uniquement déter-
miné, et elle est réalisable pat une fonction régulidre et univalente dans la couronne circulaire.
19 Mais pas son unicité,

L
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affirmer que la fonction de représentation conforme z — %(Z) (sa dérivée)
ao, — bay
——2| = 2.
) y auy + bay 'L,

D’autre part le probleme Riemann-Hilbert attaché au méme modele
mécanique donc??

satisfasse nécessairement a la condition Arctang (

(Au =0 dans Q

—v + wki(x) = li,(x, 1) sur C,
(3") 1 —v 4 wki(x) = U ,(x, 1) sur C,
— o0 + @t = Iy(x) sur T

#—0

V0 pour |2| — oo

admet une solution si, considerant la méme représentation conforme
2 = z(Z) sur l'intérieur de la méme couronne circulaire, le probléme corres-
pondant aux limites, a I'index # = 1[8]. Mais cet index étant # — o + %y

et ny = — 2i [Arctang %l =1 (voir ci-dessus), on déduit que la résolu-
i 'L,
bilité du probleme Riemann-Hilbert revient a4 la non négativité de
1 a + bK:
M = — — |Arctang — | ol K! = &,(h(X, Y)).
= = g [Aveteng 2T o s i, v)

Enfin ce probléme Riemann-Hilbert, consideré comme un cas particu-
lier d’'un probléme généralise de Vekua (appelé aussi probléme Riemann-
Hilbert-Poincaré) conduit a une équation intégrale singuliére, dont la réso-
lubilité dépend, 4 son tour, de ,,défaut” du noyau respectif [9]. Comme
nous avons déja prouvé l'existence et méme ['unicité de la solution du
probléme proposé, on obtient donc des appréciations similaires sur cet
équation intégrale singuliére et sur le ,,défaut” de son noyau.
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