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UNE EXTENSION DE LA »>ECTION D’OR“
AUX CONFIGURATIONS SPATIALES
par
LIA ARAMA et OLEG ARAMA
(Bucuresti, Cluj-Napoca)

1. Comme on le sait de la géométrie élémentaire, diviser un segment

de droite AB en rapport »d'or”, signifie diviser le segment respectif en
A *. " » Y ¥ . . g 3 P . ’

pmoyenne et extréme raison”, ¢ est-a-dire, déterminer un point C, situé

entre 4 et B, tel que %g = ;—% (fig. 1). Ce rapport, désigné habituelle-
ment par la lettre greque ¢, pour évoquer la personnalité de I'illustre sculp-

teur grec Phidias, qui I'a utilisé souvent, pour la réalisation de ses mer-
veilleuses oevres d’art, a comme valeur numérique, la racine positive de

I'équation ¢® — ¢ — 1 =0, Clest-a-dire, la valeur o= (1 + \3) =
= 1,61803398. .. De méme que le nom- 8
bre 7, qui représente le rapport de la lon-

3 A C B
gueur d'un cercle et son diameétre, la §__ i £
section ,,d’or” intervient comme I’ex-
pression mathématique des nombreuses Fig. 1

lois de la nature, en lui attribuant de -

profondes significations dans le domaine des mathématiques, de l'astro-
nomie, de la biologie, de la cybernétique, des arts plastiques, mémedans le -
domaine de la poétique (A cet égard, voir les travaux [1] — [12]). Entre
les nombreux exemples qui peuvent étre mentionds dams cet ordre d’'idées,
nous nous bornerons a 'exemple suivant, du domaine de la géométrie
dlémentaire :

Définition 1. Un rectangle ABCD (fig. 2) est appelé , d'or”, si
le rectangle |, complémentaire” BCEF, obtenu par la Suppression du carvé
maximal inscrit, AFED, est semblable au rectangle inmitial, cest-a-dive si
AB __ BC
BC CE

On démontre aisément les affirmations suivantes (voir le travail [2]):

Propriété 1. La condition nécessairve e suffisante pouwr que le
rectangle ABCD soit ,d'or”, est que le rapport ABIBC (AB > BC) soit
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A D égal au vapport ,,d'or”, o, c'est-a-dive, & la racine
positive de I'équation ¢* — ¢ — 1 = 0.

Propriété 2. St un rectangle ABCD
set ,,d’or’, alors le vectangle complémentaire
BCEF (fig. 2) est de méme ,d’or”. La vécipro-
que de cette affivmalion est également vraie.

Propriété 3. Comsidévons la progres-

il . ston géométrique & ration o
7 7 E i
k "':/.///,47/‘ 9 n—1 n
i If’f 1' P, Q% -, @ y P,

/, o représentant le rapporl ,,d’or”. Chaque terme de
"é'i}c ceite progression est égale & la somme des deux
tevmes pricédents voisins, c’est-d-dire : @" = "2 -
Tig, 2 4+ o™l (n=2,83, ...).%
Propriété 4. (Réciproque de la pro-
priété 3) Soit {u,} wune suite définie par la velation de vécurrence :

Uy = My g ity (B=2,3,...),

wo ¢ uy Gtant des mombres arbitraives, domnés. (Une telle stite s'appelle
,,additive”). Comsidérons la suite formdic par les quoticns des dewx termes
consécutifs de la swite initiale, ¢’est-a-dive la suite :
Uy 1t Uy i1
v = 2w, =2 ., v, = 2, L

H
%y Uy Uy

St les termes initiaux, u, el u, de la suite {u,} sont des nombres positifs,
alors la swite corvespondante des quotiens, ¢'est-d-dire la suite {v,} est conver-
gente, ayant comme limile, le rapport , d'or”, ¢. |

(Pour la démonstration de cette propriété, voir le travail [2]).

A loccasion de la communication scientifique présentée par 'un des
auteurs de ce travail, au symposium ,,Les mathématiques et I'art”, organisé
par I'Institute de calcul de Cluj-Napoca, dans la ville Arad, le 13. V. 1974,
l'académicienf 11BERIU POPOVICIU — en présence d'un auditoire cons-
titué¢ de personnalités de culture et d’art, de méme que de mathématiciens,
parmi lesquels nous avons rencontré comme hote, I'illustre mathématicien
américain (d’origine roumaine) I. J. Schoenberg — a posé le probléme
suivant .

Donner un équivalent spatial du rectangle ,,d’or”, c’est-a-dire, préciser
ce qu'on doit comprendre par le terme brique ,,d’or”.

Dans ce travail, nous présentons une résolution du ce probleme. La
définition que nous adoptons pour le terme brique ,,d’or” est liée étroite-
ment 4 une certaine suite additive, qui constitue, une extension de la bien
connue suite de Fibonacci.

*) Cette relation exprime le cardctire additif des termes de la progression considérée,
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2 _Conside”ro‘ns dans Uespace 3-dimensionnel, un parallélépipéde droit,
arbitraire et §1e§1gnon5 par a, b, ¢, (@ > b > ¢) les longueurs de ses arétes
(f1g. ‘3)\. Considérons un cub maximal ABCDEFGH inscrit dans le paral-
leleplpede.,Les plans déterminés par les faces latérales CDEF et EFGH
dl’l ’cul?e découpent du parallélépipede initial, le parallélépipede EFC'D'E’
F'G'H’, que nous l'appelerons parallélépipede ,,complémentaire” au cube
inscrit, AbBCDEFGH. Les longueurs des arétes de cet parallélépipade sont :
¢, a—c, b—c. :

Définition 2. Un parallélépipede droit (a, b, ¢), avec a > b > ¢
sera appelé ,,d’or”, st c > 2 et sile paraliélépipede complémentaive (c, a — ¢
a ’

b—c) est semblable au parallélépipede initial, (a, b, c).

. THEORTME L. Pour qu'un parallélépipéde droit (a, b, c), avec a > b> ¢
sowt ,,d’or”, 1l est nécessairve et suffisant q'on ait les égalités :

h a
) ) g

=

o

<’ians lesquelles A et p représentent respectivement les racines réelles des
équations :

(2) Mo —=A—1=0, p}—2p24 2u—2=0.

Démonstration. Dans Uhypothése que le parallélépipede (a, b, ¢) est

W] . 7 \ ISR . .
»d’or”, auront lieu, conformément a la définition adoptée, l'inégalité
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c> -g, ainsi que les égalités 2 = B bL, qui expriment le fait que le
c a—¢c¢ —C

parallélépipede initial (@, b, ¢) est semblable au parallélépipéde com-

plémentaire (¢, a—c, b—c). En remplagant dans les relations précédanes,

@ et b par leurs expressions de (1), on obtient, aprés simplification par e,

les égalités:

e
3) A S T =

desquelles résulte les égalités (2).

;. . a .
Réciproquement, si les valeurs A, p des rapports — , respectivement
4

13 or) q P e
— vérifient les égalités (2), alors, comme on constate aisément, auront
[

lieu I'inégalité ¢ > = et les égalités £ = LILIEES
2 ¢ a—c b—c¢

fait que le parallélépipéde initial (a, b, ¢) est semblable au parallélépipede
complémentaire (¢, a—c¢, b—c). Les conditions qui interviennent dans la
définition 2, étant vérifides, le parallélépipéde (a, b, ¢) sera ,,d’or”.

Nous démontrerons 4 présent qu’a lieu la propriété suivante, analogue
a la propriétéi2 (§ 1):

THEOREME 2. Le parallélépipéde (ay, by, c,), complémentaive & umn
parallélépipede ,d’or” (a, b, ¢) est de méme ,,d’or”. 1

Démonstration. Des inégalités a > b > c et ¢ > g‘ , il résulte ¢ >

, qui expriment le

> @ —¢>b— c. Les termes qui interviennent dans ces inégalités repré-
sentent les longueurs a,, b;, ¢; des arétes du parallélépipéde complémen-
taire. Pour que la condition a; > b; > ¢; soit vérifiée, on doit supposer
gy =¢, by=a—c, ¢c,=b—c

1°. Démontrons d’abord que pour le parallélépipéde complémentaire
(@, by, ¢;) est vérifiée la premiére condition qui intervient dans la définition
2, c’est-a-dire l'inégalité c¢; > a,/2.

Compte tenu des égalités ¢; = b — ¢, a; = ¢, cette condition devient

2b > 3¢, c’est-a-dire, L\ > % Comme le parallélépipede (a, b, ¢) est
c

. [ b g . g .1
nd'or”, il résulte que — = p, p étant la racine positive de la deuxiéme
[
équation de (2). On montre aisément que cette racine est supérieure A

; b 3
et en conséquence, — > —.
. c 2
2°. Démontrons maintenant que pour le parallélépipéde complémen-
taire (ay, by, ¢,) est vérifiée également la deuxiéme condition qui intervient.

rpe e B . o, . a
dans la définition 2, c’est-a-dire, la condition = = —1  =—
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Compte tenu des égalités a, = ¢, by=a—¢, ¢, =b — ¢, cette condi-
a—c¢ b—c¢

tion devient: —— = =

b—¢ 2c—b a—b
@ et b, par leurs expréssions en fonction de c, c’est-a-dire, @ = )¢, respecti-
vement b = yc, on obtient, aprés simplification par ¢, 1a suite de rapports.
égaux :

. En remplagant dans ces égalités,

I _ 2=1_ pu—1
p—1 2—p A—p

Ce systeme d’équations est équivalent au systéme (3), ce qu’ on constate
aisément, en appliquant deux fois la propriété suivante des rapports égaux :

2=X 22T m effet, de — = 271 i1 resulte 1 —

p 8 BB+ p—1 22—y w—=1
1+(x—1) 1 w1 . i 1

=————"__ ' =, et de - = il résulte =
b+ +2—-w p—1  A—np w—1

I+ w—1) u

=D+ (- rA—1

3. De I'étude de la variation des fonctions

JOJ=2 =2 —2—1 et glu) =p®— 224 2u—2
qui interviennent dans les membres gauches des équations (2), on constate
que chacune de ces équations a une seule racine réelle, située dans linter-.
3 .
valle = < A < 2, respectivement, % < p <2, Les valeurs (approxima-

tives) de ces racines s’obtiennent par I’application successive de la méthode
de Newton (méthode de la tangente): i

2= 1839286755215 ..., = 1,543689012695 ... E

En conclusion, les longueurs des arétes d’un parallélépipéde ,,d’or”,
exprimees par rapport a l'aréte minimale (considérée comme unité de
mesure) sont :

a=1839....;6=1544 ...; c= 1.

Pour achever ce §, nous déterminerons la valeur du rapport 6 = 2

b4

dans le cas d’un parallélépipéde ,,d’or” (a, b, ¢), a> b> c¢. Des formules.

(1) il résulte que 6 = ﬁ et de Iéquation A = " = : du systeme (3) il
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/ ‘ 041 : N
résulte que 6 = , donc A = —;—. LEn remplacant dans la premiére

A —

1, on obtient l'équation

équation de (2), A par sa valeur i

(4) 268 —20 — 1 =0,
qui admet une seule racine réelle: 0 = 1,191487883955 ...

4. Comme nous avons mentionné dans le premier § de ce travail, la
notion de parallélépipéde ,,d’or” se trouve en liaison étroite avec une cer-
taine suite additive, qui rappelle la bien connue suite de Fibonacci. Yin effet,

de I'équation (2), qui délinit la valeur du rapport A = £, il résulte les
c
relations :
MW=T14 A2, M=Af AT 428, A=A N

qui expriment la propriété d’additivité suivante :
Un terme quelconque de la progression géométrique {A\*}, a partir
de rang n = 3, est égal 4 la somme des trois termes précédents, voisins.
Compte tenu de cette régle de formation des termes de la progression
géométrique {A"}, considérons la suite plus générale {u,}, définie par la
relation de récurrence

(5) 7'¢n~|-3 “ir %n + uu-}-l + un+2 ('ﬂ = 1: 2; .. -);

les premiers 3 termes, wu,, #,, #; étant des nombres positifs quelconques,
donnés.

A l'aide des termes de la suite {u,} ainsi définie, construisons la suite
des quotiens :

(6) v, =21 =1,2,..).

u
Oun constate aisément que cette suite est bornée, ses termes se situant dans

I'intervalle (1, 3). Nous démontrerons qu’a lieu la propriété suivante, ana-
logue a la propriété 4 (§ 1): ;

THEORDME 3. St les termes initiaux uy, u,, #y de la suite {u,} définie
par la relation de vécurrence (5) sont positifs, alors la suite {v,}, définie par
la formule (6) comverge vers la limite A, cette limite représentant le vapport

des arétes a et ¢ (7\ = i) d'un parallélépipéde ,d'or” (a, b, ¢), a > b > c.
4

Démonstration. La convergence de la suite {v,} peut étre démontrée
en établissant au préalable une formule de représentation analytique du
terme général de la suite {«,}, 4 I'aide des racines de I’équation caractéristi-
que associée 4 la relation de récurrence (5). On observe que 1'équation carac-
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téristique en question coincide avec la premiére équation de (2), c’est-a-
dire, avec "équation qui définit la valeur du rapport % |, relativement a
c

un Rarallele_:mpéde nd'or”, (a, b, ¢) (a > b > c). En utilisant la formule de
representation mentionnée, on obtient pour v,, une expression analytique,
en fonction de A et #, 4 I'aide de laquelle on peut étudier la convergence
de la suite {v,}.

Remarque. Fn supposant démontrée la convergence de la suite {v,},
on peut déterminer sa limite, par le procédé élémentaire suivant -

Eu divisant les deux membres de la relation (5) par le terme Uy,
on obtient la relation

Upys 1 o\ 1 ¥ 1
Uppta Uy pa Upgty
Uy Upt1
N . ‘. . . k22 g
de la qucll(? il résulte que si la suite {——”“} est convergente, alors la suite
“n
Upyag | , .
{L" est également convergente. Soient
u
n
. . 1¢. q
v = lim v, = lim 2% : 4 — lim Y82
#$— 00 B0 Uy noaw Uy,

FEn passant A la limite dans la relation précédente, on obtient la relation
Y = i _'_ i _[_ 1n
w v :

1autre part, en divisant les deux membres de la relation (5) par
#%,4, Oon obtient la relation

1 1 u
sy e - 1 + nte
Upt1 Yn+1 Uptq

Y Uy -
de laquelle il résulte, par passage a la limite :
1
w=—4 14+ v
v
Fnfin, en éliminant l'inconnue w des deux équations précédentes en v et w,
on obtient pour I'inconnue v, 'équation
vt — 208 — 20 — 1 =0,

de laquelle il résulte par simplification par le facteur v + 1 (#£ 0), I'dqua-
tion

v¥—12—v—1=0, qed
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5. Tes résultats présentés dans les § 2—4 admettent des générali-
sations dans l'espace euclidien n-dimensionnel. Pour ne pas compliquer
inutilement ’exposé, considérons un hyperparallélépipede (ilro1t dans un
espace 4-dimensionnel. Scient a, b, ¢, d, les longueur.s des arétes du hyper-
parallélépipede considéré, écrites en ordre décroissant de leurs valeurs.
numériques (@ > b > ¢ > d).

Définition 2% Un hyperparallélépipéde droit (a, b, ¢, d) sera appélé
Ldor?, si d>Z et si le hyperparallélépipéde complémentaire (d, a—d,
b—d, c—d) est simblable au hyperparallélépipéde initial (a, b, c, d).

A lieu le théoréme suivant:

THEOREME 1*. Pour qum hyperparallélépiped droit (a, b, c, d) soit
o, 1l est nécessaire et suffisant q'on ait les égalités :
(1%)

b
:7\' -;_—_:“,, :\)’

a c
a a

dans lesquelles, \ veprésente la vacine positive de Iéquation (7), Y la racine
positive de Iéquation (9) ‘et p — la racine positive maximale de I'équation 8):
(7) fO)=mM—2—n2—r—1=0 (r=19276...),

' ' py = 1,376. .. racine étrangere)
B Telpl=pt 2= 3= (pL = 1,788. .. racine adéquate )

g ==

) My) =vt—3W 42 —2v— 1 =0 (v=1519...).

THEOREME 2%. Le hyperparallélépipede (d, a—d, b—d, c—ﬁi), corr'tplief
mentaire & un hyperparallélépipede ,d'or” (a, b, c, d) est de méme Ldor” .

Les démonstrations de ces théorémes sont analogues aux démonstrati-

ons des théorémes 1 et 2, relatives au cas 3-dimensionnel.

Remarque. De I'étude de la variation des fonctions F(), glw), A{v),

qui interviennent dans les membres gauches des équations 7), 8), 9,
on constate que chaqune de ces équations a deux racines réelles et deux

racines complexes. Les racines réelles des équations (7) et(9) sont de _.Slglles-
contraires, tandis que les racines réelles de ’équation ($) sont toutes les dt\-‘ux.
positives. La plus petite d’entre elles doit étre considérée comme dtrangere,
parceque pour la racine respective ne sont pas satisfaites les inégalités.

A> > v > 1,qui doivent avoir lieu en vertu de I'hypotheése a > b > ¢ >
> d.

*
* *

En revenant au cas général d'un hyperl?arallélépipéde ,d’or” daflS un:
espace cuclidien n-dimensionnel (# > 2) et désignant par A le rapport d’entre:
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la longueur de son aréte maximale et la longueur de son aréte minimale,
on constate aisément que I'équation qui définit la valeur de ce rapport est

(10) MWW —1=0 (x> 1).

Par amplification par le facteur (différent de zéro) A — 1, on obtient 1’équa-
tion équivalente

(11) o(A) = A1 — 2% 4 1 =0

De I'étude de la variation de la fonction ¢, on constate que 'équation (11)
posséde dans l'intervalle (1, oo) une seule racine réelle, cette racine pouvant

&tre localisée (sur la base de la suite de Rolle)} dans l’intervalle( i o 2).
%+
D’ici il résulte immédiatement I'égalité lim A = 2, qui exprime la propriété
n— oo

suivante :

THEORBME 4. Le rapport entre la longuewr de I'avéte maximale et de
Daréte minimale d'un hyperparallélépipede ,d’or” d'un espace euclidien
n-dimensionnel tend vers la limite 2, quant la dimension # de ’espace tend
vers infini.
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