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UNE EXTENSION DE LA ,,SECTION D'OR"
AUX CONFIGURATIONS SPATIALES

par

Lra an¿.lrÄ et oLEG ¡r,n¿u,Ã.

(Bucuregti, Cluj_Napoca)

ment par 7a lettre greque g, pour
l'a utilisé

évoquer la personnalité de l,illustre sculp-teur grec Phidias, qu1 souvent, pour la réalisation deveilleuses oevres d'art, a comme valeur numérique,
ses mer-

la racine positive de
1'écluation g,: 1,61803398 -g-1:0, c,est_à_ dire, Ia valeur g - (t +y'5) :De rnême que le noln- o

bre rc, qui représente le rapport de la lon-
Agueur d'un cercle et son diamètre 7a c B

section ,,d'ot" intervient comme l'ex-
pressron irrathématique des nornbreuses Fic. rlois de la nature, en lui attribuant de

.dans le domaine des mathématiques, de l,astro.
1a cybernétique, des arts plastiq""i, *'C-"dans 1e
(¡t..cet egard, voir les travaux 11l _ [12]). Entre
.qui peuvent être mentionés claås cet "i¿* ¿,1¿"".,l'exemple suivant, du domaine de 1a géométrie

norls liorls bornerons à
é1émentaire

Définitionl. Jnre ACD $ig.2) el.é,,d.,or,,, sile rectangle ,$oJnþ1.émentøire" àbtrnu'p'u ía sion d,.u carrétnaxtmal inscrit, AFED, est øu reôtøngle c,,est_à_d.ire gí
,4 B IJC

BC CD
On démontre aisément 1es affirmations suiv l2l:l:l, { o p 1!é t é l. Lø conclition né,cessa,ire ue kreciøttgle ABCD soit ,,d.'or,', cst c1ue Le raþþort ) sodt
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à D égal øu, røþþort ,,d"or" , q, c'est-à-di/e, ìt Iø racine

þosi,ti'ue de l'équøtion ,g' - g - 1 :0.
,P r o p r iét é 2. Si un' rectangle ABCI)

set ,,d'or" , alo'rs le rectøn'gle comþlér,ten'tairc
BCEF $iy,. 2) est de ntênte ,,d'or". Lø réciþro-
que d,e cette øffirmation est également arø'ie.

Propriété 3. Consítlórons lct þrogres-
s'ion géonoétr'íque à, røtiort, <p :

1, g, e', " ,Qn-',?", "'
és ,,d"or" . Cltøque tertnc de

?'o à lø sont'me tles deux
, þ c,esl-à-d,ire I e,, : ,?,'-z +

E'

I
-'Ìl

i1

a

I

EF

3

I
!

!

,l

Ir

I ¡-

.i F'

Li

rlis, 2 1- ,p"-, (n, :2,3, . . .).*
Propriété 4. (Réciproque de 1a pro-

priété 3) Soil {u,,} w.re sot'ite dtlfini'e þar lø relation de récurrence :

1,!,1 : tl,î_'2 )- u,-' (" :2,3' . . .)'

tro et u, ótant des ttontbyes qrbitraires, clonnés. (Une te11e. suite s'zlppel1e

,,ädditive"¡ . Consid,érott.s lø suite fornr.íc þør les quot.iur.s rJes de'u:v terntcs

consécutifs de lø stt'i'te 'initiale , c'est-à-dive lø su'itc :

11., ltnl t

å. Considérons dans l'espace 3-dimensionnel, un parallélépipède droit,
ar-bitraire et désignons par q., b, c, (ø > b > c) les longueurs ãe ses arêteé
1{ig .si _considérons un cub maximal ABODEFGTT inicrit dans le paral-
lélépipède. r,es plans déterrninés par les faces latérales GDEF et BpGH
{g,:g_b. découpent du parallélépipèd.e initial, le paratlélépipède EFC,D,E,
F'G'H', que nous 1'appèlerons parallélépipède ,,Cornplémèntaire,, au cube
inscrit, ABCDEtrGÉI. l,es longueurs des arêtes de ceC parallélépipèd.e sont:
c, ø-c, b-c.

Déf inition2. Un, þarøllóléþiþèd.e d,roi.t (ø, b, c), øuec ø>b> c

sera øþþelé,,d,'01", si c 2 l et si te þørøltétéþiþède comþtémsntaire (c, ø - c,

b-c) est semblable øw þørøllétéþiþèd.e initiøt, (a, b, c)

trrÉonÈuÐ 7. Pour qu'xtlt þørølléléþiþèd.e d,roit (ø, b, c), øüec a. > b> c
soit ,,d'or", il est n¿icessøire et suffisant-q'on ait tes igatités':

(1) !: ^, I : u.,

dans lesc1ue1les À et ¡-r représentent respecLiverncnt les racines ¡éelle; des
écluations :

(2) 
^3-À2-À-1:0, v.t-2tt, l2tt-2:0.

Dtimonstrøtion. Dans l'hypothèse que le parallélépipède (ø, ó, c) est
,,d'or", auront lieu, conformément ¿- la définition ãd-optée, 

-l,inégalité

r)

¿.qí

Fig. 3

ur u2
u."

S'i les tervu,es ini,tiøacx, uo et u', cle lø swite {u*\ sont des nombres þositifs,
slors la suite corresf,ondc¿nte ttes qu.otiens, c'est-à-dire la suíte {tt^} est c7naer-
gcnte, ayanl cotnttt'c !t

(Pour 1a dérnon
À l'occasion de

auteurs de ce travail, au symposiurt ,,
par l'Institute de caicul de Cluj-Napo
i'académicieniff1.rnnnru pOpOvICIU - en présence d'un auditoire cons-
titué de persðnnalités de culture et d'art, de même que de rnathématicieus,
parmi 1eÅque1s nous avons fencontré colnme hôte, f illustre mathématicien
äméricain'(d'origine ro'maine) L J. Schoenberg - a posé le problème
suivant :

Donner un écluivalent spatial du rectangle ,,d'or", c'est-à-dirc, préciser
ce qu'on doit comprendre ltar le terme brique ,,d'or"-.-D"o, 

"" fiavail, nou.s frésentons une résoiution du ce probième. .I,a
définition que nous adoptoirs pour le terrne brique ,,d'ot" est liée étroite-
ment à unó certainc suiie addiiive, clui constitué, rrne extension de 1a bicn
connue suite de Fibonacci.

u2 LT¡

û) Cette relation exprirne le car¿ictère additif des termes c1e la progression considéróe.
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,,d'of" ,
colnme uuitó de

tr;, ainsi que les égalités bc: J- : ?, qui expriment le fait que le
a - a b -c

Compte tenu des égalités ar: c, br: o - c, ct- b - c, cette co¡d.i-
tion devient: " :ä-?. Eo remplaçant d.ans ces égalités,b-a 2a_b a_b
a et b,.par leurs exprés.sions en fonction de c, c'est-à-dire, ø: rc, respecti-
;rement b: Vc, on obtient, après simplification pat c,la suite áé,apports
egaux:

a,

c
parallélépipède initial (ø, ó, c) est semblable au parallélépipède com-
plémentaire (c, a-c, b-c). En remplaçant dans les relations précédanes,
a. et b par leurs expressions de (1), on obtient, après simplification pat c,
1es égalités:

(3) À:å 
å,

desquelles résulte les égalités (2).

Réciproquement, si les valeurs ),, ¡,r. des rapport" Ï , respectivement

I vérifient les égalités (2), alors, comme on constate aisément, auront

lieu finégalité c> 3 et les égalités

ce,système d'équations est éqtivalent au. systèmr (3), ce qu' on constate
arsenrent, en appliquant deux fois la propriété suivantó des åpports égaux:

.Eneffet,d" 1 
-l-l ilrésulte I :

¡r-1 2-p, ¡i,-1

:l,etd" I 
-lr-1ilrésulte 

1 :p-l l-¡.r, ¡r-1

: 1*(P-1) 
- 

v
(rr-l)+(r-$) À-1'

3. De l'étude de la rrariation cles fonctions

,f(À) :13-12-l-l et g(fr) :V"-2pr*2V-2,
qui intervienrrent daus les. rnernblcs gauches cles équations (2), on corrstate.
que chacune de ces équations a urìc seule racine rêelle, situié'daus l,inter_
valle 9 <l<2, respectivement, Ï af ar. I,es valeurs (approxinra-
tìves) de ces racines s'obtiennent par l'application successive de la méthode
de Newton (méthode de la tangènte) : 

-

I : 1,839 286 755 215 . . ., F : 1,543 6B9 012 695 . .

En conclusion, les lougueurs des arêtes
exprimées par rapport à Íarête urinimale (
mesure) sont:

),-l ¡.r-1
¡r-1 2-¡r ),-¡.r

a

01'td

p8p s_t_T
P+ô

: 1+()'-1)
(p*r)-F(z-v-)

b

ø-c b-c , qui expriment le

fait que le parallélépipède initial (a, b, c) est semblable au parallélépipède
complémentaire (c, ø-c, b-c). I,es conditions qui interviennent dans la
définition 2, étant vérifiées, le parallélépipède (ø, b, c) seÍâ ,,d'or".

Nous démontrerons à présent qu'a lieu la propriété suivante, analogue
à la proprlété,2 (S 1):

r¡rÉonÌiruD 2. Le þ,rau,étéþiþède (ar, br, cr),

þarøllélépi,þèile ,,d,'or" (a, b, c) est de n1,ême ,,d'or".
comþlémentøire à um

Démonstration. Des inégalités ct>b¡ c et ,> {j, it91 ' résulte c >
> G - c > b - c. Les termcs qui interr.iennent dans ces inégalités repré-
sentent 1es longueuÍs &1, Òr, c, des arêtes du parallélépipède complémen-
taire. Pour que la conditjon et) bt; c, soit vérifiée, on doit sirpposer-
ût: C, br: O - C, Ct: l¡ - C.

1'. Démontrons d'abord que pour 1e para11é1épipède cornplénrentaire
(or, bt, cr) est vérifiée la première condition qui intervicnt dans 1ã définition
2, c'est-à-dire l'inégalité cr;, arf2.

Compte tenu des égalités ct: b - c, ot: c, cette condition devient
2b > 3c, c'est-à-clire , o > 1 . Conr-" le parallélépipède (a, b, c) estc2

,d'oÍ", il résulte guc I : F, l¿ itant la racine positive de la deuxième.

équation de (2). On Jootr" aisément c¡re cette racine est supérieure àå
et err conséquence, i, i

2o. Démontrons maintenant que pour le parallélépipède complérnen-
taire (ar, br, cr) est vérifiée également la deuxième condition qui intervient.
dans la définition 2, c'est-à-dire, la condition o' : b' 

- 
ct'

cr at-ct bt-et

Pour achever ce $, uous déte¡'rinero's la valeur du rapport 0 :,+ ,

darrs le cas d'un parallélépipède ,,d'or" (a, b, c), ø> b; c. Des formules
(1) il résulte que 0 : I et de l'éqqation À : - 

F- du système (B) il,t-¿ t-l

d'un

ø: 1,839 .... ; b:1,544 1c
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résulte que 0 : 

=, 

donc 
^ 

: +. Bn remplaçant d.ans la première

éç¡uation cle (2), À par sa valeurl+, on obtient l'équation-()

(4) 293-20-r:0,
qui adrnet une seule racinc réel1e: 0 : 1,191487883955 , . .

4. Comme nous avons mentionné dans le premier $ d.e ce travall, 7a

notion de parallélépipède ,,d'oÍ" se trouve en liaison étroite avec une cer-
taine suite additive, qui rappelle la bien connue suite de Fibonacci. Ën effet,

de l'équatio" (2), qui définit la valeur d.u rapport 
^: :, il résulte les

reiations :

À3: 1+ À-l- Àt, ìa: À+ lt+ Àt, ).5: À2+ Àt+ Ì0, ...,
,qui expriment 1a propriété d'additivité suivante:

IJn terme quelconque de 1a progressiqn géornétriqu" {I"}, à partir
dc rang n : 3, est égal à la somme des trois termes précédents, voisins.

Compte tenu d.e cette règle de formation d.es termes de la progression
.géonrétrique {À"}, considérons 1a suite plus générale {u,}, définie par 7a

relaLion dc récurrence

(5) %,*B: x4, I Ø,+t i un+, (n: I,2, '..),
les premiers 3 termes, 'ut, Ltz, u" élant des notnbres positifs quelconques,
clonnés.

À l'aide des termes de 1a suite {u,} ainsi définie, construisons la suite
des quotiens:

(6) ,,,:Yoï (n:1,2,...).

Orr constate aisément clue cette suite est bornée, ses termes se situant dans
f intervalle (1, 3). Nous démontrerons qu'a lieu la propriété suivante, ana-
logtre à la propriété4 (S 1) :

rn6onÈnrp 3. Si les ter'mes ivti.tiøux Øt, 'u¿, u, d'e lø sui'te {u,) d,é.finie

þør la relation d.e récurrence (5) sont þositifs, alors lø swite {u,}, d'éfinie þar
lø formule (6) conuerge aers la lirnite À., cette limite reþrtísentønt Ie røþþort

des ørôtes q. et clr:1ì d.'un þaraltétéþiþède ,,d,'or" (a, b, c), ø> b > c.[ ¿l '
Démonstration. I,a convergence de la suibe {u,} peut être démontrée

en établissant ant préalable une formule d.e représentation analytique du
ternrc général de la suite {u,}, èt l'aide des racines de l'équation caractéristi-
'qu.e associée à 1a relation de ¡écurrence (5) . On observe que l'équation carac-

téristicfre en clucstion coîncide avec la première éç¡uation de (2), c,est-à-
dire, avec l'équation qui définit 1a valeur du. rapport ! , relativement à

trn parallélépipède ,,d'ot", (ø, b, c) (o> b¡ c). En utilåant 1a fornule de
représentation mentionrlég, 91 obtient poLlt u?,, une expression analytique,
en forrction de I et to, à 7'aide de laquèlle on peut étuãier la coo.,érgeicó
de la suite {r,,}.

Rernar.que. En supposant démontrée la convergence de ra suite {a^\,on peut déterrniner sa limite, par le procédé élémeãtaire suiva't. \ D)'

E' divisa't les deux rrrembles de 1a relation (5) par 1e terme %u.Fz,
on obtient la relation

xtn+t_ t 
+ 

t 
+tlln+z ufr+z ün+z

iln 14*+,

c1e la qtrcllc il rósulte que si la suite {^) est corrvergcnte, alors la suite

{"""f cst ógalcrncnt convcrgcntc. a:t?rl
lun )

o UNE EXTENSION DE LA ,,SECTION D'OR' 723

lim
t¡l æ

3, : liur u : fi1¡rut+z
n:û Un

7c¡ +t

¡)@ 7ln

En passant à la limite dans la relation précédente, on obtient la relation

a:7+f+l
I)'autre .parl, en dívisant ,".' U""* rnembres d.e 1a relation (S) par

'uh+L a77 obtient la relatïon

ltn+tl,1tilnFZ

"*r- "*r- 
' -l- 

u*,
ütt

de laqrrelle il résulte, par passage à la limite :

u:r*l*u.
Iinfin, en éliminant f inconnu" , ¿"0 cleux écprations précédeutes en u et ry.t,
on obticnt pour f inconnue u, l'écluation

ua_2az_2a_1:0,
de laquelle il résuite par sirnplification par le facteur a + | (+ o¡, l'écFra-
tion

u3-u2-a- 1:0, q.e.d.
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5. Les résuitats présentés dans les s 2-4 admettent des générali-

satiols ä"ns l'"sptce'euclidien n-dimensiónnel. Poul n9 pas .compliquer
inutilement l'expãsé, co sidérons un Ïyperparallélépipède droit dans un

"rp""" 
4-dimensfunnél. Scient a, b, c, d, 1és longueurs des arêtes du hyper-

pãl"ftetepipaa" consid.éré, écrites en ordre décroissant de leurs valeurs'
ãtrmériques (o> b> c> d).

D é f i n i t i o t 2*. [Jn hyþerþarattétéþiþède d.roit (ø, b, c, d') sera aþþé.lê

,,d.'ot", si O, i et si le hyþerþara'ttéléþiþèd,e contþl'énr'entaire (d', e-d,

b-d., c-d) est sernbl,øbte øu kyþerþarøttétéþiþèd'e initial' (ø, b, c, d')'

A lieu le théorème suivant:

THÉoRÈME l*. Pour q'un hyþerþørøttétéþiþèd' d'roit (ø, b, c, d) so'ít

,,d'o/", il, est nécessøire et suffi'sønt q'on øit les égal'ités:

UNE EXTENSION DE LA ,,SECTION D'OR' 725

1a longueur de son arête maximale et la longueur de son arête minimale,
,on constate aisément que l'équation qui définit la valeur de ce rapport est

(10) Àr-t'ts1 -ì.*z .-I -1-0 (À>1).
Par arnplification par le facteur (différent de zéro) À - 1, on obtient l'équa-
tion équivalente

(11) p(l) : ì.ñ+r-2^" + 1:0
I)e l'étude de la variation de la fonction g, on constate que l'équation (11)
possède dans f intervalle (1, oo) une seule racine réelle, cette racine pouvant

'être localisée (sur la base de 1a suite de Rolle) dans f inter"^tt ( 
-3-,2).D'ici il résulte immédiatement l'égalité lim ). : 2, qrli exprime la propriété

:stlivante '. "'*
ru4onÈu4 4. Le røþþoyt entre lø Longueur de l'arête ma.ximale et d.e

J'arête minimøle d,'un hyþerþørøl,lé|,éþiþèd,e,d,'or" d,'Ltn esþace euclid,ien
ø-dimensionnel tend vers la limite 2, qtant la d.imension n de l'espace tend.
ve¡s infini.
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(1*)
a,^
d

I)

dP,
d

d.øns lesquelles, ì,. reþrésente la racine þositiae d'.e I (7), :. .- la. rac,r11e

þositiae'de l,'éq'uatioi, 1O¡ ,t V - tara;ine þositiae e d'e l'ëquatíon' (8):

(7),f(r) : À4- r3 - trz- l- 1 :0 (^: 1,9276'..),

' (h : 7,3'76' ' ' racine étrangerel
(8) e(p): wn - 2v'- p + 3 :0 lr*; : 1,788... racine adéquatel'

(9) h(v) :va-3vB l 4r' -2v - 1 :0 (u: 1,519

THE9RÈMÞ 2*. Le étéþiþède (d, a-d', b-d,- c-d'), comþlé,-

*t"tl¡ri aän lt'yperpør ,,-el'ôr" (a', b, c, d) est de mêrne ,d"or"'

Les d'ém'onstrations de ces théorèmes sont analogues aux démonstrati-
ons des théorèmes I et2, relatives at1 cas 3-dimensiomrel'

des fonctions /(r), g@), h(Y),

es des équatious (7), (8), (9),

a deux rácines réelles et deux
équations (7) ct
l'équation (B) so

positives. I,a Pl être considérée
pafceque pour sont pas_satisfaites 1es inégalités.

i>p'>u>t vertudel'hypothèseø>b>c>
>d.

***
En revenant au cas général d'un hyperparallélépipède ,d'or" dans un,

espace euclidien ø-dimensiãntel (n2 2) et-désisnant par À le rapport d'entre'


