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1. Dans les recherches concernant la convexité par rapport i un
ensemble interpolatoire I on est conduit souvent & considérer des sous-en-
sembles de l'ensemble F. Ainsi, par exemple, si F et G sont des ensembles
interpolatoires d’ordre n respectivement 741, sur Uintervalle [a, bl et F C
C G, alors la proprieté d'une fonction f:[a, b]— R, d’étre ' — convexe sur
[a, b] est en méme temps une généralisation du comportement des élé-
ments de I'ensemble G par rapport a ensemble F. On est aussi conduit a
la construction de tels sous-ensembles dans 1'étude de certains problémes
particuliers de la meilleure approximation. Dans la théorie comparative
[3] des ensembles interpolatoires les sous-ensembles interpolatoires d'un

ensemble lui méme interpolatoire, interviennent aussi. En ceux qui suivent,

nous esayons de présenter des exemples concernant la construction des
sous-ensembles dont nous avons parlé plus haut. Les fonctions qui inter-
viendront seront des fonctions réelles et d'une variable réelle.

2., Soit F un ensemble interpolatoire d’ordre #, sur un interval [a, b]:
T/ordre n= 2 est fixé. Pour la définition de la propriété d’'un ensemble F
de fonctions d’étre interpolatoire d'un certain ordre sur un ensemble donné
de points, voir [1] ou bien la monographie [3]. La fonction réelle f étant
définie sur Uintervalle [a, b], pour chaque systéme
1) Xy < g < e Xy

de points de lintervalle [a, ], ot 1= k<<n—1, on peut considérer le
sous-ensemble '

@) (heF, hx)=flx), i=12 ...,k

de ensemble F. Nous avons considéré, pour la premiere fois, l'ensemble
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(2), dans [2] et nous I'avons appellé épi de fonctions de I'ensemble . Nous:
avons utilisé pour I'ensemble (2) la notation

Xqbi%g, sy )
Flx), fx)s o f ()

$’il n’est pas nécessaire de méttre en évidence la fonction f, alors on peut
prendre, simplement, au lieu de f(x;), des nombres quelconque y;, 1 =1,

(3) S (F ;

2, ..., k et. dans ce cas, on utilise la notation
Xiy Koy vuey X

(4) S(F e e '*).
)’1: yZJ L it yk

Une premiére remarque qu’on peut faire est que l'ensemble (4) est
interpolatoire d’ordre n—£k sur chaque ensemble X  [a, b] d’au moins
n—Fk points distincts et tel que % & X, 1 = 1, 2, ...., k. La présence
de cette proprieté d’interpolation permet l'étude du comportement, par
rapport a U'épi (4), d'une fonction définie sur [a, FJA ou sur un ensemble X
qui satisfait les conditions imposées plus haut. cause de la propriéte
d’interpolation d’ordre n—#k, qu’il posséde, ’épi (4) s’appelle encore épi
interpolatoire d’ordre m—k. Supposons, maintenant, qu’on a fixé un en-
semble X  [a, b], qui a été choisi dé la maniére indiquée plus haut. Soit

5) Uy, gy L,

un systeme de points distincts de I'ensemble X.

Pour simplifier la notaion, nous désignons 1'épi (3) par le symbole
S(F, p,, f) et $, est une notation pour le systeme (1) de points. Pour (4)
jnous utilisons la notation S(F, p,. »). On peut donc construire pour la
fonction f: X — R, I'élément

(6) L(S(E, pyy 5) ;5 th Uz, oty f)

de Iépi (4), qui prend les valeurs de la fonction f sur les points (5) et qui
est uniquement déterminé. Dans le cas particulier dans lequel j; sont les

valeurs f(x;), 1= 1,2,..., &k de la fonction 7, alors, au lieu de (6) on
utilise la notation
(7) L(S(E, p )5 thy tar -ty ).

La plupart des propriétés qu'on rancontre dans 1'étude des fonctions (6)
respectivement (7) , dépendent de la position des points (5) par rapport aux
points (1). Comme les points (5) sont, par hypothese, ditférents des points.
(1), la fonction (7) de I'épi (3) est égale avec la fonction

(8) TR - 2oy fronce » Kty dcpytnenond)
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de Tensemble F, qui prend les valeurs de la fonction / sur les points
(9) Ky, Xy ooy Kpy Ua, Yoy ooy Uy

I.a notation (8) est bien connue dans la théorie de I'interpolation [3].

Quand on construit la fonction (7) les données qui interviennent sont
les suivantes. On a d’abord la fonction f: [@, b]— R et puis la réstriction
g de cette fonction aux points (9). La fonction (7) est un prolongement de
; 4 Vintervalle [a, 0]. Il sera, donc, interessant de comparer les valeurs
de ce prolongement, sur des points de [a, b] qui sont differents des points
(9), avec les valeurs correspondentes de la fonction f. C’est la voie natu-
relle qui nous peut conduire a I"étude du comportement de la fonction f par
rapport & I'épi (8). Supposons donc que les points (9) satisfont les indégalités

(10) Ky L Ky < <X <ty Uy < Ly, < UgE b

Dans ce cas, on peut considérer la différence

(11) flug) — L(S(E, po 3); tha, thay ooyt s [) ()

et dans le cas particulier, quand y; = f(x), ¢ = 1,2, ..., k, ona, au lieu
de (11), la différence

(12) flug) — LIS, o [) 5 tay thay oy Moy F)(wo)-

Le signe de la différence (11), respectivement celui de la différence (12),
nous donne une information concernant le comportement de la fonction f
sur les points #, < #, < ... <, , < t,, par rapport a I"épi (4) respec-
tivement (3). Pour la différence (11) il est possible d’avoir une des situations

(13)  fluo) — L(S(E, B y)5 vy, thay oy thyy 5 f)(we) > 0, = 0, <O

Pour la différence (12) on peut avoir une des trois situations
(14) (s L (S B F15 S Vi, W00 i, 105 e )"0 01120,

DEFINITION 1. La fonction f s’appelle convexe (polynomialle vespecii-
vement concave) par rapport a Uepi (4), sur les points wy <Ttby <. .. << Uy <
< g, St dans (18) on a f(uy) — L(S(F, Py ¥)5 ity by ooy Uy S ) -
> 0( = 0 respectivement < 0).

Si I'on suppose maintenant que'y; — flail] 2 =2, it dSRY alors la
délinition 1 a la suivante forme particuliere.

DEVINITION 2. La fonction f s’appelle convexe (polynomialle respecti-
vement concave) par rapport & Vépi (3), sur les points uy <<ty <" oo T U <<
< u,, si dans (14) on a flug) — L(S(F, Py [)5 thy tay -0 By, ) (1) >
=~ 0 (=0 respectivement < 0).

$i on considere maintenonit le signe de la différence (11) respectivement
celui de la différence (12), sur chaque systéme #; < #, << ... < Uy, <<
de points de I'ensemble X, les réstrictions (10) restant encore valables, aloge
on peut formuler les deux définitions qui suivent.
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_ pEFINITION 3. La fonction f s’appelle convexe (nonconcave, polynomia-
ile, nonconvexe respectivement concave) a droitte, par rvapport a U'épi (4), sur
Yensemble X, st Uinégalité

J(wo) = L(S(E, Py )5 thyy g - oy thyys [)(0e) >0 (20,

15 !
(15) =0, =£ 0 respectivement < 0)

a liew pour chaque systéme 1y << sy << ... < U, _, < U, de points de
Pensemble X, satisfaisant les restrictions (10).

DEFINITION 4. La fonction f s’ appelle convexe (nonconcave, polynomial-
le, nonoconvexe respectivement concave) @ droitte, par rapport a Uépi (3), sur
Pensemble X, si Uinégalité

(16) Jluo) — L(S(E, o )5 ey thay - %y 5 f)(10e) >0 (20,
=0, = 0 respectivement < 0)

a liew pour chaque systéme uy < sy < ... < t,_, < u, de points de l'en-
semble X, satisfaisant les restrictions (10).

51 les points (5) satisfont les inégalités
{17) Aty <ty < o < Uy, <ty <Xy < Xy <L << %, 20

et ils restent dans 'cnsemble X, alors le signe de la différence (11) respecti-
vement celui de la différence (12) nous donne des informations concernant
le comportement de la fonction f, par rapport a I'épi (4) respectivement
par rapport a I'épi (4) mais a gauche des points (1). On peut, donc, remar-
quer qu’en considérant le comportement de la fonction f par rapport a
Iépi (3) ou bien par rapport a 1’épi (3), on a la possibilité d’analyser une
classe plus large de fonctions comme celle des fonctions qui sont simple-
ment F — convexes (F — nonconcaves, I' — polynomialles, /' — noncon-
vexes, respectivement ['—concaves) sur un ensemble X = [a, b], que nous
avons définies dans un ancien travail [1]. I,e comportement par rapport 3
Pépi (8)ou (4) nous conduit a des nouvelles classes de fonctions. Il sera done
interessant de faire une comparaison entre les nouvels et les anciens com-
portements — disons allures — qui interviennent ici.

DEFINITION 5. La fonction f s’appelle convexe (nonconcave, polynomia-
Ile, nonconvexe respectivement concave) a gauche, par rapport & U'épi(4), sur
Vensemble X, si linégalité

(18) f(u()) Bl I’(S(FJ j)k’ y) ;IMI) 7/‘2: o P} u”_k; f)(u()) > 0 (; O.:
i =0, £ 0 respectivement < 0)

a liew pour chague systeme ty < thy << ... < Uy, << %o de points de Uen-
semble X, satisfaisant les inégalités (17).
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pEFINTTION 6. La fonction [ sappelle convexe (nomcomncave, poly-
nomialle, nonconvexe vespectivement concave) d gauche, par vappovt a Uéps
(3), sur Uensemble X, si 'inégalité

(19) f(%o) — L(S(F, j)k’ f), Ugy Ugy ooy Uy f)(”[)) = O(Z 0’
= 0, = 0 respectivement < 0)

a liew, pour chague systéme'u; <ty <<, ..., < %, , < %, de points de l'ensem-
ble X, satisfaisant les inégalités (17).

On remarque que dans les définitions 5 et 6, le point #, étant & gauche
du point x,, les informations qu’on obtient regardent le comportement
de la fonction f seulement 2 gauche de x,. Si on suppose que le point u,
est place a droitte de x,, lesu;, 4=1,2, ..., n—Fk restant a gauche de
%,, les points %, ¢==1, 2, ..., & ont ils méme une contribution a
I'analyse du comportement de la fonction f. Considérons donc le cas

(20) A sy < thy < oo < Uy, < Xy < Ky < < X, < %y S D,
les points #;,, 1 =10, 1, ..., n—Fk restant dans I’ensemble X.

DEFINITION 7. La fonction [ s’appelle completement comvexe (noncon-
cave, polynomialle, nonconvexe respectivement concave) par rapport a Uéps
(4), sur Pensemble X, st les inégalités (18) ont respectivement liew pour chague
systéme ty < Uy < . i. < U, << 4y de points de Vensemble X, sabisfaisand
les inégalités (20).

DEFINITION S. La fonction f s’appelle completement convexe (noticoss-
cave, polynomialle, nonconvexe, respectivement comcave) par rapport a Uépe
(3), sur Uensemble X, si les inégalités (19) ont vespectivement liew pour chaque
systeme wy < Uy < ... < Uy, < Uo de points de Uensemble X, salisfaisant
les inégalités (20).

11 nous reste encore a considérer le cas dans lequel les points #,, #,, ...,
u,_, de Vensemble X peuvent avoir des positions arbitraires par rapport
aux points (1) mais le point #, reste toujours & droitte du x, et toujours &
la droitte des points #;, i=1,2, ..., n—k. Ce cas est le plus sembla-
ble avec la situation qui se présent quand on considére la F—convexité
(F — nonconcavité, F — polynomialité, I’ — mnonconvexité respective-
ment la F — concavité) habituelle. Nous convennons de dire, dans ce cas
que les points sont normalement placés par rapport aux points (1).

DEFINITION 9. La fonction f s'appelle totalement convexe (nonconcave,
polynomialle, noncomvexe, respectivement concave) par vapport & Uépi (4),
sur Uensemble X, si les inégalités (18) ont respectivement liew pour chaque
systeme w;, =0, 1,2, ...n—k de poinis de Uemsemble X, novmalement
placés par vapport aux points (1).

pEFINITION 10. La fonction f s’appelle totalement convexe (nomconcave,
polynomialle, nonconvexe, rvespechivement concave) par rapport a Vépr (3),
sur Uensemble X, si les inégalités (19) ont vespectivement liew pour chaque
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systéme u;, 1 =0,1, ..., n—hk de points de Uensemble X, normalements
placés par rapport aux poimts (1).
Tes définitions que nous venons de donner nous permettent de faire

une comparaison des fonctions introduittes par elles et les fonctions que
nous avons définies dans [1].

Comme les points #;, 7 =0, 1,2, ..., n—/k ont été supposés différents
des points (1), la différence (12) peut étre exprimée dans le cas ponticulier
F =48, , de la maniére suivante

f(“o) L L(S(@n;l’ pk’ f) ; Uy, Uay - -, unak; f)(u’O) =
{21) = (g — ¥1)(tg — %) ... (g — 2)(wy — wy) ... (o — %)
[}Vl, Xoy v Xy, Uy Wy o -y Uy s Uy ; f:l

Avec @, nous désignons I’ensemble des polynomes de degré m. Dans la
formule (21), on a désigné par

{£2) LT RRAN ANEPY WY A T8 s s 0]

fa différence divisée de la fonction f, sur les points x;, X, ..., X, %y,
Uy, <y Up_y, Ug. S1 le point u, satisfait les inégalités

{23) <y, T ='1,2) L n—k  <uy i =1,2, ...,k

alors la différence diviséz (22) a toujours le signe de la différence qui inter-
wient dans le premier membre dz la formule (21). Cette propriété nous conduit
& une nouvelle interpretation des définitions que nous avons formulées,
si Pon suppose que les conditions (23) sont satisfaites.

11 faut remarquer que dans les différences divisées (22) qui intervien-
dront les points x;, %, ..., x, Testent toujours fixés. Ca signifie qu'il
est necessaire de faire un étude special pour des différences divisées suppo-
sées a une telle condition. En particulier les théorémes de la moyenne pour
les différence divisées faut étre precisés.

Dans le cas particulier F = 2, _;, #2 2, cn utilisant la représentation
{21) de la différence (12), on peut remplacer les inégalités qui interviennent
daus les définitions que nous avons données plus haut, avec des inégalités
qui s’expriment avec des différences divisées. Il sera done util de developper
un calcul des différences divisées dans lesquelles certains points restent
fixés.

3. Les propriétés qui interviennent dans les définitions sont lides a
Pensemble X. Si I'on suppose, en particulier, que X = [a, DI\ {x;, %5 .-,
%,}, alors on peut faire le convention de dire que les propriétés qu’on a
difinies ont lieu sur lintervalle [a, b] et relativement a 'epi (3) respecti-
vement & 'épi (4). Les points' uy, #,, ..., #s—s, t, peuvent, dans ce cas,
étre dans [a, b], mais toujours différents des points (1) et satisfaisant cha-
que fois les inégalités imposées par les détinitions considérées.
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Nous nous arrétons maintenant sur quelque propriétés councernant
les fonction que nous avons définies.

Si le nombre n—#k des points (3) s2 reduit & 1, est & dire 2 =» — 1,
les inégalitds (10) étant satisfaites, alors la définition 3 nous conduit au

vemMe 1. Si la fonction f est convexs & droitte velativement & I'épr (3),
sur Vintervalle [a, b et x,_1 < % < uy, alors
(23) f(x) < LS(E, pu—v, f); w15 [)().

Tn effet, si, au lieu de (23), on suppose

J(x¥) > LF, pu_r, f) 5 uis f) (5%)
pour un point x*, x,_y < x* < uy, alors
(24) L(S(F, pu-v, f) 3 %5 f)() >
> L(S(F, pa=r.f); w3 f)2)
quelque soit z > x*. Hu ponticulier, I'inégalité (24) a lieu pour z = uy,

ce qui est en contradiction avec hypothese faite sur la fonction f dans
I’énoncé du lemme 1, compte tennant du fait que

L(S(F, po-1) )5 s f)(w) = fltar)-
Si au lien de (23) on suppose
fe*) = L(S(E, pu—r, [) 5 wr, F)(5%),

pour un point x¥, %, < x% < u,, alors, pour 2 > x* on a

f(z) > L(S(F, pn-s, f); 2*5 )2)
Mais pour z = #, on obtient

L(S(F, pa-v, f) 5 %5 f)(w) = fler),

ce qui est aussi en contradiction avec I'hypothese faite dans "énoncé du
lemime.

Une interpretation trés simple nous montre que dans le cas h=n—1
pour une fonction convexe a droitte, par rapport a épi (3), sur l'intervalle
[a, b], chagu= point (xy, f(%y)) ol Fu—1 < Xp S b, est accessible par un
élément de Uépi (3), dont le graphe, pour %, < ¥ < %, este entiérement
dans I'épigraphe de la fonction £. Si, en particulier F = &,_, cette propri-
été est une conséquance de l'inégalité

(25) : I:xl:/::xz! sy Xy—y, Uy, Xy, f] > 0

qui est satisfaite dans I'hypothése du lemme 1. On remarque donc que la
propriété de convexité a droitte, par rapport a répi (3), sur 1‘1nterva_111’e
[a, b], dans le cas & =n—1, est rapprochée 2 la propriété de stéllarité,
imais wne stéllarité d’ordre suppérieur, qui pour le nombre %k quelcongue,
1< k< n—1, a un analogue encore plus général.
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Considérons un autre cas ponticulier. Soit # =2, & =1 et S(F, p, fr
1épi (3) correspondant. Si pour % < % < b, on considére aussi 1'épi

’

(26) (e ) = g

1

alors on peut faire I’hypothése que la fonction f est convexe a droitte simul-’

tanément par rapport aux épis S(F, P, f) et S(F, p1, f) sur [a, b]. Une
conséquence est contenue dans le

LivmE 2. Si la fonction f est convexe & droifte par vapport aux épis
S(F, p1, f) et S(IF, p1, f), sur Pintervalle [a, b] et elle est aussi convexe a
gaucher par vapport & Uépi (26), sur 4, b), alors elle est comtinue suv le
point x3.

Ia démonstration est une conséquence du lemme 1 et de la propriéte
interpolatoire d’ordre 1 des épis considérés, sur lintervalle x;, b} respec-
tivement sur Pensemble ] x;, b1\ {x1}.

On remarque que le probleme de trouver les points de continuité des
fonctions qui ont un certain comportement par rapport 4 un épi (3) se pose
d’unc fagon noturelle. En effet la simple hypothése de convexite a droitte
par rapport & 1"épi S(E, #, f), sur (@, b], dans le cas n = 1, n'entraine pas
la continuité de la fonction f sur ] x,, b]. Un exemple simple peut démontrer
la valabilité de cette affirmation.

Soit F =8, a=0, b =4, ;= 1. Dans ce cas Iépi

(27) S (?21 ; (1))

se réduit a lensemble de polinomes {Ie 2,|P(1) = 0}. Considérons la
fonction f: [0, 4]— R dont les valeurs sont

(x — 1)(x — 2) pour 0= x < 3]
ikl {10(;( — 2) pour 35 x £ 4.

La fonction f est convexe & droitte, par rapport a Iépi (27), sur l'intervalle
[0,4] mais elle n’est pas continue sur cet intervalle. Elle a un discontinuité
pour x = 3. Cette situation est explicable par le fait que la fonction f
se comporte sur l'intervalle -[0,4] comme une fonction monoton généra-
lisée.

Si on suppose # 2 3 et 1 Sk = n—2, alors on peut obtenir des pro-
prietés plus riches. Ainsi on peut énoncer le

aEOREME 1. Sin 28, 1 £k S n—2 e f est convexe a droitle par
rapport & Vépi (3), sur [a, b], alors la fonction f est continue sur Pintervalle
IEFRRL A8

Ia démonstration est semblable & celle que nous avons donnée dans.
[1], pour les fonctions F-convexes (F-nonconcaves, F-pelynemialles,.
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F-nonconvexes respectivement F-concave) sur. lintervalle férme, I étant:
interpolatoire d’ordre # z 2 sur I'intervalle  considéré.
Un théoréme analogue est valable pour la convexité a gauche.

THEOREME 2. St # 23, 1 £ hsn—2 ¢ f est convexe @ gauche par
rapport a Uépt (3), sur [a, b, alors la Jonction [ est continue sur Pintervalle
Jﬂf xl[' .

On peut démontrer la valabilité des théoremes analogues pour les
fonctions concaves (nohconcaves, polynonialles respectivement nonconve-
xes 4 droitte par rapport a 1'épi (3) et pour les fonctions concaves (non-
concaves, polynomialles, respectivement nonconvexes) 4 gauche par rapport
a 'épi (8), sur [a, b].

I! est intéressante a remarquer Uexistance d’une propriéte de continuité
sur ]a, b[, pour les fouctions qui sont totalement convexes (noncouncaves,
polynomialles, nonconvexecs respectivement concaves) par rapport a 'épi
(3), sur lintervalle [a, b].

THEOREME 8. Si n2 3, 1=k < n—2 et [ est {lotalement convexe
(nonconcave, polynomialle, nonconvexe respectivement concave) par rapport
a Pépi (3), sur Vintervalle [a, b], alors [ est continue sur Uintervalle ] a, bl.

Ta démonstration du théoréme 3 est un peu différant de celle qui
peut étre donnée pour les théoremes 1 et 2. Ici il faut démonstrer la conti-

nuité aussi sur les points %y, s, ..., &, On fait intervenir, pour x;, par

exemple, les' deux fonction L(I7; aty, #g, ...y % Xi, oo Ko oo Xps

Ujs1s -y Up—is [) €t L(F; sy, g, <oy Wim1, K1y Ky ooy Kip oo N Uy,
cey Un—r f)

Ia propriété de continuité contenue dans I’énoncé du théoréme 3 est
remarcable, les conditions imposées a la fonction f étant plus larges que

celles de F-convexité (F-noncoucavité, F-polynomialité, F-nonconvexité
respectivement F-concavité) sur, [a, b).

raforiME 4. Si la fonction [ est F-comvexe (F-noncomcave, F-poly-
nomialle, F-nonconvexe rvespectivement I-comcave) sur Vintervalle [a, b],
alors clle est aussi totalement convexe (mowconcave, polynomialle, nonconvexe
respectivement concave) par rapporl a Vépi (3), sur [a, b].

T.a démonstration est immédiate.

THEOREME 5. La condition d&élve totalement comvexe par rapport a U'épr
(3), sur la, b] w'est pas suffisante pour que la fonction f sote F-convexe sur
[a, b].

On peut' construire des excmples de fonctions totalement convexes
par rapport a I'épi (3), sur [a, b] ct qui sont F-concaves sur I'intervalle
[a, %,]. Cette remarque ecst aussi une justification pour considérer des
fonctions qui ont des comportements qu'on a défini dans ce travail.

4.. Les comportements par rapport a l'épi (4), sans faisant aucune
liaison entre les y; et les valeurs f(x;) de la fonction f, sont plus compli-
qués, en comparaison avec les comportements par rapport a 1épi (3).
Cette remarque reste valable méme dans le cas F = 9,1, # = 2.
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5. Dans le cas ponticulier F =2,_,, # = 2, lensemble des fonctions
«qui ont un des comportements précisés dans les définitions que nous avois
données plus haut peut étre étudie a 'aide des différences divisées en utili-
sant, par exemple, la linéarité des différences divisées par rapport aux fonc-
tions f qui interviennent comme argument, les points restant fixeés.

Les propriétés que nous avons délinies dans ce travail ont des nom-
breuses applications. Beaucoups de ces applications ont a la base les diver-
ses décompositions de l'intervalle [a, b] en sous-intervalles sur lesquels f
a des comportements différents entre cux par rapport a F.
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