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1. Vorbereitende Bemerkungen. 1. scamipt in 2 Arbeiten, — die eine
1948 [18], die andere 1966 [19] —, und.IL. BERNSTEIN in einer Arbeit,
— die 1964 [1] erschienen ist —, haben sich mit der Konstruktion der
ganzen reellen quadratischen Zahlen beschaftigt, deren regelméssiger Ket-
tenbruch eine vorgeschriebene Form hat. So wie H. SCHMIDT in der Arbeit
[19] feststellt, der erste, beziehungsweise der zweite Satz von I,. Bernstein,
in dem 8. Satz der Arbeit [18] -erhalten ist, beziehungsweise ergibt
sich durch eine analoge Konstruktion derer, durch die der Satz 8 auf Grund
des Satzes G erhalten wurde. Die Konstruktion von H. Schmidt ist im
Vergleich zu der von L. Bernstein schr einfach. Die Bedeutung dieser Kon-
struktion kann aber noch besser hervorgehoben werdei. Die Art, die fiir
die Erhaltung dieses Ziels verwendet wird, ist die matrixsche Schreibweise
der- Kettenbriiche. In dieser Sprache erscheint die ganze Konstruktion
von H. Schmidt, — eingeschlossen die- Sitze, auf die sie sich statzt —,
in einer Form, welche in einer ganz natiirlichen Weise den Inhalt ausdrickt.

Der Teilnenner ¢ wird durch die Matrix : "

(q)=[? ﬂ

ausgedriickt und folglich stellt die Matrix

! ; : X1 Xia
(1) ) 1 (g )t n:[ ]
= (g ga) = [p 0 38
den Kettenbruch dar, der als Teilnenner die ganzen Zahlen gy, ..., ¢,
hat.

Der Kettenbruch X wird in den gemeinen Bruch f(X) = %g, @ %15 abge-
bildet. Wenn g, ..., g, pozitive Zahlen sind, dann stellt X einen regel-
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méssigen Kettenbruch dar, in welchem sich die rationale Zahl f(X) ent-
wickelt. In diesem Fall finden die Ungleichheiten 0 < xy; < #;,, X = (g}
fiar 2, = 0 und xyy < %y, fiir x; = x,, = 1 statt.

Gemiss den Vorigen ist das unendliche Produkt X, ... X, ... das
Symbol eines unendlichen Kettenbruches. Man nimmt ohne Beweis den
folgenden Satz an:wenn X, ein regelmissiger Kettenbruch ist und X,
n > 2, Kettenbriiche mit dem ersten Teilnenner positiver Zahlen sind,
natiirliche Kettenbriiche genannt, dann existiert

lim f(X;...X,)
Nn— 0
und ist gleich mit einer irrationalen Zahl &.

Im einzelnen, wenn X, = X, fiir alle Indizen #, dann ist das unen-
dliche Produkt X ... X ... eine unendliche Potenz, welche abgekiirzt
durch das Symbol X* bezeichnet wird. Gemiss dieser Bezeichnung stellt
der Ausdruck

(2) ABie,

wo A ein regelmissiger Kettenbruch und B ein natiirlicher Kettenbruch
ist, einen periodischen unendlichen regelmissigen Kettenbruch mit der
Vorperiode 4 und der Periode B dar (4 kann auch das leere Symbol sein ;
4 und B werden im allgemeinen nicht mit minimaler I,dnge angenom-
men).

Die Menge der ganzen Kettenbriiche bildet eine Gruppe I', welche
identisch mit der Faktorgruppe der Gruppe der Matrizen zweiten Grades.
mit ganzen Zahlen als Elementen und mit der Norm N(X) = %y %99 —
X1p%y; gleich —1 oder 1 im Bezug zum Zentrum ist ; die Menge der natiir-
lichen Kettenbriiche bildet eine Halbgruppe A, mit eindeutiger kanonischer
Zerlegung in ein Produkt von Primfaktoren [5]. Die Menge der endlichen
und unendlichen Kettenbriiche von vorher bildet ein Halbgrupoid in
welchem das Produkt XY nur dann definiert ist, wenn X cin endlicher
Kettenbruch ist.

Die vorgefiihrte matrixsche Bezeichnung, zam Teil auch in den Arbeiten
[3] — [5] angewendet, unterscheidet sich nur der Form nach, nicht auch
dem Inhalt nach, von der gewohnlichen in der Literatur verwendeten. In
dieser Richtung kann man z.B. einige Stellen aus der Arbeit [18] von
H. scHMIDT (. 174 und 180) und das Buch [12] von H. HASSE angeben.
Aus den Sprachen, — der Erscheinung nach nichtmatrixsche, welche man
aber leicht in die matrixsche {ibersetzen kann —, ist es wichtig, die von
B. DERASIMOVIC in einer Reihe von Arbeiten [6] — [10] u. a. verwendete,
zu erwihnen. Der Verfasser fithrt eine neue Symbolik ein[6] die aus ,,geordne~
ten Komplexen’ gebildet ist und die man in Matrizen iibersetzt und den
Operator ,,|” [7] welcher in den Ausdruck ,,.I.” {bersetzt wird wo ,,."”
der Operator der Multiplikation der Matrizen und

=[5 ]
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die partikuldre Matrix ist, deren Rolle in der Theorie der unimodularen
Matrizen hervorgehoben ist [13, S.18]. Die Problematik der Verbindung
zwischen dem Aspekt des Ausdruckes X und der Funktion f(X) der Ket-
tenbriiche ist von ¢, p. porpovicr in der Arbeit [16] untersucht worden.

2. Die Erhebung zur Potenz der Matrizen zweiten Grades. Die Aus-
rechnung der Potenzen B" der Periode B (2) ist nur eine der Anwendungen
«der HErhebung zur Potenz der Matrizen in der Theorie der Kettenbriiche.
Die Formel fiir die Potenzen der Matrizen beliebigen Grades wurde von
0. PERRON [14], v. LEHRER [17] und ¢. REISCHER-HAIMOVICI — V. TAMAS
[17] abgeleitet. Im Falle der Matrizen zweiten Grades wenigstens, — und
in der vorliegenden Arbeit interessieren uns nur diese und auch von diesen
nur die mit Norm —1 oder 1 —, kann man eine Formel auf einem viel
-einfacheren Weg ableiten als die allgemeinen, der bisher angefiihrten Auto-
remn.

Die Matrix (1) mit der Spur S(X) = x;; 4 %,, kann man in der
Form

2 (0 — bv av
2
3) X = ;
v é (u 4 bv)

schreiben, wo # = S(X) und v irgend ein gemeinsamer Teiler der Zahlen
Koo — X131, %5 uUnd %y ist (man kann v > 0 voraussetzen). Man hat die
Form (3) der Matrix (1) gewdhlt, weil sie zuginglicher in der Theorie
der arithmetischen quadratischen Formen und in der Theorie der Ket-
tenbriiche ist (siehe z.B. die Arbeiten [11, S.151], [13, S.80], [9] und [5]).
Weiter bezieht sich die Diskussion auf den Fall, wenn die Zahl D = b2 -+
-+ 4ac, genannt die Diskriminante der Matrix X, verschieden von einem
‘Quadrat ist. Der Matrix (3) kann man die Einheit

— —(u +v4/D)

2

der quadratischen Ordaunz der Diskriminante D assoziieren. Fs finden
die Gleichheiten S(s) = S(X) und N(s) = N(X) statt. Mehr noch als soviel.
Man priift durch Rechazn folgenden, im Grunde zu Lagrange gehorend,
und ganz von ILegandre behandelten Satz ([15, $.103], [138, S.85] und
[12, S.331—333]):

2.1. Die zyklisehe Grappe der Matvizen X", » ganz, ist izomorph
it dem der Einheiten &".

Die gestattete Figenschaft erlaubt eine beliebige Potenz

[g]

E]' (Z/t” I b’l)”) av

{4) X' = ,noz,

"
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der Matrix X, — die Ausdriicke

1 [n: 2]
.l i 2igyn—2ig 2% )i
v ;) Ciy .
1 tn—1):2]
p = 241y m—20—1920-+1 )i
v, = Z C2it1yn—2i 1)‘+D',
2n—1 1=0

anwendend, die man durch die Erhebung zur Potenz

S'n s % (%n 71— vn ’\/AD)

der Einheit ¢ erhalten hat, zu schreiben.

Cemiss der Rekurrenzrelation "+ = ¢"¢ erhilt man die einfacheren
Ausdriicke

w, = F, 1y (u, v, D) + tF, 4(u, v, D),
3 v, = I, (u, v, D),
wo t = — N(X) ist und
) [n: 2]
(5) ~ F,(», v, D) = D0 Citiyn—2—1yZDi g > 1,

20— 720

oder, wie man in [17] zeigt, noch F,(u, v, D) = F (u, t),
‘ [(n=1): 2]
(6) B (16,8)1 = D IR CF LLagn= 2100 Sl 5 1)
=0

welche die Rekturrenzrelation
Folu, t) =0, I'y(u, t) =1,
(©) | |
F(ut)=uF, , (ut) +tF,_, (u, 1), n =2,
erledigt.

~ Von dem bisher Festgelegten folgt, dass fiir die Potenz X", neben den
Formeln (4), (5) und (5"), noch die Formel

’7) Xn_|: xllF"‘(%’ t) + tFn—l(M) t) I men(M, t) ]
( N %1 I (0, 8) %goF, (w0, 1) -+ tF,_i(u, 1)

stattfindet, wo F,(u, t) die Formel (6) von Schwatt [17] beniitzend aus-
gerechnet wird. ‘
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In Verbindung mit der Erhebung zur Potenz der Matrizen zweiten
Grades mit N(X) = —1 oder 1 kann man einige Bemerkungen machen.
Jeder Matrix X kann man irgend eine natiirliche Zahl, gerade fiir N(X) =1
und ungerade fiir N(X) = —1, sowie eine Matrix (g) assoziieren, wo g eine
algebraische Zahl ist, bestimmt durch die Relation S((g)") = S(X). So
kann die Funktion F,(#, t) mit Hilfe der Funktion F,,(9, —1) ausgedriickt
werden. Diese Moglichkeit war von m. scEMIDT [19] und I, BERNSTEIN
[1] fiir den Fall der Matrix X = (a)(b) angewendet worden (die Bedeutung
der Buchstaben a und b ist aus den angefithrten Arbeiten ersichtlich), also
% = ab 4 2, wenn gq z«/ab. Ebenfalls, jeder Matrix X mit N(X) =1
kann man eine beliebige Zahl m und eine Matrix

0 1

YR El q
assoziieren, wo ¢ auf Grund der Relation S(Q™) = S(X) bestimmt wird.
So kann die Funktion F,(#, —1) durch die Funktion F,,(q, —1) aus-
gedriickt werden, m beliebig. Die beiden Verbindungsrelationen fiir m = 1
ergeben uns die einfachsten Matrizen, deren Potenzen die Funktion F,(u, f)

enthalten. Sie sind jedoch fiir m > 2 nicht mehr einfach, weil ¢ im allge-
meinen nicht mehr eine ganze Zahl ist.

3. Die Entwicklung in regehmiissigen Kettenbrueh der reellen quad-
ratischen Zahlen. Die Verbindung der Matrizen (3) mit den arithmetischen
quadratischen Formen und den regelmissigen Kettenbriichen (2), in die
sich die reellen quadratischen Zahlen & entwickeln, ist bekannt. In dieser
Hinsicht kan man z.B. die entsprechenden Stellen in den Biichern von
prricurer [11, $.189], scmorz [20, S.105], massy [12, $.331 —333]
und w~E1ss [13, $.95—102] erwdhnen. Diese Verbindung wurde aber erst
von B. DERASIMOVIC (siche vor allem [9] den Auszug) génzlich gekldrt.
Der Satz von B. Derasimovic, i einer dquivalenten Formulierung, kann
man in folgender Weise aussprechen :

3.1. Zwischen der Menge der Matrizen dev Form X ~ ABA-Y (3) und
der Menge der veellen quadratischem Zahlen

(8) g +2¢Z«/D

« = sgnu, gibt es eine eineindeutige Kovvespondenz und der ewmtisprechende
regelmissige Kettenbruch kann in der Form (2) geschvieben werden.

Der Satzist dquivalent mit einem der folgenden Sitze: der von LAGRANGE
[16, $.73—74] in Bezug auf die Periodizitdt der regelmissigen Ketten-
briiche, in denen sich die reellen quadratischen Zahlen entwickeln; der
von gauss [11, S. 178, 8. 190] iiber, die Endlichkeit der Xlassen der
arithmetischen quadratischen Formen positiver Diskriminante; der von
pIRICHLET ([20, S. 111] und [2, S. 152]) {iber die Existenz der der von
1 und —1 verschiedenen Einheiten ¢ in den reellen quadratischen Korpern,
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wenn man gleichzeitig auch den Satz der Existenz der Zerlegung der Form
X ~ ABA-! der Matrix X verwendet, so dass A ein regelmdssiger Ket-
tenbruch und B ein natiirlicher Kettenbruch sei (unabhingige Beweise
von der Theorie der arithmetischen quadratischen Formen und der
(unendlichen) Kettenbriiche wurden in den Arbeiten [13], [4] und [5]
gegeben). Der Beweis des Satzes, den B. Derasimovic gegeben hat,
stittzt sich auf den Satz von Lagrange. An dieser Stelle wird ein Beweis
gegeben, der die Existenz der Binheit ¢ und die Zerlegung X ~ ABA-?
verwendet. Die Niitzlichkeit eines solchen Beweises ist nicht nur eine
theoretische, sonder auch eine praktische, der die Aussprache folgenden
Frgebnisses erlaubt:

3.9. Die reellen quadratischen Zahlen konmen in einen rvegelmdssigen
Kettenbruch mit Hilfe der Tafel der Einheiten [2, S. 553] und der Reduk-
tionstafel der Matrizen X [5] (stehe auch [4]) entwickelt werden.

Jede Matrix X (3) mit der Diskriminante D > 0, D verschieden von
einem Quadrat, kann in der Form X ~ ABA-1 geschrieben werden. So
ist die eineindeutige Korrespondenz swischen den reellen quadratischen
Zahlen (8) und den Matrizen X (3) gezeigt. Erhebt man X zur n-ten Potenz,
erhilt man die Matrix X* (4). Gleichzeitig ist X" = AB"A~t. Wenn man
heriicksichtigt, dass sich aus ul — Dv? = 4N (X")

lim " = a@

n—00 Uy

ergibt, kann man die Reihe der Gleichheiten

£ — lim f(AB") = lim f(AB*A~1) =1 +2a«/5
n—+0 #— 0 a
schreiben, welche durch nachrechnen {ibarpriifbar ist, und, folglich £ ent-
wickelt sich in einen regelméssigen Kettenbruch (2), assozilert sich die
Matrix X (3) zu und hat die Form (8).

4. Die Entwieklung in einen regelmissigen Ketitenbrueh der ganzen
Teellen quaﬂratisahlan Zahlen. Die ganzen reellen quadratischen Zahlen
charakterisieren sich durch eine charakteristische Form des entsprechenden
regelméssigen Kettenbruches. Unter den Satzen, die sich mit dem stu-
dierten Problem verbinden kann man in erster Reihe den von GALOIS
[16, S. 83] erwihnen, im Beztg auf die Verbindung des regelmdssigen
Kettenbruches der konjugierten reellen quadratischen Zahl % mit
dem regelmissigen Kettenbruch von £. Ebenfalls muss der Satz von
LEGENDRE [16, S. 87] erwihnt werden, in Bezug auf die Form des regel-
miéssigen Kettenbruches der Zahl /D, D ganz. Der Satz von Galois wurde
von SERRET [16, S. 85] und von B. pErRASIMOVIC [10] verallgemeinert.
Der Satz von Legendre wurde von H, SCHMIDT [18] fiir die ganzen qua-
dratischen Zahlen (8) mit « = 1' verallgemeinert. Die beiden Sitze zusam-
men erlauben, die Form der ganzen reellen quadratischen Zahlen (8) mit
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« = —1, festzulegen, Das Model fiir die matrixsche Losung des Problems
der Bestimmung der Form des regelmissigen Kettenbruches, in welchen
sich die ganzen reellen quadratischen Zahlen E entwickeln, auf Grund des
Satzes 3.1., bildet der von B. Derasimovié gegebene Aufbau, der die reel-
len quadratischen Zahlen &, welche die Gleichung s&2 — 7 = 0, beziehungs-
weise 4st2 — 4sE - (s —7) =0, erledigen, 4[9, S. 277—279], angenom-
men hat. Man unterscheidet zwei Schritte der Entwicklung : die kanonische
Zerlegnng [5] der Matrix XI, die der reellen quadratischen Zahl £ assoziiert
ist durch die Einheit s, und die Reduktion der Matrix XI. Bei dem zweiten
Schritt kann man die Reduktionstafel [5] (siehe auch [4]) verwenden.
In dieser Stelle, weil cine ganze Kategorie von Kettenbriichen gegeben
ist, ist es einfacher, die beiden Schritte nicht zu trennen, sondern sie kom-
biniert anzuwenden.

i Es'soll am Anfang # > 0. Fur b = 0 mod 2 bestimmt man direkt
fiir die IMatrix X (3), wo jetzt @ = 1 annimmt, eine Zerlegung der Form

<~ (2o B

wO

S# =
1
2 4

ein natitrlicher Kettenbruch ist, welcher der Halbgruppe A[S] angehort
jedwelcher der Wert von D = 0 mod 4 wire. Weil v # 0, folg]t, dg.ss S*
wenigstens zwei Primfaktoren hat, also S5* = (g¥)S(¢g*), wo S auch das
lcere Symbol sein kann, und, folglich

b b -1
X ~ |2 ® ¥ [ 2 4L g%
(3 +¢*) 5204 (5 7"
Fir b = 1 mod 2 findet die Gleichheit

X ~ (F o st 5=

2
statt, wo
v “w —v
2
SRS
% —v Dy —2u+v
2 4

.4 -— L'analyse numérique et la théorie de 1'approximation — Tome 8, No. 2, 1979
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mit Ausnahme des Falles D = 5, wenn S* = E, ecine der Hélbgruppe A

angehérende Matrix ist, fiir jede D = 1 mod 4. So, wie vorher, erthélt man
1 b1 1

X~ (g Ser + D5+ )7 e 20

Als Schlussfolgerung ergibt sich der Satz von Legendre, welchen, in
der Verallgemeinerung von H., SCHMIDT [18 S. 176], man folgendermassen
formulieren kann:

41. Ly jede ganze reelle quadmtische Zahl
1 4=
&= (b +4/D)

der vegelmdssige Kettenbruch hat die Vorperiode “(wicht unbedingt die Kiir-

zeste) aus eimem eimzigen Teilnenner (by) gebildet, wo

1
by = P ®+ 9,
b =g mod 2, und die Periode ist von der Form
B = 5(9),

wo S ein symmetrischer Kettenbruch oder das leeve Symbol ist.
Die Symmetrie bedeutet S = S*, wo v das Symbol der Transposition

der Matrizen ist.
Es sei jetzt 4 < 0. Man kann

X(u < 0) ~ X2 (> 0) ~ (bo)I(g)S[(Bo)I]?

schreiben.

Die Aquivalenz, (¢))I(g")(¢"") ~ (¢’ —q¢"'" — 1)(1){(¢’"" — 1) beniitzend,
und mit p die zyklische Permutation der Faktoren [5] bezeichnend, kann
man folgenden Satz formulieren, welcher in dem von B. DERASIMOVIC
[10] verallgemeinerten Satz von Galois enthalten ist:

4.2. Liir jede ganze veelle quadratische Zahl

E=16 D)

der entsprechende vegelmdssige Keltenbruch hat® die Vorperiode aus zwer,

(b0)(By), beziehungswerse drei, (b,)(1)(b,), Faktoren gebildet, wo

1
Bol= = (b —g+ 2

it g + 1 fiir B = (1) oder B = (1)(g),
g {q2+ 1 fir B = S(g), S = (1)(g2) - -,

b-:{q—lfurBz(q),QZZ,
B YVgr o Wi B'E"S(@))S'E (@) -0 @ 2 2,

und die Periode ist der Form B°, bezichungsweise BP.
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5. Die Bestimmung aller ganzen reellen gquadratischen Zahlen mit

positiver Differente, £ > ¢, fiir den der symmetrische Teil S des regel~
miissigen Kettenbruches gemeinsam ist. Man schreibt

s s
S:[ . :I,
s Ss

und fiir die Matrix X ~ (by)S(¢)(by)~! erhilt man die Ausdriicke

s s+ 59
0=
() SISty
o [—bos2 + s + su9 NS, ]
—bgss + boseq + 59 S+ DSy

von wo, in Betracht ziehend, dass die Verbmdung Xpo — %yq = bs, erledigt
ist, die Kongruenz : ,

— b3S, + boSeg + S3 + 5¢ = 53 + s¢ = 0 mod s,

zu dberpriifen bleibt.

Man multipliziert die letzte Kongruenz mit sN(S), welches eine zu
s, relative Primzahl ist, und, in betracht ziehend, dass s* = N(S) mod
sa, folgt

$1SN(S) — ¢ =0 mod s,.
Die Diskriminante D wird aus dem Produkt S(g) bestimmt :
s3D = (2s + 549)* + 4sy(sy -+ s9).

Folglich ergibt sich die Eigenschaft, gekannt schon von Euler, wie-
derentdeckt von mMuir und K. E. HOFFMANN [16, p. 98], welche, in der
Verallgemeinerung von #, scaminpT [18] folgendermassen formuliert
werden kann:

5.. Jede ganze reelle quadratische Zahl & wiit positiver Differente, &> E, -
deren regelmdssiger Kettenbruch durch den Satz 4.1. bestimmi ist, fiir S fix,
ist durch folgende Werte charakterisiert :

(9) g = N(S)ssy “f msy,
wo m so gewdhlt wivd, dass die Ungleichheit q > 1 erfiillt wird, wund
(10) D = ¢2 4 4AN(S)ss; - ms,.

6. Die Bedeutung der Konstruktion von H. Schmidt. Die Buchsta-
ben a und b werden in-den Folgenden gemdss der Arbeiten [19] und [1]
beniitzt. Am Anfang werden in der matrixschen Sprache die beiden Sitze
von H. Schmidt und I. Bernstein wiedergegehen.



164 _ ERNEST DANI 10

Im Falle
S = (a)"

gemdss der Formel (7), wenn man die Relation (6') in Betracht zieht,
erhdlt man

Fn—l(a'J 1) Fn(ar 1)
S:{mmn mﬂwn]

und folglich kann man in den Formeln (9) und (10) die Elemente s,,
s und s, durch die entsprechende Ausdriicke

sy=F, i@, 1), s=F (a1), sy=F,al)

ersetzen, und es ergibt sich der Satz 8 von . scaMIDT [18, S. 184). Dieser
Satz wurde von I, BERNSTEIN, auf eine andere Weise, nochmals bewiesen

{1].
Fir
S = Si(a), Si= (a)(d),
erhdlt man in gleicher Weise
o [bF”(ab + 2, —1) Fpiab 4+ 2, —1) — F,(ab + 2, ——1)]
ia) = F,iiab -2, —1) — F (ab + 2, —1) aly q1(ab + 2, —1)
also
s, = bF, (ab 4+ 2, —1),
s = F,(ab + 2, —1) — F,(ab + 2, —1)
sp = aF,4(ab + 2, —1).

In Betracht ziehend, dass fir T = (JEE) man
| 1 ab
e
NJab  ab 41
erhilt, folglich

]m”__[zgn_l(Jﬁz,1)
Fa,(fab, 1) Fan(yab, 1)

[FAM—%Z—J)—IQAWb+2,—U JabF ,(ab -+ 2, _n}
| JabF, (b + 2, —1) Fypalab + 2, —1) — F,(ab 42, —1)

F,(ab, 1)]
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also
Fo(yab, 1) = yJabF ,(ab + 2, —1),
Funo(yab, 1) = F,(ab + 2, —1) — F,4(ab -2, —1).

So konnen die Elemente s,, s und s, auch in der Form

= FaB, ),
s = FZM-I»I(\/[EJ 1);

Sy = \/% F2"+2(J;l3, 1))

geschrieben werden, und, mijt den Formeln (9) und (10) ersetzt, ergibt sich
der zweite Satz von L. BERNSTEIN [1]. :

1. scaMipT, den Satz von 1. Bernstein nochmals beweisend, hat
gezeigt, dass die Bedingung, b dividiert a, nicht wesentlich ist [19]. Gleich-
zeitig hat er die Tatsache unterstrichen, dass man beide Sitze in gleicher
Weise erhalten kann, auf Grund des Satzes 6 der Arbeit [18], welcher in
der vorliegenden Arbeit durch die Eigenschaft 5.1. gezeigt ist.

Die matrixsche Bezeichnung der Kettenbriiche zeigt, dass die beiden
Sitze nichts anderes als die Losungen von zwei partikuldren Problemen

‘sind, durch die Konstruktion von H. Schmidt gelost, deren eigentliche

Bedeutung in der Losung, — auf CGrund der Sitze 4.1. und'5.1., durch
die Formel des Erhebung zur Potenz der Matrizen (7) —, folgenden all-
gemeinen Problems entsteht:

6.1. Man soll die ganzen recllen quadratischen Zahlen mit positiver

Differente bestimmen, & > ¢, fiir welche der symmetrische Teil der Periode
des regelmissigen Kettenbruches von dey Form

(11) S = TISH
i=1

ist.

Aus allen Schreibweisen der Form (11) einer Matrix S sucht man die,
fiir welche die Exponenten # die moglichst grossten sind. So in den be-
trachteten Fille von H. Schmidt und L. Bernstein kann man S, = (a),
7 — 1, beziehungsweise S, = (a)(b), #, =n, S, = (a), ¥ =2, nehmen.

Wir betrachten ein anderes Beispiel als das vorige.

Es sei S; = (¢)(f)(e), » = 1. Man kann

f o efabul
5“=[44.1ev+2e
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schreiben, und
SFu(u, 1) + Fpa(, 1) (ef 1) Fy(u, 1) ]
T [ {ef + 1) Fyw 1) Fypa(w, 1) = Fy(w, 1)
wo u = ¢2f + 2¢ 4 f, also die gesuchte ganze  reelle quadratische Zahl,

deren regelméssiger Kettenbruch der Form 4 = (b,), B = S(g) ist, gemdss
der Konstruktion von H. Schmidt, von der Form

= (6 + D),

sein wird, wo
b P Zb() o f],
D = g% + 4N(S)(fF,(u, 1) 4+ F,_1(u, 1))* + 4m_(6f+ L E(u, 1)

)

g = NES)ef + DEF,(w, DUF, (6 1)+ Fomalw, 1) +
41 1W(F"_i_1(%, 1)' £ 'UF”A]_(M, 1)) ‘ »
Z.'B.-v‘f"r e: 1,‘ e 2, m ::2, b, = '1, m = 0, kann man # = 6, _FO' X
=;0,F1:;ﬁ,Fz:=6TP3;=37,q::534sdnaban,undfmghdlb::-23;
D = 55432, also !

5 £ =1 — 116 4 /13858, |
Der regelmissige Kettenbruch hat die Vorperiode (1) und die Periode
(1)(2)(1)(1)(2)(1)(234), was durch Rechnen iberpriift wird. Glelchze1t1g,
gemiss ‘dem ' Satz 4.2.,. ergibt ' sich, jdass die konjugierte ganze reelle

quadratische Zahl el k™

Lt - _._JT'TL\'!

L 116 U188 T o T

die Vorperiode (-—234)(3) und die Periode (1)(1)(.2)(1)(234)('1)(2)" hat.

Es ist klar, dass dieses Ergebniss mit denen, die durch die Sa_tze von
H. Schmidt und I,. Bernstein bestimmt wurden, analog ist. Weil solche
Ergebnisse in unendlicher Art und Weise abgeleitet werden kénnen, ist es
nicht der Fall, dass man einen neuen Satz aufstellt. Hervorzuheben ist
nur, dass die Konstruktion von H. Schmidt angewen(_iet werden kann,
welches immer .die konkrete Form der Matrix (11) sei.
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