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l. Notations

I

I

ì

soit ,I un intervalle borné de R et u rLîe fonction-poids sur .r, c'est

a dire 
-une 

fonction mesurable, réelle, bornée et presque partout st¡icte-
ment positive su¡ 1'

on pose LIV): {Íl.f .ue L,(I)} muni de la structure hilbertienne
évidente.

On désigne pat H.l'espace des polynômes de degré au plus ø' Pour

f e L'z,(I) on note dr1s¡U, H,): ,t$,llÍ - Pllrü;.

on désigne par s l'espace_ des suites (ø,) qti érifient: pouf tout entier

1 la suite (n/ø,) tenð' vers 0'

on dira qlre w est une bonne (.\esp. l''tauvaise) fonction-poids sur

-I si la propri^été suivante est vraie (Resp' fausse) :

pour / e L|,(I), 1es deux conditions suivantes sont équivalentes-:

(i) / est égale presque partout à une fonction de C-(^I)'

(íi) (dL,,V) (/, ff,))".ne S.

2. Conditions sullisantes pour qtrc w soit une bonne fonction-poids

lgrurup 7. S'il existc trois constantes N, C, &, telles que, þour tout

n > Ñ et þour tout P = H, on ait:

llPll¿.r¡r 4 C n"llPllr.s¡,

al,ors w csl une bo,nne Íonction-þoids sur I.
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Démonstràtion. (i) > (ii). I,'hyþothèse (i) entraine d'après
existe une suite de Ì polyflômes (R,), telle qtle Ro = H, et

(ll,f - R,llr'1r¡),=n e S.

'On a alors

d"t*s¡(Í, ã,) < llï - R,,)*ll'rrr ( CrllÍ - R,ll",1r¡,

ce qui implique la condition (ii).

_ - (ii).+ (i). Réciproquement, soit / vérifiant la condition (ii). Soit {P,}la famille des polynômes orthonormaux de Ll(I). Nous pouíons écìire-l
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3. Rósultats préliminaires

r,ÐMME 3 (l5l page 182). Soit I un inteyuøl,le bo.rné d.e longueor,r l.
Pouy tout P e Hn on a. :

llPll¿-to a ¿- z (" ! t) llPllr,l¡¡.

T,EMME 4. (Con,;equénce immédiate de f inégalité ,de Markov) (t4]
p. lal). Soit I un intarualle borné cle longote,wr l. Pour towt P e IIn on ø

llP'll¿-r¡l 4 2L-tnz llPl|*rt¡.
T,EMME 5. Soit I un'interuølle boyné cle longueur I, et ø e L Pour tout

.P e H,, on ø:

llPll.-(4 { 2t-t (n * l)'ll@ - a) Pllpst.

Démcnstrøtiott. Poron; Q@) : (x - ø) P(x). Pour tout x =7, il
'existe c e I te1 que Q@):Q@) -f @ - o) Q'þ), c'est à dire P(x)::Q'þ), donc jjPtlps.( ll2'i|..-r¡r. I1 suffit alors d'appliquer 1e lemme 4.

r,E\{MÐ 0. (t3l p 43). Stit I wto,inteyualle borné, k> 1, et I(h,) l'inter-
aølle obtenw à þørtir d,e [ þøv une komotkétie d,e centre le milieu d,e I et
.d.e røþþort lt. P¿w, to¡.t! P e H n on ø :

llpil¡._r¡r¿r), * (, n gr, _ t¡1)" llpll¿_rn.

.zr. Ðtude de u,

pRoposrTloN 1. ø, ast utoe bonne fonction-þoid,s sur I = l0,7lrl.
D:ítncnstrøtioz. N.ru; a1lons démontrer qÍe Ia condition suffisante

du letnm: I est réalisé:.

Potrr A e N* po;ons 1,,- [1/(A + 1)rr, llhrl.
Si ø e lhn,'(h. 1- 1)"1 ncrli avons' 'l
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[1] qu'il
que

æ

(dans zfr(I))

et

(d,t 
ç,¡ 

(-f , H,)),=,* : ((Ð I o,l')å),=* = ,,

ce'qui est équivalent à dire que (a,),=¡ = S.

I,'hypothèse du l-emme et f inéga1ité de Markov rnontrent donc que les

séries I a,Plfl sont normalement convergentes sur 1 pour tout entier É.

co

Ira sérieDonPn converge donc uniformément sur 1 vers une fonction
0

g e C*(I) et il est clair clue f: g presque partout.

T,EMME 2. Powr que u 'soit une bonne foncti,on-þoid.s sur I, il suffit
qu"il existe un þolyruom,e P #0 tel que þour þresqwe toul x d.ans I on
øit lP(x)l 4 u(x).

Démonstration. D'après [2] 1'hypobhèse de cc lcmmc implique f inéga-
lité du lemmc l.

Nous allons'maint'enant' considé:er deux fonctions:poids particulières
qui ne vérifient pas la condition suffisante du lemme 2:

, ur(x) - lsin (ø-1)l sur [0, ¡-1];

wr(x) : svp 1-
2

Ire but de cet article est de démontrer qíe '¿p)L est une bonne fonc-
-tion-poids et que w, est une mauvaise fonction-poids, ce qui montrera
en particulier que la condition suffisante du lemme 2 n'est pas néces-
salfe.

16r-a (x - hn)z (* - (h f 1),r), ( sinzø,

donc pour x eI,,:

16rc-a (x-' - kn)z (x-r - (h + 1)r), ( sinz(llx) : (ar(x))z,

donc l6(nx)-a$ - hæx)z (1 - (A t \nx)z 4 (wr(x))'z

et come x > ll$. t 1)t,

ØnPn

æ

D
0

f :D (f , P,) P,:
0

sur [-1, +1]
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(r - h.nx)2 (1 - (A | 7)nx)216(A + l)¿ ( (z'(ø))'?'

Posons Qr@) : 4æ2k (h' + 1)'(ø - (1/Þæ)) (x - (rl(h * 1)"))'

SiPeH,(n>3):
llPÇ¡llr,'1r.r ( llPllrå,r¡¡l ( llPll"i,rrr.

I,a longueur de Io est (,t(Ë * l)tt)-t donc, d'après le lemrne 3

,,pqoll,ærr.r < (, + 3) (tì(h + 1)?')+llPQnll',vrr

Il vient alors en utilisant le lemme 5

'¡pllræ..) 

< (, + 3)s /rrtr"rÆ1å + 1)-'/'llPll';,vt'

en supposant å ( n2, orr en déduit:

¡¡Pllræ1r¡) { Crn, llPllr¿,('¡

et

llPlltøs ¡n r,r¡,¡ ( C, n' llP llt",,vl'

En utilisant le lemme 6 avec k : (n, I l)l(n'z - l) et en remarquant
que pour n 2 3, (h + (tx'- l)rlr;" ( e2, on obtient:

llPll¿-ro, r¡n¡ < Cr n? llPllrl,vt'

c'est à dire f inégalité du lemme 1. rz, est donc une bonne fonction-poids
sur [0, l/n].

5. Étude de u,

pRoposrTrow 2'urcst une møuaøise fonctiowþoid's sur I : l- l, +ll'-
Démonstrøtion. Considérons f intégrale

Sur [0, 1] 1e maximum d'e x-4 exp (-y-') est atteint potlr Í : ll"f' et

ii"t'i ij'-.-ur- calcul facile montre alors que:

u, 4 nrl' exp (-nrtz¡ <2 ""P( i"t''),

U, ( (1 - lx-Ltz)zn < exp (-2 n't'¡
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,et donc U(3 exP

Par ailleurs, nous avons :

+1

- 
7 

,¡rtz
q

2(J : \ r*-' - Pr,-r(x)l' "xP 
(-x-z)tlx,

-1

rl
I

On peut écrire (J : (Jt f U, avec U1 : TT-vi 
-

,oi P2n-2 est un pofynôme d'e degré 2n - 2'

Doo. d"lr,ur(x-', Hr,-r) ( 6'" 
""P ( I "''')'

'et dt",u\(*-'' H") < $rlz s¡p (-nLt'14\f2)'

cette d.ernière expression est le terme sénéral d.'une suite de s et cepen-

dant la fonction x-- x-z n'est pas c8ntinue' ut2 n'est donc pas un bon

poids sur [-1, +1]'
Ho est tn "rp"å" 

dc dimension, finie' Donc' pottr tout ø' il existe

:uil.e constante it lr'r) ielle que pour tout P e H' on ait

llPll¿-t¡r < K(n) llPllr;,1'¡'

Nous allons d-onner quelques précisions su I((n):

pn.oposrrroN 3' It existe d'eux constøntes þositiues Cn et Cu telles

.que þour n> I:

Cn exp ((n - l)1rz I 2^lr) < I{(n) 1Cu n exp

Démonstration. M øjorøtion d'e K(n)'

l,{ous avons en posanl In : l-1, -n-21 ¿ ln-t' l)

llPll.;,rr,r < llPllr¿.r'r

U- (l - xz)zra-¡ exP (-x-z)d'x'
0

(i*)

n-Ll'

I
0 n-r l¿
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et en minorant u)z s17t In

llpll¿,rr"r < exp (i *) lìpll,j,1,¡.

Le lemme 6 montre alors que pottt P e H,,

llPllr.lr¡ ç CullPll¿-1¡,¡'

Or d'après le lemme 3

llpllre"lr,,¡ < (n 1- 1)(1 - n-',)-I llPllrrr,r @> 1)

au total:

llPll¿-rrr 4 ct n ,I "'¡1P11", 
,,,,'

M'inorat'ion de K(n).

Un calcul analogue à celui de la proposition 2 montre qüe poúr
n> l, on a:

+1

\ tt - xz)zie-r-, d.x 14 exp (-nL!,)

et ll(1 - xz)nllz-rtt:1, donc K(2n)= 1"*p (|"''),

par suite K(n) < Ca exp ((n - t\trz¡2^lÐ

6. Résultats sur les polynomes orthonormaux de L?,,Q)

D'après les calculs ci-d-essus, il existe une constante Crn telle que le
polynômè Pr,(r) : C"^(l - x')" vérifie

I

llPr,llt',,ut : l' et Cr, = Pr*(O) > !t*P ("1\'

Désignons par {Q¡} la base orthonormale de polynômes ae fi,,1t¡'

Nous avons ([5] p. 1Bi) :

2f

(1/4) exp (2nrrz¡ ( lP,,(0)l' < Ð l0'{O)l',

donc pour des raisons de Parité:

(1/4) exp (2ntr2) 4 D l?,'(o)l'
¡':0
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Parmi le d'indice P-air entre 0 et 2n" il
vl" " ¿ nofme uniforme est supérieure à

(1/2) exp
Par 49, en tenant compte de la parité'

(I/4) exp (Zn'l') * i 
'q,(o)l': 

(A,n+,)-'?í,+,(0) Q,^(0),

otì 1a constante Az,+t vérifie Arn+r 2 1' Par suite:
2n

A,n+,f, l?,{o)l' <, lQL"*'(0)l' + l?'(0)l')'

11 en résulte en utilisant f inégalité de Markov Bernstein que :

2n-z
,q,,r,'1i10,(0)1, 

" f,tQ;,*Jg)l' < ll2)(2n I ryllQ,,+llL2t*(t\,

donc 
i:0 

lQr,¡ll¡-1r¡ > 2 L Qn | 1)-r "*n(p- ')+)
Avec les notations précédentes, tln calcul explicite sur ordinateur'

donne les résultats suivants:

ll0ol -"" ,n:2,37 ll?rll¿-t¡l : 2'Bl ll0zll¿-t¡l : 8'64

ll?rll.*1r¡ : 4,76 ll?¡ll¿-t¡r :23'B ll?sll¿-t¡r - B'74

ll?*llr.1r¡ : 57,7 ll?zll¿-r¡r : 17 '9 ll?'ll'*('t: 129

ll0ell¿,t¡r :35,4 ll0'ollt-1'¡ :276 ll?"ll'- u): 67

ll?rzll¿.r¡r : 696 llOrell¿-r¡l : 111'

On rappelle à titre de comparaison que 1es polynômes de Legendre nor-

malisés vérifient pour i 2 0: llL)lr-(-l, +1) 
: 

(O * I)'
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