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1. Notations

Soit I un intervalle borné de R et w une fonction-poids sur I, c’est
4 dire une fonction mesurable, réelle, bornée et presque partout stricte-
ment positive sur 1.

On pose L:(I) = {f|f - we L¥I)} muni de la structure hilbertienne

évidente.
On désigne par H, l'espace des polyndmes de degré au plus #. Pour

S L3(1) on note dy(f, Hy) = Tnf |If — Pl

On désigne par S I'espace des suites (a,) qui vérifient : pour tout entier
p la suite (#?a,) tend vers 0.

On dira que ®» est une bonne (Resp. mauvaise) fonction-poids sur
I si la propriété suivante est vraie (Resp. fausse) :

Pour f < L%(I), les deux conditions suivantes sont équivalentes™
(i) f est égale presque partout a une fonction de C*(I).

(11) (dL;(l)(fJ Hn)),,ene St
9, Conditions suffisantes pour que w soit une honne fonction-poids

1EMME 1. S’il existe lrois comsianies N, C, a, telles que, pour lout
n > N e pour tout P  H,, on ait:

”P”LOO(I) < cna”P”L:)(])’

alors w est ume bonme fonction-poids sur I.



170 e ' P. GOETGHELUCK 9

' " Démonstration. (i) '= (ii). I’hypotheése (i) entraine d’aprés [1] qu'il
existe une suite de! polyhomes ''(R,), telle que R, € H, et que
(f = Rullew),ex = S

On a alors

L’ (I)(f H ) S ”(f_ Rn)w“Lzu) < Cl”f— Rﬂ”LI(I)J
ce qui implique la condition (ii).

(ii) = (i). Réciproquement, soit f vérifiant la condition (ii). Soit {P,}
la famille des polynémes orthonormaux de L2%(I). Nous 'pouvons écrire !

F=3U ) Pu= D @b, (dans I30)

et

CETA S () STPR o )

ce qui est équivalent a dire que (a,)n=x = S.
I’hypothése du lemme et linégalité de Markov montrent donc que les
o0

séries ) a, P sont normalement convergentes sur I pour tout entier .
5 ;

0
La série ) ,a,P, converge donc uniformément sur I vers une fonction

0
g = C®(I) et il est clair que f = g presque partout.

LEMME 2. Pour que w 'sott une bonne fonciion jﬁozds sur I, il suffit
qu’tl existe un polynome P 520 tel que pour presque tout x dans T on
att |P{x)| < w(x). ; :

Démonstration., D’ apres [2] lhypothese de ce lemme 1mp11que I'inéga-
lité du- lémme 1. :

Nous allons maintenant considérer deux fonctior;s—‘poids particuliéres
qui ne vérifient pas la condition suffisante du lemme 2:

w, (%) = [sin, (x71)] sur [0, m=~1];
Wy(x) = exp(— % x—2) sur [—1, 411].

Le but de cet article est de démontrer que w, est une bonne fonc-
‘tion-poids et que w, est une mauvaise fonction-poids, ce qui montrera
en particulier que la condition suffisante du lemme 2 n’est pas néces-
saire.
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3. Résultats préliminaires

LEMME 3. ([5] page 182). Soit I wun intervalle borné de longueur 1.
Pour tout P =« H, on a:

1
”P”LOO(I) < Z—E (% _'_ 1) ”P”Ln(‘j)'

LEMME 4. (Consequénce immédiate de I'inégalité de Markov) ([4]
p. 141). Sout I un intervalle borné de longueur I. Pour tout P < H, on a

1P Ml ooy < 207402 1P| peo -

LEMME 5. Sozt I un intervalle borné de longueur | et a < I. Pour tout
PeH, on a.

”P”IOO[ < 20- l(n+ ) ]](x—a) P”LOOI
Iy = N

Démonstration. Posons Qx) = (¥ -— a) P(x). Pour tout x < T, i

existe ¢ e I tel que Q{x) = Qa) + (x — a) Q'(c), c'est & dire P(x) =

= ('(¢), donc 1Py < 1270, oy Ll suffit aloro d’appliquer le lemme 4.

LEMME 6. ([3] p. 43). Soit I un intervalle borné, h > 1, et I(h) Uinter-
valle obtenu a partiv de 1 bpar wune homothétie de centre le miliew de I et

de rapport . Powr tout P = H, on a:

1\»
1Pl eoq (h e — 1)2) 1Pl o -

4. Etude de w,

PROPOSITION 1. w, est une bonne fonciton-poids sur I = [0, 1/x].

Démonstration. Nous allons démontrer que la condition suffisante
du lemmz= 1 est réalisée.

Pour & e N* posons I, = [1/(k  )x, 1/kx].
Si % e [kn, (k + 1)m] nous avons : ;
16r=% (x — kn)?(x — (B + 1)m)? < sin®x,
don¢ pour x < I,:
16r~% (x~1 — kr)2(x~t — (R - )n)? < sin?(1/x) = (w,(x))?,
donc 16(mx)~% (1 — krx)2 (1 — (B -+ Dnx)? < (wy(x))?
et come x = l/(k + U=,
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(1 — krx)2 (1 — (k4 Lmx)? 16(k + 1)* < (w4(%))*.
Posons Q,(x) = 4k (k + 1) (v — (1/km)) (v — (1/(k + 1)m)).
Si PeH, (n2>3):
”PQA“L’(I,) < ”P“L:}‘(Ik) < ”P”L,’Ul(l)’
La longueur de I, est (k(k + 1)m)=* donc, d'apres le lemme 3

1
IPQal oz < (n 4 3) (k(k + 1)m)2 [ POyl
Il vient alors en utilisant le lemme 5

”P”qu‘b)< (n + 3) k3Briis(h 4 1)—1/2“P||L;‘(1),

en supposant & < #2, on en déduit:
”P”qu") < C2n7 “P”L"UI(I)
et

IPloogp, 1my < Ca 1P Nes 1y

En utilisant le lemme 6 avec h = (#? + 1)/(#* — 1) et en remarquant
que pour # > 3, (h+4 (B* — 1)}*)* < &, on obtient :

[Pl oo, 1jmy < Can? ”P”L’w‘(l)’

c’est & dire Vinégalité du lemme 1. w; est donc une bonne fonction-poids-
sur [0, 1/=].

5. Etude de w,

PROPOSITION 2. W, est une mauvaise fonction-poids sur I = [—1, +1].
Démonstration. Considérons l'intégrale

1
U = S (1 — x3)#"x=4 exp (—x~2)dx.
0
n—1t 1
On peut écrire U = U, + U, avec U, = g I Ugl= S .

0 n—l*
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Sur [0, 1] le maximum de x~* exp (—x~2) est atteint pour x = I/JQ- et
vaut 4 e-2. Un calcul facile montre alors que:

U, < n?f* exp (—#1'2) <2 exp(——%nm),
UZ < (1 = %_1’2)2” < exp (_2 n1!2)

et donc U <3 exp(—%nllz].

Par ailleurs, nous avons:

41
20 = { 5= — Paa(A)l* exp (=),

-1

oit P,, , est un polyndme de degré 2n — 2.

: 1
Donc dngu ol® % H,, ) < 6% exp (—— 5 n”z].

et da (%2 H,) < 67 exp (—n”%l«‘/f).

Ly, (D
Cette derniére expression est le terme général d’une suite de S et cepen-
dant la fonction x — x~2 n’est pas continue. w?® n’est donc pas un bon
poids sur [—1, +17.

H, est un espace de dimension finie. Donc, pour tout #, il existe
ane constante K(n) telle que pour tout P = H, on ait

”P”Loo(l) < K(n') ”P”Lz,’(l)'

Nous allons donner quelques précisions sur K(n):

PROPOSITION 3. Il existe deux comstantes positives Cy et Cy telles
que pour n > 1:

= 5 1
C, exp ((n— 112 | 24/2) < K(w) <Cs n exp(gn“)‘
Démonstration. Majoration de K(n).
Nous avons en posant I, = [—1, —n-21 U [»3, 1]

”P”L:u,(lﬂ) < “P”L:‘.(l)
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et en minorant w, sur I,:
1 i
1Pl < exp (5 ) IPIL3
Te lemme 6 montre alors que pour P  H,
”P||L°°(I) < C6“P||L°°(1,,)'
Or d’aprés le lemme 3
. .
1P,y < (4 (1 — 2727 Z || Pl (n> 1)
au total:
l 4
1Py < Co 2 €27 1Pliga
Minoration de K(n).

Un calcul analogue & celui de la proposition 2 montre que pour
n>1, on a:

+1
g (1 — 222 2dx < 4 exp (—nl/?)

Z1
et (1 — 22l = 1, dome K(2m) > —;—exp (% nl“’-),
par suite K(n) < Cy exp ((n — 1)112/24/2).

6. Résultats sur les polynomes orthonormaux de LiAI)

D’aprés les calculs ci-dessus, il existe une constante C,, telle que le
polyndéme P,,(x) = C,,(1 —— #?)* vérifie
. o1
[ Panlliz oy =17 et Cop = P,,(0) = EAL (n1/2).

Désignons par {Q;} la base orthonormale de polyndémes de Lﬁ,_‘(I).
Nous avons ([5] p. 181):

(1) exp (22) < [P O)F < 25 10,00F,

done pour des raisons de parité:

(1j4) exp @) < 3 IQuO)F
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Parmi les polynémes orthonormaux d'indice pair entre 0 et 2#, il
v en a donc au moins un, dont la norme uniforme est supérieure &
(1/2) exp (nf2) (n -+ 1)722

Par ailleurs, d’aprés [5] page 43, en tenant compte de la parité

(1/4) exp (2#%)%) < g Q)2 = (A1) 7 Q20+1(0) Can(0),

oit la constante A,,,, vérifie Ay, ;> 1. Par suite :

Agrss 23 1O < 5 (QssOOF + [0, O))

11 en résulte en utilisant I'inégalité de Markov Bernstein que:

2n—2

Aua 2 1QOF < QhuiaOF < (12) (20 -+ F [QanialiLio

1 1
dOl’lC IIQ2n+1|lL°0(i) Z 2 2(2% + 1)_1 eXP((” - 1)2]

Avec les mnotations précédentes, {in calcul explicite sur ordinateur
donne les résultats suivants:

Q] s 5y = 237 Illoy = 281 10!l e0 ) = 8,64
1Qsll 0 py = 4,16 1Qall o0 sy = 238 1@l o0 sy = 8,74
1Qsll o0y = 57,7 Q2 ooy = 17.9 106l 0 ry = 129
1Qell 01y = 35,4 Q1o eogry = 276 Qs oy = 67
1Q12llycory = 696 10150y = 111.

On rappelle & titre de comparaison que les polynémes de Legendre nor-
1

L s . L 2
malisés vérifient pour 7 = 0 [|[Lill oy, 11y = (z 4 E)Z'
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