
MÂTIfEMATICA - RtrVUE D,ANALYSE NUMÉRIQI]E

trT D]I THÉORItr Dtr L'APPROXIMATION

L'aNALysEN{rMÉRlï)""#_",T,:ir;iTfr:iå1å)f r,,.a.ppRoxrMArroN

SURI,'INTÉGRABILITBNBSFONCTIONSMUI'TIVOQUËS
paf

OCTAVIAN I]IPOVAN

(Timiçoara)

0. Introduction. I,r: but de ce travail est la constrtlction d'une théo-
fonctions multivoques, en utilisant

or-*"rtr", et des ánneaux toPologi-

d
d
v :lui de Bartle' Dunfors et Schwartz'

res d'e suites qénéralisées d'e fonctions

étagées, ce qui permet de fairc d.e l'cnsemble d-es fonctions integrables

""'*på"" 
oäifoi*" de maniement commode'

1. I{ypotheses générales. On suPPosera partout q
bre de S

ue X est un ensem-

ble non vide et & Cg(X), une sous-alge (X), l'ensemble d.es

parties de X. Soit I t.,llt & -olla) d=¡, t1Í'd-e famille non vid.e de sous-

mesufes sur &. 11 existe alors 13l une topologie uníque c"
anneau topologique

sur 9(X),
et ß(l) :

telle que s(X)(l) : s(X), A, O, cr) est un
: (&, A, O, .r)

{yi,: 8(Y) --+ R1},=r une
Soient Y an ensemble non vid-e, etQ

famille dénombrable de sous-mesures telle que
Vø eN) I1 est clair [3]zç: {ØJ

que e(Y)(o)
za
(s

çIA; A -Y, yL(A) 0,
úe uniformeY) A, ll , "ç) est un anneaú topologiq

séparé et



it)

DÉFrNrTroN t. soient x et Y deux ensentbles. Nous oþþellet'ons fonct.ionmultiaoque !, x d'an,s Y toute øþþlicøtíon d.e x d.ans r'1nsemble ,ó:¡v¡ att
þart'ies d.e Y.

nnrrNrTroN z. On . dit clu'qrye fonction ntultiaoque f : X -, fl,(y) est
$-étøgée si'l existent les enscm,bl,es .:

Ai =9,(Y), E¡ e8, i:1,2, ...,11,, A¡ * A¡, i + j,E¿ÀEj:Ø,

i + j, *:p,",
telle que; YxeE¿ im,þtiquent que f(*)=Ai, i:1,2, ..., n.

01 dira cluln e'semble E e I est l-fini/resp. r-rrégligeable/ si pourtout ie I, y¡(E) lco /resp. y¿(E) :0/.
oÉFr¡qmroN s. on d.ít qu'.u!t'c fonction ntu,ltiuoque d'etosetnbtres p.: ß-"*,(y)

est une tnesu,re rnult'íuoque si les cond,itions suiulntes sot'tt søti,sfàites ;

(1) E, F = 8, E ll F : Ø enLrainent

p(-tr U F) : r,(¿) 
^rr(¡-)(iù vØ) : Ø.

conformément a- ja. terminologie habituelle, on dit qu'une mesure
multivoque p est o-additive si pour toute suite {.E,}- , dani s, tel1e que
E,f) E¡: Ø, i * j on a:

l)n,r)
^

p.(8,,) oir A p(8,,) : p(¿.) A¡r(Er)A

2. L'intégrabilité rles fonctions multivoques étagées

DÉFrNrTroN 3. on d,it qu'une fonction mu,ltiaoclue ß-étagée f : x *
---q,(Y) est Çl - l*-intégrøble si :

(i\ f þrend' un nontbre fini de ualturs d'isti'nctes A1, A2, "', An resþec-

üaenìe'ní iur des ensembles Er, Er, '. ', En e8'
(ä) þour i: I,2, ..., tt, Aí* Ø entraine que E¡ est l*-fini'
poui ¿ e 8, Ia O - ln-intégrale de / sur -Ð est alors par définition :

d¡r.: Ä lAnÀ v(8, n E)l

On note S(lF, O, 'g(y)) l'ensemble des fonctions étagées O - lu-
intégrables.

rsEonEnE t

(i) Reta.tiaernent à I'oþérøtionj (/A g)@) : f(x)Le@) I'ensemble

6(lp, 'O,g(Y)) est un sous-giouþe d'e [g(Y)]".
(ä) Pour Ee&,|"øþþt'icat'ionÍ*\favat s(lF, Q, ø(y)) døns 9'(Y)

est øddi,tiue

lrrsar,:(l¡t-)^(lsdp) ; Í, s =6(rp, o, e(Y)).
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(lil) Pour /e E(1,,, Q, g'(Y)), t'øþþticati'on E --n v(E), u(E) :

est une nt'esure multi'uoque sur & :
E

p

désigne la somme de la serie convergente dans rg.
on fait enfin l'hypothese q.u'a p est associée rlne famile non vide

de sous-mesures lu: {y¡: & *flr},=, satisfaisant 1es axiomes d.e com-
patibilité suivantes :

.. (Ar) -Pour tout .lî-e $,ln_f_ini, pour tout W entrourage dans €(y),il existe il_entourage dans î,(x) ayànt la proprieté suivanle: pour t'oít
tî, eN, si {(A,, Br)}i:, est dans ull et si {Eo},.,:, est une suite^d.,ensem-
bles clisjoints deux a deux dans Eò, alors :

ln r \
I t úq,O p(E; n F)1, i\ WoO p(8, n F)l l= x\e.\t:t r-t ' ')

(4,) Pour tort A e9,(Y),lty IAO rr(¿) f :Ø, où E3 Ø, ðÁsigne
o\"

la convergence dans g(X)(1,,). t=éB

fl

UE, : Å u(8,), E¡)E¡: Ø, í + i; v(Ø) : Ø

En suþþosant que ¡t. est o-ød.d.itiue, on aurø lct o-ød,d,itiui,té d'e v sur û

(i,r) Pour f e E(l*, n, uror,u!î;,u, :rl, 
,\t 

ur:''
- n.8 ti.&

Démonstrøtion. I"e résultat découle de la définition 3'

3. L'intógral¡ilité des fonctions rnultivoques

Soite(Y)(O) : (e(4,Uç) l'espace uniforme e(Y), avec la structure
uniforme Uo défi¡rie Par Q.
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on peut trouver alors ø0, po ainsi que F, l*-fini dans & et ¡ voisi-

nage de Ø danss(f*), teis que \t-av eWlØ) .t 
Ç 

*dw =WlØ) lorsclue

d,7 d"o, Þ 2 f3o, E =rt ott Ec""\t, E =8. 
E

Comme {/,}, {gB} soient des suites généralisées de Cauchy darrs

te(Ð]f"-"u,, il existe dr ) do "t Þ, > po, tels que Fou c I pour u ) a"t

et B > pr.' Pour tout E e & on pcut donc écrire dans le groupe
s(Y) x 8,(Y):

54

ÀKfini, Kc:1, e>0 et UeUe associent l,ensemble:
wo(u, "): tU, s) e le(v)1" x lfl( ))*; yî{x= x; U(x), s@)) e u} <e,
i _=,fj ol fi désigne la sous-rnesure yÍ : g.(X) *Il+ qui pour A c X;ü (A): inf {y¿ (E); A - E = &}

r,a fanille des wu(u, e) forme alors u' systeme fondamental d'entoura-
ges porlr une structure unifornre {Jo_f* sur ffl(y)]x. posons [g(Ð]õ_rp) :: (ts(y).1.", u.,_",).

Si {/,} est une suite. généralisée dans lg(y)l*, f e lq!)( et sí f "tend vers / dans tg(Ð lðn_"*)r on dira que {f _} tind, iers f en O

- T,,-sows-mesnLles, ce que l'on écrira ¡f-!g ¡
_ 
I,e plolon égrale a la fonction multivoqué sera fondé

sur le prochain oiem" suivant sera crucial dJns i" ae"àrÀp_pement de la qu,il va permettre de prolong"r l" .e _ {_integrale a des généralesi,

deux su,ites génê,rali,sées d.øns E(lu,
uels,t/Lixe même fonction f = [g(y)]".

es généraLisó,es d.e Cauchy d,ans g(y)

uniforménr'ent en E e ß, arors, quel que so,it ïentourøge w d,e g,(y), itexiste ø.0 et po, tels que ;

(ir"u*, ie' ar,) : ( I
D D ¿nFag

f *dv., 5
Ji- n -Fdg

eu a*)^( 
5

.f odr", J 8s dt, A

A .f n dv,
r\oo

\ tu ¿*J = W,(Ø) xWt(Ø) LWr(Ø) x W,(Ø) LW'<-
I

tooo(E )nF.

-E\(]1dßU.F) ¿\ (.Fdg u ¡.)

(E\ll-^) n F

o

= W?LW? W? - W lorsctrue a Þ a-¡ þ > þ,

un'iformement en E =û lorsc1ue a. ) cr.o et þ > þ0.
Démonstrøtiott,. Ê,tant donné un entourage symétriqÍe Wr, pour e(y)

tel que ]lt'r4ytiAWï SW, se donne un entourage U pour g(y), corres-pondant àWr., conformeme't à l,axio're (Ar), õ., poJ" áirr*'n"i : {;-:
=x, (f,(x), sru@)) =uj. soit u_o et po tel q*(5 fc;þ,\f^d'-) e wr,

ED

(!suarr,\su"av\ eWrporr tort E e& lorsque ø ) ø0, 0 à go.
EE

D'apres théoreme r livl, il existe un voisinage r¡ de Ø d.ans &(f*)
tel que j r.u* =Wr(Ø),\gB. dp e W.(Ø),lorsque E = n.Soit F : {xe X,

f",(x) +ØjU{* eX; Ee"(x) +Ø}. On a Feß, t,,-fini et!,f,, dv:Ø,
E

{su.a* 
: Ø quelque soit E e ß,E' - X\F.

oÉrrNrrroN s. On dit qu'ume fonctí,on m'ul't'iuoque f : X -''Y est O-fu-
'intégrable s"il existe wne sotite généra|/isée {f ,} døns E(lp, C), g(Y)), te/' que

.f*n-'gÍ * {\nd¡,} ,rl une swite générølisée d'e Cøuchy ctøns 9'(Y) ot'ruiformé-

E
ment en, t2 æ. Lct Q - lu-intégrale d.e f sur E e ß est l'é1,én+ent d,u

comþ\,ète ô1v¡ a' e,(Y) ctéfi,ni þar

I

llr" u* ,\s, av) =w

Ir dp : litt' f*dp

E

E

Etr vertu d.u théorcme 2 \a Q éfi-
nie. Désignons par 9(lp, ç), g(y)) ues

Q - 1,,-iãtégra6les appàrtenant a I-=
- g(l;, a, alv¡¡ et qire la o - | Y))
coincide avec 1a f,) - |*-intégrale

runonnlrrn s. (i) Relat'iaement ø I'oþérøt'ion ,,L" l"en'sent'bl'e 9(fu, f),
Q,(Y)) est un s0'tts-groul>e d,e [€(y)]".

(il) Pour E e &, l'øþþlicat'ion.f n

est ctd,d,ititte :

{Aru*: (\ra*)r(lsar,) ; f, s=s(rp, o, s(YD,
EDD
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1. IntroduetÍon. The aim of thi
v/ritten in FORTRAN - IV for the
ture formula. This FORTRAN algo
Drosram which furnishes us the
ät ítt" roots of the I,egendre PolY
ttary.

If N is a fixed natlutal number let us denote by x¡' i : l' 2' " ''
N, -l1x¡¡< ".-¿-;; .2ryra *1, the roots of the legendre polyno-

äi"f Þ"-*íìi"tt *"y ¡ó ¿etiieA by the recursion relation

Po(x) :1, P1@) : x

P¡(*) :2J1 5P'-'(*) - it! n'-ú*)'

For an integrable function Í: lo, å]-+R the
may be written as

:j :2,3, ..., N.

Gauss-Legendre formula

(1)
9rv
\rø o* :o+Ð-,,, W +b+ *r) + nu)

where cL, . . .¡ c¡¡ ànr- the Christoffel weights defined as

2

(, - r?)lr'-(,r)l''
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(íä) Pour /e 9(l*, O, g(y)), l'aþþlicøtion E.* v(E), v(E) : l/Un,
E

est une (nesure multiuoque sur &.

En suþþosønt que ¡t est o-ad'd,itiae, on øuvø lø o-a.d'd'itiuité d,e v swr ß.

(ív) Powr f e E(lu, O, e(Ð) ; lim v(E) : Q

""b.
Demonstration. I.e résultat découle sans difficulté du théoreme I et

de la définition de la O -l* -intégrale.
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