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0. Introduetion. Le but de ce travail est la construction d’une théo-
rie particuliere de I'intégration des fonctions multivoques, en  utilisant
systématiquement des familles de sous-mesures et des anneaux topologi-
ques associés a celles-ci.

En considérant les fonctions multivogues comme des fonctions univo-
ques qui prennent leur valeur dans @€(Y), l'ensemble des partics de Y,
munie A une structure d’anneau topologique (2(Y), A,'(, to) a l'aide
d’une famille dénombrable de sous-mesures Q= {ya}ney sur £(Y), le point
de vue adopté pour definir 'intégrale et {'ensemble des fonctions multi-
voques integrables, ressemblant a celui de Bartle, Dunfors et Schwartz.

Ces notions sont définies en termes de suites généralisées de fonctions
étagées, ce qui permet de faire de l'ensemble des fonctions integrables
un espace uniforme de maniement commode.

1. Hypotheses générales. On supposera partout que X est un ensem- ~
ble non vide et & C €(X), une sous-algebre de g(X), l'ensemble des
parties de X. Soit I'={y;: & — R, }ier, unde famille non vide de sous-
mesures sur &. Il existe alors [3] une topologie unique 7 sur £(X),
telle que (X)(I') = £(X), A, (), 7p) est un anneau topologique et &(I') =
= (& A, N, ) ‘.

Solent ¥ un ensemble mnon vide, et Q= {y,: 2(Y) — R, Juey une
famille dénombrable de sous-mesures telle que:

Zo=1{B}, Zog={A; 4 Y, 1u(4d) = 0, V# e N}. Il est clair [3]
que &(Y)(Q) = (&(Y), A, N, 1) est un anneau topologique uniforme
séparé et pseudométrisable.
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DEFINITION 1. Soient X et Y deux ensembles. Nous appellerons fonction

multivoque de X dans Y toute application de X dans Uensemble 2(Y) des
parties de Y.

DEFINITION 2. On dit qu'une fonction multivoque f: X —&(Y) est
B-étagée si’'l existent les ensembles :

4;e8(Y), E;e®, i=1,2, ..., n, A; # 4;, i # 7, E.NE =9,
i=1

Yelle que: Vxe E; impliquent que f(x)= A;, i=1,2, ..., n.

On dira qu'un ensemble E < & est I-fini/resp. I'-négligeable/ si pour
tout e I, y(E) <o [resp. v,(E) = 0].

DEFINITION 3. On dit qu'unc fonction multivoque &’ ensembles p.: B—2(Y)
cst umne mesure multivoque si les conditions sutvantes somt satisfaites :

(i) E, Fe® ENF = entrainent

w(F U F) = p(E) Au(F)

(i) w(@) = @.

Conformément a la terminologie habituelle, on dit qu’une mesure
multivoque p. est s-additive si pour toute suite {E,}>_, dans &, telle que
ENE; =@, 47+#jona:

1

“(L:Ul E,.) = A u(E,) ot A u(E,) = p(E)AuE)A...

n=1 n=1

désigne la somme de la serie convergente dans Tq.
On fait enfin I’hypothese qu’a u est associde une famille non vide

de sous-mesures T, = {y;: & >R, },c; satisfaisant les axiomes de com-
patibilité suivantes:

(A1) Pour tout F e &,I',fini, pour tout 4 entrourage dans £(Y),
il existe U entourage dans €(X) ayant la proprieté suivante: pour tout
n e N, si {(4;, B}t est dans U et si {E;}» est une suite d’ensem-
bles disjoints deux a deux dans &, alors:

(A nuEn i & s wen 1),

r
(A,) Pour tout 4 < &(Y), lim [4 N u(E)] = @, ott E 5 &, désigne
.

EE._U') o
=&
la convergence dans 2(X)(T,).
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2. L’intégrabilité des fonctions multivoques étagées

DEFINITION 3. On dit qw'ume fonction multivoque H-étagée f: X —
—q(Y) est Q — T',-intégrable si:

(i) f prend un mombre fini de valeurs distinctes Ay, A, ..., A, vespec-
vement sur des ensembles E,, E,, ..., E, = &. i
(i) pour i =1, 2, ..., n, A;# O entraine que E; est Ty-fini.

Pour E < &, la Q — T',-intégrale de fsur E est alors par définition:

(fdu=A 14,0 (E N B
® i=1

On note &(I,, Q, €(Y)) l'ensemble des fonctions étagées Q — I'y-
intégrables.

THEOREME I

(i) Relativement a Popévation: (fA g)(x) = f(x)Ag(x) Uensemble
&(T,, Q,8(Y)) est un sous-groupe de [2(Y)]x.

(ii) Pouwr E = &, V'application f — Sfdp, de 8(T,, Q, &(Y)) dans &(Y)

est additive : E
(/8gdu= (Sfdu)A(Sgdu); /g =8, Q &(Y)).
(iii) Pour fe 8(Ty, Q, &(Y)), Vapplication E —v(E), v(E) = S fdu,

E
est ume mesure multivoque sur & :
V(QE,.)Z X WE), EiNE; =@, i £4; v@) = 0.
=1 i=1

i=

En supposant que p est c-additive, on aura la c-additivité de v sur R,

(iv) Powr f < 8(Ty Q, &(Y)), lim v(E) = lim Sfdng.

Démonstration. Ie résultat découle de la définition 3.

3. L’intégrabilité des fonetions multivoques

Soit €(Y)(Q) = (8(Y),Uq) lespace uniforme &(Y), avec la structure
uniforme Ugq définie par Q
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AKfini, K1, ¢>0 et U < Uy associent ensemble :
Wi(U, <) = {(/, &) = [BY)1* x [BY))%5ivH{r = X (f(x), g(x) e U} <,
i e K}ot v désigne la sous-mesure y¥: 2(X) =R, qui pour 4 < X
Y (4) =int{y; (E); A < E < &

Toa famille des W,(U, €) forme alors un systeme fondamental d’entoura-
ges pour une structure uniforme Uqg _r, sur [2(Y)]X. Posons [?B(Y)]fg;_pu) ==
= ([8(Y) %, Ua_r,).

Si {f,} est une suite généralisée dans [EB(Y)T*, f = [B(Y)]F et sif,
tend vers f dans [@(Y)](ﬁ_pu), on dira que {f,} ftend vers f en Q —

. Q-1
— Dy-sous-mesures, ce que 'on éerira f—5 1

Le prolongement de l'intégrale a la fonction multivoqué sera fondé
sur le prochain résultat. (Le théoreme suivant sera crucial dans le dévelop-
pement de la théorie, en ce qu’il va permettre de prolonger la Q — T',-
integrale a des fonctions plus générales).

THROREME 2. Soient {f.} et {go} deux suites généralisées dans 8(T,,
Q, &(Y) 1, convergeant dans [2(X) ‘[f‘;;_pu, vers une méme fonction f < [2(Y)]X.
Si {S S dp.} et {g &5 dpu} sotent des suites généralisées de Cauchy dans 2(Y)

b £

um’formémmt en E =&, alors, quel gue soit Uentourage W de 2(Y), il
existe oy et B, tels que :

(gfa dwggs du) =W
E E
uniformement en E = & lorsque o > o, et B = B,

Démonstration. Ftant donné un entourage symétrique W,, pour €(Y)
tel que W2AWIAW? W, se donne un entourage U pour €(Y), corres-
pondant a W,, conformement & I’axiome (A;). On pose alors F,5 = {x <
e X, (fu(%), go(x)) « U}. Soit «y et B, tel que(%fadp, Sf,,o dp) e W,

E E
(Sgﬂdu, Sgﬁndp.} e W, pour tout E e & lorsque o« > a,, B = B,
E E |
D’apres théoreme 1 [iv/, il existe un voisinage v de @ dans &(T,)
tel que g Fuo dp =W 1(9), S g dp. = W, (D), lorsque E < . Soit F= {xe X,
E E
Jeol#) # B} U{x « X; gy, (%) #0). On a Fe &, T,fini et Sf% dp= @,
E
Sgeo dy = @ quel que soit E « @, E < XNE!

E
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On peut trouver alors «,, B, ainsi que F, I',-fini dans & et 7y voisi-
nage de J dans &(I,), tels que Sfa dp. = W(D) et g gedy. = W1(0) lorsque

E E
: &
@ >ag B =By Ecnou Ec X\F, E 8. X
Cgmme {f.}, {gs} solent des suites généralisées de Cauchy dans
[2(Y)]{a-r,, il existe ;> o et By = Bo, tels que l.WaB e v pour o = o
et B = Bl.u) Pour tout E « & on peut donc écrire dans le groupe
2(Y) x &(Y):

‘Sfadu, gadu)Z( Sfadu, Sgedu)A( S Jady, S gadu)A

2 \{F PN\ (F F
L E EnT,q ENF,q EN(F gV F) EN(F gV F)

sl § s { du) < WD) x WA(D) AW (D) x Wo(@) AW, <
(ENF, )0 F (ENFy )0 F :
c WEAWIAW? = W lotsque « > oq, B > Pu.

DEFINITION 4. On dit qu’une fonction multivoque f: X —Y est Q—T-
intégrable s'il existe une suite généralisée {f,} dans 8(I'y, Q, 2(Y)), tel que

—_

£, 27 f et {Sf"‘ dy} est une suite génévalisée de Cauchy dans &(Y) uniformé-

ment en EEe ® La Q— Ty-intégrale de f sur E <& est Uélément du

compléte 8(Y) de A(Y) défini par
Sfdpu — tim {f,dp

E L

4 s : 3 . A 1E ’fi_
rtu da théoreme 2 la Q — T'y-intégrale ci-dessus est bien dé
nie. EDIe}s;:gions par £, Q, &(Y)) 1’e11stn1ble des fonctions multivogues
Q — T,-intégrables appartenant a [€(Y)]*. Il est clair que 8(I,, Q, 8(Y)) =
< £(I“L, Q, 2(Y)) et que la Q — [ -intégrale restreinte a &(I'y, €, 2(Y))
coincide avec la  — I,-intégrale de la définition 3.
raforREME 8. (1) Relativement a Uopération ,,N” Uensemble £(Ty, €,
&(Y)) est un sous-groupe de [E(Y)]*.
X S
(i) Pow E < &, Papplication f — S Fdu de S(T,, Q, 2(Y)) dans &(Y)
E
est additive :

(ng dp. = (Sfdu)A(Sgdyv); /o g= £l Q, &(Y)).
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(iii) Pour fe< 8Ty, Q, &(Y)), lapplication E — v(E), v(E) = Sfdp,,
E
est ume mesure multivoque sur B.

En supposant que . est c-additive, on awra la c-additivité de v sur 8.
(iv) Pour f< 8(T,, Q, (Y)); lim v(E)=0
T

©w

EE—E—£0

Demonstration. Le résultat découle sans difficulté du théoreme 1 et
de la définition de la Q —T', -intégrale.
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