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Préliminaires. On considére un ensemble de références non-vide, X,
dont les éléments seront nommés ,,éléments constituants’”’. On considére
des clans (des tribes) de parties de I'ensemble X, en réservant l’expression
d’,,élément”’ pour un ensemble qui est un élément d’un clan.

La différence symmétrigue est une application
A: @ — @ (@ étant un clan)

telle que A AB 2@ (4, B @) etqui satisfait formellement aux axio-
mes de la métrique:

1°AANB=@0&A=8B

2 AANB=BAA A,BC e€;

3 AANC<S (AAB U (BAE
Q’ici Vidée de définir une topologie sur € a I'aide de cette métrique impropre,
que DUon nommera la /N\-métrique.

pEFINITION 1. Soit @ un clan de parties de I'ensemble nonvide X. On
entend par une spheve de centre A et d’étendue (rayon) B dans le clan @
Uensemble noté par $(A, B) et défini par

(1) (X|X <@ A AX<SB; AB fixés dans €}
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o016 "X est i point ide la sphére. St B =@ alors A NX = @ est réalisée
seulement pour Xo= A et la sphéve est dégénévée @ un seul point, son centre.
Si B # D, la sphére est non-dégénérée et on la nommé simplement @ spherve.
Si A\B =@, c'est-a-dive A =B, la sphéve est de la premidve espéce; st
AN\ B £ @, la sphéve est de la seconde espeéce.

Remarque 1. Les points de la sphére S{A, B) sont les solutions
de Uinéquation booléienne A /\ X< B. 1équation 4 A X = B a une seule
solution, notamment X = 4 A B qui s'appelle le point péviphérvique de
la sphére. Sila sphére est de la premiere espeéce, alors 4 € Bet X =0
est visiblement une solution de l'inégquation booléienne, donc @ est un
bolit de chaque sphéve de la premiére espece.Si la sphére est de la deuxiéme
espéce, alors 4 \ B # O et l'inéquation booléienne n’admet pas @ comme
solution, car 4 A @ = A4 (, B; douc @ w'est pas un point &’ ancune spheve
de la seconde espece. On souligne — en particulier — que @ ne peut pas
&re ni méme le centre d'une sphere de la seconde espéce, car pour la
sphere &(@, B) on a Y\ B =@, donc elle est toujours de la premiére
espece,

PROPOSITION 1. Les points dela sphére §(A, B) du clan @ ont la repré-
Sentation '

@) X=AAB ov pePBNE

Démonstration. Y/inclusion 4 A X< B est équivalente au systéme
AANX=pP(Pc B, B @), doit en opérant avec 4 par A\ sur 1'égalité
ci-dessus onobtient 4 A (A A X) =4 AP, done (4 A 4) ANX =4 A B,
d'ott X = A4 AP et B parcourt toutes les parties de B qui sont simulta-
nément des éléments de €. _ _

PROPOSIEION 2. a) Indifféremment de Uespece de la sphére dans @,
son centre est toujours un point de la spheve. b) Pour qu'une sphérve con-
tienne son élendue il est nécessaive eof suffisant qu'elle soit de la premicre
espéce.

d Démonstration. a) On a toujours A N A =@ < B (@ < €). b) L'inclu-
Csion A AB'c B (4, B @) peut étre écrite comnie A AB=§ (p <

B, Be@, dot d=BApB Or, BABRB B done 4 = B, ce qui
signifie que la sphere est de la premiére espéce. Inversement, la sphére
étant de la premitre espéce, 4 = B, donc A AB=B\4 < B.

PROPOSITION 8. L'intersection de deux spheres comcentriques, §,(A,B;)
et So(A,By) du clan €@ est la spheve S(A, By Bs). Si Uune au moins
des deux spheves est de la denxiéme espéce alors leurs élendues peuvent élve
disjointes el dans ce cas [intersection est une sphéve dégénérée a son centre.
Pour deux spheves de la premidre espeéce, concentriques, le cas de la dégéné-
ration de leurs intersection w'a pas lieu. '

Démonstration. Conformément A (2) voici les représentations des points
des deux spheres @

(81) Xy =4 APy By e ¢)(B1). ne,
(82) Xy =4 NP, B = P(By) N €.
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' : heres: X = X; = X, &
herche les points communs des deux sp X ©
O_llﬂclglfghi j &pﬁg ©p=p=B o0 P e ®(B, N Ba) N €, do&}c ;15{'_;
<:) A I\ ﬂlzwec B e (P(Bl N B2 N €. Si By B,=9 a}_ors BA:t i (;}ertla
}—E— A.8i A c Byet Ac By, méme si By () B :)A 'intersection
. Sohi ¥ ir ; loin la proposition 4. el ,_
4 SP]}EIC ;S (1;41’,1;15)» 1@%?3111111:[3}?&?% c'll’ul? clan étant concentrigues, 1 1111;‘;
d’elléso fi?i?l%hlf paé néeessairement l'autre ; I'inclusion a lieu si et seulemen
si leurs étendues sont dans la relation B, _r-:’ }?2. e o (1
srron 4. Soit X I'ensemble de véférence rfma—vui’.e, @ un cli
de jﬁa?:f?i'&; X et A =@ A # @ Dans ces conditions Vensemble P(A)N €
pmﬁ dlre organisé comme une sphere, notamment sS4, 4). el
Démonstration, Conformément a (2) les pomts. de ]‘.él. Epll(i(ic é) h )
ot lal epresntiat g IX ” f, A(ﬁ:’ fi:fuﬁs)il Qu?si ?11;39 éléu[ie;m Adu' clan
& : -3 les parties de A ssi des - diy, lan
%tbfxl%ﬁ?ﬁogiigﬁtgsa::l?s.sj?i justement les mémes éléments du clan, dome
; A @, ce qu'il fallait démontrer. .
g W ml Spit X # @, B une partie non-vide de Xet A<cB. /glw:s
@(‘BI)ISQ%(A.)'@ @(B\ A), o @ est le signe de la somme dirvecte basee
suy Dopévation de la véwnion. L - :
Dg’mmsﬁatim. Puisque 4 () (B\4) =9 et B —-;‘lf_}) ‘E—LB é&)’éhgc\lf
partié ¢ de B est de la forme B =B,UBs\ 4> OU s fnd S
qui justifie le lemume, ;
S qu;;;s;ﬁzie S(Zii e;{ (et Be X, B+ 3a) L’mgembiexdes j;towg:iz
a 3; -‘s;.‘;kére de la premiére espece S(4, B)'dEmzs le %mbce.fp( -)dj)euam%
re i @(A)@ @(B\A4).b) Si 4 ¢ B sont des éléments d’un clan (2} _;?@p tles
LzlizMX alovs Vensemble des povnts de la sphere $(4, B) du clan € s'¢
sous la forme

(P4 ® P(B\4)INE

' i —Get B=4 \J(B\4), cha-
tmonsiration. a) Puisque 4 N (B \A) =D et B 4U i
que gﬂg ﬂ(’i’tseffa sphér)e (4, B) a dans P(X) la représentation X A

ot p=PsU Baa(Bas 4, Poa S B\ 4)-ce qui s'éerit encore: X = .
= P A Pona- En conséquence

X =ANPBalr Bana) = (4 AN Ba) A\ Bona = (4 A Ba) U Bsna-

' ; $é —l'e ble (P(A) donc AN By

‘antre part sarcourt—comme élément— 1 ensem : .
?&?éﬁétpiﬁés?% (4), de méme Ppya parcourt 11 5:11se1nb153d mé(Bc\s'il)@??q )qg
et rensemble des points de la sphere consideree & .
b 111f(1;:3 \C}Lfllls2 lb()-n;egardant la sphere de la,!a premiere espéce c?ééﬁieﬂ
ig le clzn; @, le résultat contenu dans 1 guo?ce du lemine s

clativisation ¢ -ésultat précédent.
- relativisation au clan € du resu . l

& o sfouENCE 2. Soit X # @ e BcX, B#9 L.fmsembi:ag?(ai)t
peut Cg?;i‘ Oa%cmésé dans (P (X) comme af;x_g’s_yﬁiié?e de h% grz:%a:fi “es;ﬂp& f:g pg\:‘rt'-ig
: ’ e et B comme clendue, A élant iensem :
ﬁo;{—)ﬁgﬁeg ?if:‘b*ﬁtmére de B. Cette propriété se transpose dans un clan @
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;131111:'6 A[P(z‘;l )B@s%ﬂzBd\ez e’le’m%nts, par simple }'elativisation, comme il
leslletimes! Tet 2 )] M €. Pour s’en convaincre, il suffit d’envisager

Remarque 2 S A< B, B¢

- A< B, et A, B =@ alors le X

g’zﬂ,%kfﬁgaie; cjzﬂfzﬁ spf;grfi J(z}l}, B) est B\ A. La sphére ayant commepgzzf
oAy ¢ étendue B, aura — visiblement — ¢ 2 fye-

jg;w;gei;z(% m\zigm%e A. Conformément 4 la conséquence 2 0;4;;% Zpﬁg’g ]éﬁ’e(f;

o conjuguées). sont formés des mémes points; elles seront nommées

3 JER;;??S?;?'ION 5.‘ Dans le clan @:a) on peut inclure dans une sphéve
ol sgwnad.am espece §(4, B)',. ayant A # @ comme centre, une sphéve
formée @ ¢ espece ayant le méme centre; si I'étenduc B de la sphéve est
mciusi r:;:!a s:iuf Ielgf?%entbjmgzm:;m, alors la sphere de la seconde espéce
; a  dégénérée. ans wune spheve de l %
era. b) a seconde espeéce on
peut pas inclure une sphére de la premiéve espéce. £ i

Démonstration. a) Si A C B, alors :
¢ ] . , alors la sphére $°(A4, B\A4) est
zzilor;(ie E?"SILECZ et e})le egt incluse dans §(4 ,P B), parc(e qu’uL JpoCL?::t ?1?.1&211%
ausgi % = Ag (B° e @(B\4) N €) appartenant & §° appartient
R N
;) , BY) résout le probléme; si B° ne peut é ’
que & (c’est le cas olt B est formée d’ut 1 élé j i P e
e § lément constituant de l'en-
semble de référence X) alors S9(4, @) e t 116 sobi Stide Ui
e nce X L, st une sphere de la seconde ¢
Sdlfﬁg.l;ﬂcﬁ, 1(‘;1‘;% \ B° # . b) Puisque I'ensemble & est un point de ce}ffqelig
¢ remiere espéce tandis que @ n’est 1 i X
A S ik fan pas le point d’aucune
tIr)ée,re e la seconde espéce (voir remarque 1) — la proposition est démon-
PROPOSITION 6. Soit C un clan de parties de I'ense !
_ : 2 ; : mble non-vid
stsés;(gAéafs) ésitu)réfi spkf;/e_(zwnz;degéné?ée) de la premiere ou de la siecfmii(e'
% ~ un pownt arbitraire de la spherve, alors il existe touj
dedgsjgze;iw(n ?qif;dgg;nayee ) ayant X° pour centre et incluse dans 50%?5‘01'%?
_ i ere espece on peut toug ) K g’
S UREE i omgios oo es;biebce. oujours construive §° de telle fagon qu’elle

Démonstration. Soit arbitrairement X° < §(A4, B), donc X°

o b o ’ , N A :
Eriv%g(]i) 9‘)@; Siog°=d, alé)rs X°=A et on prend — d’une ﬁc%r,l
f g N $(4, B). Sip % @, alors la sphere $°(X°, B°) satisfait

X conditions demandées dans I’écononcé de la proposition 6. En effet
un p01£1t de §° aura la représentation £° = (4 A B°) A B'. ol ? <
e P(E°) Q €, E° s'écrit encore comme E° =4 A (B° AB’) et p’ BarE
;?;é;tc 6?D( FE}" ) DA@, donc B = B° A B’ parcourt le méme ensemble, par cogsé—
L E) SA BAavec Be@B)INCs @PB)N € — cest-a-dire
s J{da B Si S(A, B) est de la premiére espece, alors — conformé-
Qun1 4 la conséquence 2 — l'ensemble de tous ses points est @ (B) N @
Xoeg%eos 2011‘; A?CBOE J@()A, tB),1 il est s1}1§fisant de prendre B° tel qu’on ait

ebB < = @) et alors $°(X°, B°
points I'ensemble P (B°) N € contgnl(l dc:u*IIs3 )@?B)C%mél?e i
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CONSEQUENCE 3. Vu les propriétés mises en évidence par les propo-
sitions 3 et 6, les sphoves de la premitre espece d’un clan de parties de
X # O, peuvent éive considérées comme des emsembles ouverts.

DEFINITION 2. U sous-ensemble G du clan € de parties de X # O
est wm owvert, si ct seulement si quelque soit A e G, il existe une sphere
de la premiére espece (non-dégénéréc!) incluse dans G ct ayant comme
centre A.

raforiME 1. L'ensemble des sphées de la premiere espece du clan
€ est une base pour les ouverts de €.
Soit G un ouvert de @. 8i A =G, alors existe —
—_ BeG, B#@, telque 4 € B et
G peut étre couvert, ainsi, par une
la réunion de ces spheéres contient
sphéres utilisées pour le
donc G est une réunion

Démonstration.
conformément a la définition 2
S(A, B)c G. Chaque ¢lément de
certaine spheére de la premiére espece ;
G. Puisque G contient en méme temps chacune des
recouvrement, G contiendra leurs réunion aussi,
de sphéres de la premiére espece, dans @.

cuforEME 2. Lensemble de tous les ouverts d’uw clan € (confor-
mément & la définition 2) constitue une topologie sur €, quw’ on momme :
la topologie engendrée par les A-sphéres de la premiére espece.

Démonstration. 1°. @ sera par définition un ouvert (formellement
@ peut étre organisé comme une sphére de la premiére espece, dégénérée,
S(F, @)). € lui-méme est organisé comme une sphere de la premiére
espéce, par exemple, i on note U'ensemble de tous les éléments constitua-
nts qui entre dans la constritction des éléments (enbembles) de €, par
X, alors S(Xg, Xg) est une sphere de la premiére espéce formée par tous
les dléments du clan @ (notés aussi par (P(Xg) N @). 2° Soit G(i 1)
une famille quelconque d'ouverts de €. La réunion |J G; est de méme

§ &

s=]

un ouvert, car si X°e UG, alors il existe un indice tx = I tel que
iel

X° < G... et il existe dans @ une sphére §° de la premicre espéce, telle

ixe
qu'on ait 8°(X°, B°) = Gy S UG, 30 Soit G, (i =1, ..., n) une famille
T

finie d’ouverts de @. Si l'intersection N G, est vide, alors, conformément
del
au point 1° de notre démonstration, elle sera un ouvert de €. Si l'inter-
section est G # @, alors celle-ci étant la partie commune de tous les
ensembles G; (i = 1, ..., #), on aura pour un élément 4 quelconque de
G (évidemment 4 = @) n spheres de la premiére espece, telles que
84, B) =G, et 4 < B, (=1, ..., m). D’aprés la proposition 3 (faci-
lement généralisable pour #) I'intersection de ces sphéres est la sphére

"
avec B = (N B,;, etcette sphere est incluse

i=1

de la premiére espece §(4, B)

dans () G;, ce qui démontre le théoréme.
i=1
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Remarque 3. On a vu dans ce travail Pulilisation des sphéves
de la premibre espice pour engendver ume topologie swr un clan. On a pu
réaliser ce fait a l'aide seule des concepts de la théorie des enscmbles,
csans faire appel & des éléments numériques — par exemple 4 une mesure
— tel qu’on procéde dans [1]. Dans [2] nous ulilisons dans le méme
but des spheéves de la seconde espéce. Fn effect, 'inclusion X NX, € B,
(n = N) qui définit dans un clan la limite analytique X de la séquence
(X,) (sachant que B, | ) met en jeu une séquence {§,(X, B,), n < N}
de sphéres de la seconde espéce, descendante 4 @.
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