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1. Dans plusieurs travaux nous avons donné des résultats concernant
les propriétés de la moyenne qu'on rencontre dans la théorie de l'inter-
polation. Dans mnotre livre [3] on trouve ces propriétés présentées en
liaison avec la théorie des fonctions convexes généralisées. F étant un
ensemble interpolatoire d’un ordre # z 1, sur un intervalle [a, 0], 2, <
< %y < ... < %41 des points situés dans Iintervalle [a, D] et y1, Yar .-
v+, Yut1 des nombres réels, on considére I'ensemble

(1) J (F ‘ 1 2 ’ n41 ‘

Vi Yor «ovs Yudr’
des fonctions L(EF; %, %iy «+o» Xiys Yip Vi o Vi) olt les points
Tl Kigs 1o or Ko 1 S 0 <lla 5wl L i, = n, sont choisis de toutes les”

maniére possibles, ce qui signifie que I'ensembles (1) contient # 4 1 fonc-
tions distincts de F ou bien il se réduit a une seule fonction de F. Dans
ce dernier cas la fonction L(F; %1, %a «-«s %us Y1 Yos <+ s V) prend la
valeur y,.; sur le point #x,.;. Les notations sont celles que nous avous
utilisées dans les travaux cités ici.

Tes points oy <ty < ... <2, 12 E<n—1 étant donné, dans
(2, b], # étant soumis & la condition # 2 2 et les nombres vy, Vs .5 Uy
étant aussi donnés, on peut considérer 'ensemble
(2) S(F, 1s 2 ) k)
¥ 'U]_, 7)2.' iy (l-k
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des fonctions de F qui sur les points U, 1 =1, 2, ..., k ont les valeurs
respectives v, 1 = 1, 2, <o, k. Clest donc I'ensemble

(3) {o e Flow) =v, i=1, 2, e, R

Pour I'ensemble (2) nous avons introduit la dénomination d'épi interpola-
toire de I'ensemble F, relatif aux points u, ¢ = 1, 2 voey R et aux nom-
bres wyvgi==1, 2, ..., B On peut done, si % = 2, considérer pour chagie

sous-ensemble x;, x;, ..., %,  de points de l'ensemble des points
xl < xg < Ve < },‘,H_[ ‘[,é:pi

(4) S(F- X Xy oo, xjn_l)

’

yjl" y]'p ey yjn—l

ot 1 2j,</,<... <jo15mn + 1. Chaque ¢épi de la forme (4) a une
intersection non vide avec Pensemble (1). Cette intersection so réduit
chaque fois & deux ¢léments, dont la différence change son signe sur
chaqun des points Fjv Xjp -y X5, . Ce changement de signe a comme
conséquence un comportement bien détermind des fonctions de I’ensemble
(1) a la droitte du point ¥a+1, quand on suppose x,., < b. Dans [4] nous

avons donné un théoréme de 1a moyenne qui contient une description du
comportement en question,

En supposant Tny1 < b et x,, < %y = b, on a la Proposition

®) min L(F; #, gt oo S Yir Yittr o) Yign_1) (%) <

1=1,2
< L(F’ xil’ xi” c i xin; Vi yia: sy yin)(xo) <

<Max L(F S &, it oy iguet] Yoo Yigt, oo, Yien—1)(%,).
i=12
La propriété de la moyenne contenue dans les inégalités (5) a une inter-

pretation qu’on peut formuler de la manisre suivante : la valeur sur )
d’une fonction

(6) L(F; %, %, ..., Kin 5 Vies Yiy «+os Vi)

de I'ensemble (1) est comprise entre 1a plus petite et la plus grande valeur,
sur x,; des fonctions

(7) L(F, Ko Xig1, ooy Kigp_y ] Niv Yitts v on, yH—n—l)

de Tensemble (1) et qui sont construites avec des points consécutifs
¥ Kigt, ooy Xigy g, choisis parmi les points %, < x, < ... < Kyt1-
Comme nous I’avons montré dans [1], la propriété exprimée par les
inégalités (5) a une importante application 4 I"étude des fonctions F-con-
vexes respectivement F-concaves, que mous avons introduites dans [17].
En ceux qui suivent nous donnerons un résultat analogue au cel que
nous avons donné dans le travail [1], mais pour un nouveau type d’allu-
re. Pour la comodité des notations nous supposons que les nombres 1y;,
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=1, 2 n+1, qui sont intervenus plus haut sont les V’aleutrsd(’l;niz
;ogcti’on’f surlles points respectifs x,, i.= 1, _2, L on41 f étant ieltlér—
ur [a, b] ou bien sur un ensemble qui contient to1}s les points qui in A
ffienne'nt dans nos considérations. I,a fonction de I'ensemble F qui pren

les valeurs de f fur les points x, 1 =1, 2, ..., », sefca notée, comme
d’habitude, par L(F; %, %, ..., %, f). En supposan
(8) %y < %y < oo < Ky

idé i mme
et %y41 < %o < b, nous considérons le sous-ensemble de I q}é1 afli ;:ge i
élém"gnts seulement les fonctions dont la valeur sur x, res ette sée 0
pour le cas particulier qui nous interesse maintenant, soit f(x,) ce :

Il s’agit de I'épi

1
s(F; )
9 [ e
i i ’ — haque sous-intervalle
i ensemble interpolatoire d'ordre # — 1 sur ¢ N
%gll?ii:tgrrxl/alle [a, b] qui ne contient pas le point x,. On peut donc consi

dérer ’ensemble

JSFxl ).xZ» Xgy o0y Xntl )
o ( ( Cfm)) ), f(xa) o f(Fa)
au lieu de l'ensemble (1). Quand il ne se réduit pas a un seul élément,

I’ensemble (10) contient # fonctions distinctes, la fonction L(F; x,, s,
cev, %yyr1; f) n'étant pas parmi eux.

) ; lors L(F ; xy,
1. STOVL(E;V xy, W, ow Lixls I%a1) S (wasa)) @ :
e e P ) 7 L(F; %y 0y <y % f)(50) @ de mombre L(F;
Ix3., x1’ cevy %o f)(wo) satisfait Uinégalité
(11) L(F; %, %g v, %1 [)(x0) < L(EF; %y, %y %y ooy

- X Flif)(xo) é L(F, X1, Koy vy xn;f)(xO)J

quelsque sotent 2 = iy < 1y < ... <iy_1 S w4+ L

LEMME 2. St L(F; %1, %g -« .y %, f)(%nt1) < [f(%nt1), alors
L(F; %y, %3 -y %ng1; [)(xo) > LI %1, g0« oy %5 f)(%0)
el
12) L(FJ xl) xal ey xﬁ—f—l;f)(xo) > -L(F: xl: xi,) xi,:

o O] xi,,_l;f)(xo) = L(F, X1, Xy ooy xn;f)(xo)r

quelsque sotent 2 £ 1y <dp < ... <iy_1 S w4 1. N
Pour la démonstration des lemmes 1 et 2, on remarque que la

i 4 214 ey Xpat)
rence des fonctions L(F; %y, %a ..., %,; f) et L(F 3 xl,ma;SS, 4 ;ésﬁ-{ten{?
change son signe sur les points x;, %, ..., x,. Les lem
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Ftant donnés maintenant les points
(13) Uy < g < oo << U, WM Zn,

ott V'on suppose u,<< b et a < u;, soit x* un point fixé et a < 2* < u,
et soit aussi #,, < 4y << b. Pour chaque systéme de points

(14) Wis %izﬁ s oLl %1',,_1
olt 1 €14 <y <<...<<%,_1=< m, on peut considérer la fonction
(15) L(F; x*: Uiy Wiy oo vy %i,t_l;f)
appartennant a 1’épi
(16) S(F; x”]
J(x%)

THEOREME 1. La valewr sur x, de la fonction (15) satisfait les
inégalités

(17) Coomin L(F; &%, w5, tiga, ..., Uipa—g; f)(%0) S
7=, 01-F1,...,m—n
SL(F; x*, wy, th, ..., 15 J)(%0) £
= max  L(F; %, wy, uiy, oo, tga—2; (%),
J=t, 1+1, ... ,m—n

On obtient la démonstration du théoréme 1 & 1'aide du procédé contenu
dans [1] et en utilisant les lemmes 1 et 2.
Au Lieu de I'épi (16) on peut considérer un épi quelconque

3

18 s(r: x5, x5, ..., %k
1) ( f(x='f,),f(xs),...,f<xx>)

ot 1 £k = n— 2, Pordre d’interpolation # satisfaisant I'inégalité » = 3.
Si l'on suppose

a s af <X <...<axF<u
et m =2 % - 1 — % on obtient le

THEOREME 2.

(19)  min L(F; xt, 25, ..., %%, ), Wir1, «.., Ujpn-n_1; [){x) <
F=ty, 0+1,...,m—n
< L(FS of, 28, ..., &, sy Wy ..., w5 (%) S
é - .nlaX L(F’ %f, x;’ M 'Jx;:) %j: %j—l-l’ vy %j+n—k—1;f)(x0)-
F=ty+1,..., m—n

’ Si F =@, ot 8, ; est ensemble des polynomes de degré au plus
égal & n — 1, alors les inégalités (19) s’expriment avec les valeurs sur
le point x, des polynomes de Lagrange qui correspondent aux fonctions
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de I'ensemble F qui sont intervenues dans le théoréme 2. Mais, compte
tennant de nos résultats contenus dans [4], a cause d’une certaine propriété
de momnotonie des différences divisées, les indgalités (19) ont comme
conséquence les inégalités

(20) min [xizy x;; B x;‘;) uj) %j-l-l) 2ef +02 Mj-l-ﬂ—k»—l;f] é
=1y, 04 1,..., m—-n
é [xik: x:Zky e vy x;‘:; %il; 7’L‘53J ey Mﬂjn_k;f:lé
é min I:xik, xf: ey x;:! %j) ithrl; L) %j-l—n~k—1 ) f])
=1, 01, ..o m—n
ot les points xf << %3 << ... < &} restent fixés. Sans fixer ces points on

obtient un théoréme connu [6].

2. Nous allons donner, maintenant, une application du théoréme (19)
respectivement des inégalités (20). Dans notre travail [5] nous avons in-
troduit une nouvelle allure des fonctions, nottement une allure qui provient
d’un comportement par rapport a U'épi (18). Dans [5], une fonction
fila, b] —R pour la quelle la différence

(21) Jle) T (L 5t R s L ek ) (%)
est toujours > 0 (20, =0, = 0 respectinement toujours << 0) quelsque
solent les points %y < %y << ... << %, de lintervalle [a, b] et ainsi que

%z<x1<x2<...<xn_k<x0§b,

s’appelle convexe (nomconcave, polynomialee, nonconvexe respectivement

concave) a droitte, par rapport a I'épi (18), les points af < a4 << ... < %
étant fixés et ainsi que
(22) a = af <y < ...<axp<b.

Comme nous l'avons remarqué cette nouvelle alure est en méme temps
une généralisation de la stélarité.
Fitant donnés les points

(23 sy << Uy < oo < Uy,

)
m = n-+ 1-— k et ainsi que ona

1A

b,

les points (22) étant fixés, le théoréme 2 a comme conséquence le

X < ty, W,

THEOREME 3. La condition mnécessaive et suffisante pour que la fonc-
tion [ soil comvexe (moncomcave, polynomialle, monconvexe vespectivement
concave) a droitte, pav rapport a Uepi (18), sur les points (23) est qu’elle
sott comvexe nonconcave, polynomialle, nonconvexe vespectivement concave)
a droitte, par rapport a Uépi (18) sur chaque systéme

(24) Uy Uity ooy Wjon—p
de points consécutifs choisis parmi les points (23).
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Quand on considére le cas F = €,_4, alors les inégalités (20) nous
offrent comme conséquence une proposition analogue a celle contennue
dans ’énoncé du théoréme 3.

On remarque que le théoréme 3 présente un grand interét. En effet,
pour constater la présence d’'une des 5 propriétés qui interviennent dans
Penoncé du théoréme, sur les points (23) il suffit de verifier sa présence
seulement sur chaque systéme (24) de points consécutifs, de I'ensemble
(23) des points. Sur les systemes u;, o, ..., %, , 11 de points qui ne
sont pas consécutifs cette verification ne doit pas étre faitte.
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