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f, ,,aNAr, v sE INUMÉR{ QU#, r_i 
l,^, ffii: iijT _?1 ri'aPpR 

o x IM.q'r' x o NRemarque 3.
d.e lø þrem'ière esþèce
réaliser ce fait à 1'ai

, sans faire appel à des élérnents nurn
- tei qr1'ot1 procède dans I
b,wt d,es.sþhères.d,-e la seconde ;¿. En eff Xn - B,
(ry_ 

= 
Ð _qui définit dans un 1a limite sé[u"rr"Ë

(X") (sachalt gue B, [-Ø) m.et en_ jeu une , "'= ñi
de sphères de 1a seconde espèce, cleicendant
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1. D né des résultats concernant

lesproprdanslathéoriedel,inter-
pãrJtlåi. Présentées en

liaison a s' F étant un

""åãìrllã 
interpolatoire d'un ordre n lø, bl ' x t 1

<x2<... <
. . .: !n!t des nombres réels, on con

(1) J F %r, frz, ' ' ', frn*1

lu iz' ' ' 't ln'lL I

des fonctions L(F ; %i,, fri,, . . ., fri
%i,, %i,, .,', X¡n, 13'it<!rf."' c

ãä"iÉi" poósibiäs, ce qui signifie qu )
tions distincts de F oã bien il se r le

"ã 
¿"rrri*, cas la tonction L(F; xr, %2, ..., **l !t, !.2., "', !r) prend la

valeur !n+t Sltr le point x4¡1. IaeS notations sont celleS que nous avo4s

utilisées dans les iravatx cités ici'

Les points üt 1uz < . "
la, bf,n étant soirmis å 1a condition n 22elc les nombre$ui¡ D2, "" uþ

Ëtáni'russi donnés, on peut consid-érer l'ensemble

(2) s(p'!.''ü2' "''un\
\ I)1, Uz, , , ., OU)
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dcs Iouctions de F.qui sur les points 
!r,, i _ 1,2, ..., /L ont les valeursrespcctives n¡, i - l: 2, ..., /r.'-Cl"rî dén" l,"rìr"iå¡1"', 

,,

(3) {ç =Plq@,).:1)¡, i:t,2, ..., tÌ}.

énor¡i
7,2

=åi

(4) s(n. *i,, xi,, ..., xi,- t\
\' y;,, !j", . . ., yj,_t)

:i.l <,/.'< jr{ '....{ j,-r S n t L Chaquc ópi clc la Ior.rnc (4) a rrrrcllrrersectror iro'r vidc.avcc 1'crscrnblc 1r¡l c"üå iìr't"îåtio,, ," ricluitchaque fois à deux éléments, ã",rt"i" '¿iti¿r"ri""-;ilô.son 
sig'c s,rchaqun des points x¡,, x¡,, . . . ,, .%jt_t. c";il;;;;i";;'då'rrslie a colnrrecompoltement bien d, terminé des fonctions d.e l,ensembledrr poirrt x¡¡1, euêrtd. olt suppose frt¡t t { ó. I)ans [4] nousthóorènre dc ra-rno¡'qnn" q,ii'"o,ìti"tri rì'J d"r"ription dun question.

(s)

En supposantt xr1-1 < b et xr+t { xo S b, on a 1a proposition

iiit@) %i' %i+t' " ', xirn-t) !¡, !¿+t, ..., !¿+u-t)(xò <
< L(F', fri,, xi^, ., xir| !r,, !;", ..,, y¡,r)(xo) <

<i:?iL(F; xt' %i+t' "', %i+r-ü !¿, i¡+t, ..., y¡+,-ò(xò.
r,a propriété de 1a l''oyenne contenue dans. res inégalités (s) a une inter_
åI;:Tlîî"iflon neut formnler d" l;-manière suivärrtc: là vareur stTr xo

(6) L(F;x¿,,ri",...,xi*,!i,,!i,,...,!¿,)

ff]';itå:ïoilJll,åî,r""nprisc entre 1a plus petite et 1a prus grande valeur,

(7) L(F; x¿, %i+t, ..., xi+n_t, j¡, !¿t_t, ..., !¿+,0_ò
de l'ensernble (1) et qui sont construites a sécutifs

les points
,r, ir1, rã f,ä, r",ication à 1 F._con_ue nous avons introduites dans [l].

11o us avons do nné dans re tr av ai7 r r I lüårli jiîi,tÍ, 
"îïå?åJ"r;;" ï1"T,î:re. Pour la co'r.odité des 

'otatioìrs"nãus supposons que les nombres y;,
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i:1,2, ..., nl|, qui sont intervenus plus haut sont les valeurs d'une
fonction/sur les points respectifs x¡, i.:1,2, ..., n I l, f. étant.définie
sur la, b] ou bien sur un ensemble qui contient tous les points qui inter-
viennent dans nos considérations. Tra fonction de l'ensemble .F qui prend
les valeurs de / fur les points x¿, 'i:7, 2, ..., M, sera notée, comme
d.'habitude, par L(F i xt, xz, ..., %,; f). En supposant

(B) xr1x,<...
et xr¡1 ( øo ( b, nous considérons le sous-ensemble de F qui a. comme
éléments seulement les fonctions dont la valeur sur 11 reste fixée et,
pour 1e cas particulier qui nous interesse maintenant, soit f(xt) cette valeur.
I1 s'agit de l'épi

3

(e) S F . tul

' 
.f (xr)

qui est un ensetnble interpolatoire d'ordre n - L srrr chaque sous-intervalle
de f intervaTle la, ó] quiie contient pas ie point xr. On peut donc consi-
dérer 1'ensemble

t10) g(s(r:*'ì,"'xt'""xr*l \
\--l \"\''"f(*'))'f@')'l@')' "''Í(*'*'))
au lieu de l'ensemble (1). Quand il ne se réduit pas à un seul élément,
l'ensemble (10) contientnfonctions distinctes, la fonction L(F', %2, xs, .'.
...¡ xntr; f) n'étant Pas Parmi eux'

r,nnno 1. Sø L(F; xr, xz, ..., xul "f)(x"*r) t.f(x,+r), ølors L(4; xu
xB, ..., %**t; f)@r) < L(F , %y¡ x2, . ., xn; f)(xr) et I'e mombre L(F', xr,
xi,, xi", ' . ., xi,-r; f)(xt) satisfaít l"inégalité

(11) L(F; x', ns, .,, xntr; Í)(xo) < L(F i xy xi,, xi", ...,
..., xd* t; l)@o) < L(F', x1, x2t ..., %n; f)(xo),

quel,sque soient 2 3 ir < iz < ... <
r.nrrnrB 2. Sl L(F; xr, xz, ..., K,i.f)(x,+t) 1Í(x"+r), al'ovs

L(F', xr, xs, ...t xtttl; Í)(xr) > L(F', x1, xz, . ' ', xn; fl(xo)
et

12) L(F; xt, %s, .,., xtt.rl; Í)(xo) > L(F', x1, xi,, xi,, ..'
..., xi,,-t; f)(xo) > L(F , x1, xz, ..', xr; Í)(xo),

qu.el,sque soient 2 S ù < i2 < ... <
Pour la démonstration des lemrnes 1 et 2, on remarque que la diffé-

rence d.es fonctions L(F; xr, xz, ..., Knl f) et L(F' , xþ xs, .. ', x,+ti Í)
change son signe sur les points xs, x4, , . ., xr. Ires lemmes en résultent.

Ìl

I

tl

¡

I

I
l

1
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appartennant à l'épi

(16)
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Êtant donnés maintenant 1es points

(13) utl%z<...
où l'on suppose ün,< b et a. 1 ur, soit x* l1n point fixé et a 3 x* < ør,
et soit alrssi um < %o < ó. Pour chaç1ue système de points

(14) lúi,, ,tui,, . . ., üi,,_l

où 1 3 ír1i,<...
(15) L(F; x*, ndi,, ,ui,, ..., u¿r_t',.f)

rnBonÈuo 1. Zø aøleotr sr/Lt/ xo cle l,ø fonction (1S) satisfa.it les
inégal,í,tés

(17) 
. 
min L(F ; x*, r,L¡, Lt¡1-r, . . ., ,u¡¡n_2; f)(xo) S

i:ir.,i:i¡-l, ' ,m-n

= 
L(F | %* , Lti,, L{i", . , , ti¿r_t; fl@o) 

=
< max L(F; x*, LL¡, %¡¡t, ..., ,u,¡¡n_2; Í)(xo).

i :it, it*l, . . . ,n-fl

on obtient la démonstration dr théorème I à l'aide du procédé contenu
dans tl] et en utilisant les lemmes 7 et 2.

Au lieu de 1'épi (16) on peut considérer un épi quelconque

(18) s f¡t; xf ' xT' ' ' '' xË 
ìI l@'i,), Í(xi),...,1@i))

où | S lt, 3 n - 2, 7' ordre d'interpolation n satisf.aisant l,inégalité n > 3.
Si l'on suppose

ø3xl1xi<...<
et m 2 n + t - Jt, on obtient le

rnÉonÈup 2,

(19) . . .min L(F; xi, x:â, ..., :vf;, Lt¡, üj1_t, ..., ,Lt¡¡*_k_r; f)(xo) aj:d,, i,11,. . .,ru_n

= 
L(F; xL xl , ..., xl , ,ui,, t[i,, ..., %,i,_h; fl@ò 

=

i:iJt*1, ' ' til-n

. _ 
Si F : gn-t, ol gn-t est l'ense rble des polynomes de degrè au plus

(Sal e n - 7, alors les ínégalités (1g) s'exp?iment avec les -valeurs'sur
le point øo des polynomes dè r,agrange qui^correspondent aux fonctions

de l'ensemble F qui sont intervenues dans le théorème 2. Mais, compte
tennant de nos résultats contenus dans [4], à cause d-'une certaine propriété
c1e rnonotonie des différences divisées, 1es inégalités (19) ont comme
conséquence 1es inéga1ités

(20) m1n
j:ìü ir1-l,. . ., tr--rr

S lxf , x:1,, .,,, xT,, 11¡,, x!,i,, ..., utn_,,; Jf 3

S min lx\ xl,, ..., fr|, g!,¡, LL¡¡r, ..,, u!+,.-n-ti fl,j:i',i,J.l,...,tn-n

où 1es points xi I xi < ...
obtient un théorème connu 16l.

2. Nous a11ons donner, maintenant, une appiication du théorème (19)
respectivement des inégalités (20). Dans notre travail [5] nous avons in-
troduit une nouvelle allure des fonctions, nottement une allure qui provient
d'un comportement par rapport à l'épi (18). Dans [5], une fonction
Í: lo, ól *Xt pour la quel1e la différence

(21) .f@o) - L(F; xi, x'í, ..., xl, nr, x2, ..., xn-þ; f)(xr)
est toujours > 0 (à0, :0, < 0 respectinement toujours ( 0) quelsque
soient 1es points %t l xz < . . .

xI 1 xt< xz<... <
s'appelle convexe (nonconcave, polynomialee, nonconvexe respectivement
concave) à droitte, par rapport à l'épi (18), les points xI I xi { ... 1 xi
étant fixés et ainsi que

(22) ø 3 xf 1xi 1 ... <
Comme nous l'avons remarqué cette nouvelle alure est en même bemps
une généralisation de la stélarité.

Ê,tant donnés les points
(23) üt1üz<.,.
nr 2 n + 1 - A et ainsi que l'ona

x'l { wu ø!,r, S b,

les points (22) étant fixés, le théorèrne 2 a cornme conséqúe11ce le

THiloRitME 3. Lø condition nécessctit,e et suff.isønte þowr que lcr. fonc-
ti,on f soit conaexe (noncorucøae, þolynom,,iølle,,],tonconuexe resþect,iaentnnt
concøve) à dro,itte, þør rctþþort ù I'eþi, (18), sur les þoints (23) est qu'elle
so'it conaexe n,lnconcate, þolynom,iølle, nonconaexe resþect,íuement concaae)
à clroi,tte, þør røþþort ù l'éþi (lB) sur chaque système

(24) ü¡, uL¡¡r, ..., LL,¡1-,-h

d,e þoints consécut'ifs ckoisis þørm'i l,es þoi,nts (23).

lxi, xl , ,.., xl, 1.'t¡, xt¡¡t, .,., t!,¡-1-n-h- t; fl S

u(o
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Quand on considère le cas F : 9,-t, alors les inégalités (20) nous
offrent comme conséquence une proposition analogue à celle contennue
clans l'énoncé du théorème 3.

On remarqúe que le théorème 3 présente un grand interêt. Ðn effet,
pour constater la présence d'une des 5 propriétés qui interviennent dans
l'enoncé du théorème, stlr les points (23) i\ suffit de verifier sa présence
seulement sur chaque système (24) de points consécutifs, de l'ensemble
(23) des points, Sur les systèmes Lti,, 'tii,, . . . , utin_nj-, de points qui ne

sont pas consécutifs cette verification ne doit pas être faitte.
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I,E THÉORÈME DES CONTRACTIONS DANS DES

ESPACBS SYNTOPOGÈNES
paf

RADU PRECUP

(Cluj-Napoca)

1. Ire théorème des contfactions de Banach ponr des espaces métriques
a été généralisé pour des espaces localement con\¡exes par c. MARTNESCU

[7] et ensuite, put. r. cor,oJolr{a t4] et N. cHEoRcFIru [6], pour des

espaces uniformes.
Da[s ce travaiT on démontfe un théorème de point fixe de même

type que celui de Banach pour des espaces encore plus généraux, les

"spac"s 
syntopogènes; une extension de ce théorème pour le cas des

appiications multivoques est aussi donnée.

2. Dans cette section nous rappelons quelques notions de la théorie
des espaces syntopogènes développée par Ã. csLsz.{.n [5]'

Un ensemble X muni d'une famille E de relations, <' définies sur
I'ensemble des parties de X, 9(X), s'appel1e espace syntopogène si potu
toutes relations- <, <
(S1) Ø<ØetX1X
(S2) A<B entraîne ACB
(S3) A' C A < B CB' entraine A' < B'
(S4) A,1 Br, i : l, 2 entraînenL ArU A" I BtU B, et Arf\ Ar 1

1 B,f\ B,
(S5) il existe une relation 1" e E te1le que < U <'C <"
(56) il existe une relation <"' e 3 te11e q.ue < C <"''

g 
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