MATHEMATICA — REVUE D'ANALYSE NUMERIQUE
ET DE THEORIE DE IAPPROXIMATION

I’ANALYSE NUMERIQUE ET LA THEORIE DE L’APPROXIMATION
Tome 9, N° 1, 1980, pp. 113123

LE THEOREME DES CONTRACIIONS DANS DES
ESPACES SYNTOPOGENES

par
RADU PRECUP

(Cluj-Napoca)

1. Le théoréme des contractions de Banach pour des espaces métriques
a été généralisé pour des espaces localement convexes par G. MARINESCU
(7] et ensuite, par. 1. COLOJOARA [4] et N. GHEORGHIU [6], pour des
espaces uniformes.

Dans ce travail on démontre un théoréme de point fixe de méme
type que celui de Banach pour des espaces encore plus généraux, les
espaces syntopogeénes; une cxtension de ce théoréme pour le cas des
apgiications multivoques est aussi donnée.

2. Dans cette section nous rappelons quelques notions de la théorie
des. espaces syntopogeénes développée par A. csAszAR [5]. ’

Un ensemble X muni d’une famille § de relations, <, définies sur
I'ensemble des parties de X, 2(X), s’appelle espace syntopogéne si pour
toutes relations <, <’ e 8 les conditions suivantes sont vérifices:

(S1) G<Bet X<X

(S2) A < B entraine 4 .( B

(S3) A'C A < B C B’ entraine 4" << B’

(S4) A; < By, i =1, 2 entralnent 4, U 4, < B, U By et 4,4, <
< BN B

(S5) il existe une relation <’ < 8 telle que < U <’ C <”

(S6) il existe une relation <’’’ = $§ telle que < (C <"
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Un espace syntopogeéne (X, 8) s’appelle

— simple, si card § = 1,

— symétrique, si pour toute relation < < §,
4 < B entraine X\ B < X \_4,

— parfait, si quellequesoit la relation et 1’ "indi
I les relations 4; < B, ¢ = I entrainer(l)t Szfi eLtjll.?e-nsemble Ll

— biparfait, s'il ' g 2T B .
(WIA,- < r%) B;. est parfait et si de plus A; < B;, © 1 entrainent
ie ier

Un espace syntopogéne (X, §) s’appelle

— topologique, s’il est simple et parfait,

— de'proxlmité, s’il est simple et symétrique,

— uniforme, s'il est symétrique et biparfait.

Soit 8 = {<} et 8 = {<} deux structures syntopogeénes sur X ;

on dit que 8’ et plus fine que 8§ et on éeri "osi ;
T exiote v o o q< 2% 1 ecrit § (T8 si pour toute < « 8
(X, 8) et (X', 8') étant deux espaces syntopogenes et I': X - X’

une fonction, nous disons que I' est (8, $')-conti d )
il existe < < § tel que que Lest (8, $)-continue si pour toute <’ < &’

si A" <" B’ alors I Y(4") < T"(B’).
Une famille & de sous-ensembles de X s’appelle grille dans X. si
(G1) & # D et R #£ O quelque soit' R < &
(G2) pour tous R,, R; e & il existe R e & tel que R C R, AR
2-

Une grille & dans' (X, §) s’a i i

' . : 3 ppelle grille de Cauchy si 12 :
I—lei?ion <A e 8§ il existe un ensemble R = & tel que ysi 2021‘ Btmllicc:
P ?gls esPch iy%t?nggf)(Q I; ne sont pas simultanément vr’a;‘ies;
grille des Voisiﬁages de xg‘par ol$ho PO tonbi e Koom. défingt Lo

P(x) ={V C X:il existe < <= 8 tel que x < Vi

nous disons'qu’une grille & dans (X, 8) converge vers le point x = X (R —»
—{‘123 st quelquesoit V' = V(x) il existe R = & tel que R C V; '_I’espace
(2 , ) este complet si toute grille de Cauchy est convergente ; fiotts disons
qu }1;1 espace syntopogene (X, 8) est séparé Hausdorff si pour’touq' x ;
de C, % ;.éy il existe < e8 et ACX tels que x' < 4 et y < X,\y;‘l;

aus,U}m tel espace toute grille convergente a une scule, limite, e
T 1; e{:izn;pie >re5r}1a(r)guuab1e de structure syntlopogéne sur R est fourni

A4 <, B si et seulement si sup 4 + ¢ < inf (RN B).
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Soit X un ensemble ; une famille ¢ de fonctions réelles bornées, défi-
nies sur X s’appelle famille ordonnatrice sur X si pour tous f, g € ¢
etceRona

(01) la fonction constante c= ¢
(02) fteee
(03) min(f, g), max (f, &) < ¢

Nous appellons structure ordonnatrice sur X tout systéme non vide
® de familles ordonnatrices sur X ; on a le suivant théoreme fondamental
dft & j. czrpszeR [5]: pour tout espace syntopogene (X, 8) il existe une
structure ordonnatrice @ sur X telle que la structure syntopogene associée

8¢ = {<pes ¢ & @, >0}, olt

A <,. B siet seulement si il existe f < ¢ tel que
f(4) < RNFIXNB),

soit équivalente & 8, c’est-a-dire &g C 8 C 8g-

Dans ce qui suit les structures syntopogenes seront identifides a leurs
structures ordonnatrices correspondantes et on éerira (X, ®) au lieu de
(X, 8) si 8¢ est équivalente a 8; a remarquer que la structure ordonna-
trice ® pour laquelle 8¢ est équivalente & & n’est pas univoque déterminée
par 8.

3. Soit (X, ®) un espace syntopogene et [: X - X une fonction
(84, So)-continue dont la continuité est définie par les fonctions o: ® —
— (0, o) et B: ® — @ de la facon suivante

(1) A <,. B entraine I'"%(4) < e I'Y(B), ¢ « ®, e>0;

nous disons dans ce cas que la fonction I' est « —  — ®-continue.
Nous disons qu’'une famille de suites {(a¥); 7 = I} converge unifor-
mément vers la famille {a®; 7 I} si

(2) pour tout ¢ > 0 il existe N(e) (indépendant de 7) tel que

la® — a| <, n > N, 1 e 1.

Une famille de séries sera nommée uniformément convergente si la
famille de suites des sommes partielles converge uniformément.

Soit (X, ®) un espace syntopogene, Hausdorff, complet relativement
aux suites et I': X — X une fonction a'— p — ®-continue ; nous pouvons

énnoncer
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THEOREME 1. (i) S’ existe x, « X tel que  pour tout ¢ « @ la
famille de séries

’
n=0

(3) [2 w(@)e 0 Blo) ... - a0 B(9)If,(%s) — f£,(T(xy))]

Jo e Bt e) n=0,1, ..}

soit uniformément convergente alors, Iy, # & (Fr. dtant Uensemble des points

fixes de T') et la suite des itérations de T calculées sur x, converge vVers umn
point fixe de T'.

4 (i) si en plus, pour tout ¢ =@ et pout tous, x, y « X la Jamille
e suites

(4) {odo)eoBle) - ... - w0 B(9)If, (%) — £, (3)]) ;
Jo € B (e), n=0,1, ... }
converge uniformément vers 0 alors on a en plus card Fr, =
iii) Si powr tout ¢ = ® et pour tous x, y = X la famille de sévies

(5) {f: %P0 Blo) - ... - w0 B (9)|f,(x) AR

n=0

fo € "t o), n =0, 1, .

est uniformément comvergemte alors card Fr =1 et la suite des itérations

de T calculées sur un pownt arbitraire de X converge vers le seul point
Sfixe de T.

Démonstration. Considérons la grille-suite & = {R,; n « N}
R, = {T*(x,), nlun " 2(xg), ...}, =1, 2,
& est une grille de Cauchy, c’est-a-dire pour toute ¢ « @, et pour
tout e > 0 il existe n,, = N tel que 4 <, B implique que

AN R"zp,s # 3 # (X\B)N R,,. ne sont pas simultanément vraies ;

supposons le contraire; c’est-i-dire quil existe ¢ = @ et ¢ > 0 tels que
pour chaque n = N il existe A,, B, avec

(6) An <oe By et 4, MR, # & # (X\B,) N R,.
La formule 4, <,. B, implique
) il existe /, < p tel que £,(4,) <, R\_f,(X".5,).

D’autre part (6) impli(jue (pour tout  fixé) l’existence de 7, ¢4 N,

P, 9 > n tels que IM(x) < A4, et T9(x)) e« X\ B, d’olt, & cause de (S3)
et (7) on a :

(8) Fa(P?(x0)) + & < f£,(T9(x,)).
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Donc ‘

pour chaque # e N il existe f, ¢ et p, ¢ N, p, ¢ > n tels que
©) [ull?(20)) — [u(T?(x0)) > .

Dans la suite, soit fe ¢, ne N et 0 = |f(I"+2(x,)) — f(I"+(x,))]; on a
B = f(I"*2(x0)) — f(I" (%)) ou B = f(I"+1(x,)) — f(T"+%(x)) ;

dans le premier cas on a

(10) PHH1(zg) <<o,0 XNTI"2(%)
et dans le dernier cas
(11) D 42(xg) g0 XNI"F1(x)

(0 étant supposé positif).

Supposons (10) ; I' étant « — B — ®-continue on a
DI *(xg)) <, o THHNT#42(x,)
. B(cp).m

d’ol1, suivant (S3),

IM(x4) < o XN 1" (x,),
ﬁ(‘#);m

ce qui implique qu’il existe f, = B(¢) tel que
fn(F,L+l<x0)) _fn(]'—‘"(xo)) >

a(9)
ou

(12)° 0 <f(I"+3(xo)) — f(T*+1(x0)) < (@) (£, (T (x0)) — fu(T"(%0))).
De fagon analogue sous I'’hypothése (11) on déduit
(13) 0 <A(T™H(xg)) — AT 2(x0)) < () (£, (T"(%0) — Fu(T"H(2,))),

et par conséquent on a (pour 6 = 0 inclusivement)
‘pour tous f = ¢ et # « N il existe f, « B(p) tel que

(14) AT 2(x0)) — F(+(x))] < al@)| £, (P +1(%)) — £,(T"(x))]
d’olt, pour toute f < ¢ et pour tous ¢, » = N,

qg+r—2
(15) 20 #(@)a0Be) + ... - o Bile)] fi(D(xo)) — filwo)] 2
> [T (%)) = f(T(xo)) [ o1 /s & BiHM(g), i =g — 1, ..., g7 — 2,

d’oll, & cause de I'hypothése sur la famille de séries (3), pour tout e > 0
il existe ¢, = N tel que pour chaques » =« N et ¢ > ¢, on a

(16) |f(T17(20)) — f(I(x0))| < e.
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Posons dans (9) » = ¢, déterminé par (16); nous obtenons
il existe f, e @, po, g0 =N, o, @0 = ¢ tels que

(17) fo(T92(%0)) — Fa (I2(%0)) > e.

Ainsi (16) et (17) sont en contradiction ce qui démontre que & est
une grille-suite de Cauchy ; (X, ®) complet relativement aux suites impli-
que qu'il existe x* e« X tel que & — x*; I' étant continue on a TI'®) —
—T(x*) [5] et tenant compte du fait que (& =T (&) U {R,} et que
(X, ®)est Hausdorff on déduit que I'(x*) = x*, ce qul demontre (i).

Pour démontrer la deuxiéme partie du théoréme supposons x*, y* <=
e Iy, x% # y*,

Puisque (X, ®) est Hausdorfl on déduit aisément qu’il existe ¢ = @

=
et feo tels que f(x*) # f(y*); soit par exemple e = f(y*) — f(x*) > 0;
on a x* <, X\ y* ce qui implique

(18)  wN\e D) < o THXN\g%) = INI%) C XN\

a(9)
ou
(19) il existe f, < Ble) tol que fily) = filx) > -
o(ep
En répétant le méme raisonnement
(20) il existe f, e B¥(o) telle que fo(y*) — fals¥) > ——
a(@)eop ()
et en général, pour tout #n = N
(21) il existe’ f, = B*(¢) telle que f, (y*) — f, (%) > :
al@) + ... w0 B(e)
ou encore .
pour chaque # < N il existe f, = p"(¢) tel que
(22) a(p)a o Ble) - .. - a0 BUR)Ly") — fule®)] > e

ce qui contredit 'hypothese sur la famille de suites (4)
T,a troisiéme partie du théoreme résulte de (i) et (if).

Particularisations du T héoveme 1

Soit (X, ®) un espace syﬁtopogéne, Hausdorif, complet relativement
aux suites, «: ® — (0, J00), B: ®— O, deux fonctions et soit encore
' : X— X une fonction o — B — ®-continue
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a) si ® satisfait & la condition:
il existe #,, y, = X tels que pour toute ¢ « ® on a

(23 sup {1/(x0) = fya)li f & UBllel} < 4o,

olt o et P satisfont a h

(24) sup {ao pi(p); j « N {0}} < 1 pour chaque ¢ = o,
et I' satisfait & o

(25) (%) = ¥o(L'(y0) = %0)

alors, I' a au moins un point fixe, la limite de la stite des itérations de
I' calculées sur %, (respectivement y,).

Tin (23) ct (24) on peut prendre par exemple «, la fonction constante
v, 0 <ae<1let B=1g

b) si
(26) sup {|f(x) — f(»)|; f e o} < 400 pour tous %, y e X et
o = @
et
(27) é“(@) w0 Bi(e) sup {If(%) =) e B (o)} < oo

pour tous %, ¥y = X et ¢ = @,
alors la proposition  (iii) du Théoréme 7 est vraie.
¢} st

(28) ioc Yo o Bl

n=0

. 0.0 B" () < -Foo pour chaque e @
et

(29) sup {]f(x) — W f e Q Bi(p); < oo pour tous x, y = X et
9 = @

alors nous sommes encore dans le cas D).

Remarques au Théoréme 1 et o ses parlicularisations

1)! Associons & la structure syntopogéne & sur X la famille des
dearts sur X{d;; f e U g} ott, dy(x, y)=|f{x)— f(y)| pour tous %, ye X,
=@

et la structure syntopogéne uniforme corespondante 8y = {4
fe Ue, e >0} ot 4 <apre B si et seulement si dg(x, y) = e pour

P
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chaques x e 4 et y & B. § n’est pas en général comparable, au sens
de la relation de finesse, a 84 ; 8} est encore Hausdorff mais on ne peut
rien dire sur sa completitude relativement aux suites; les hypothéses
sur les familles (3), (4), (5) sont des conditions de contraction du méme
type que celui de {6], formulées relativement 4 la structure uniforme 8.
Cependant le point fixe est limite en 8; de la suite de sintérations de T'.

2) Pendant que dans le cas général les conditions de contraction sont
formulées relativement a la structure uniforme 89, en général non com-

parable & 8p, dans le cas c) elles peuvent étre formulées relativement a
une structure uniforme plus fine que 84, notée 8, et associée A la famille
des écartes {d,; ¢ = @} ol

do(x, y) = sup {|f(x) — f(»)]; f = ¢} pour tous %, y  X.

$, est séparée Hausdorfl mais sa complétitude relativement aux suites
reste encore indécise; de plus, dans ce cas, I' devient (84, $,)-continue,
plus précisément

(30) do(%, y) > ¢ implique dy(u, v) > (E)
y a(@
pour chaques # & I'"}(x) et v & I'1(y)
d’ohr
(31) do(I'(%), D)) < a{e) da(%, y) pour tous x, y < X.

Maintenant, il est clair que (28), (29) nous conduisent précisément a la
condition de contraction de [6], formulée cette fois relativement & $;;
mais l'indécibilité sur la complétitude de 8, nous empéche d’appliquer
ici, dans le cas le plus général, les résultats de [6]; c’est pour cela qu’on
obtient le point fixe encore en &g.

La remarque 2) reste valable pour le cas b).

3) Dans le cas b) (et donc dans le cas c), aussi) sous I"hypothése :
8, compléte relativement aux suites, nous obtenons la généralisation du
théoréme des contractions donnée par N. GHEORGHIU[6].

4) S'il existe p =N, p > 2 tel que
(32) B =p
alors I'hypothése sur (4) et B surjective impliquent (26); une condition

du type (32) s’impose en [4] et [2]; & remarquer que si card ® < oo
alors (32) est nécessairement vérifide.

4. Soit X un ensemble quelconque et I': X —&(X) une application
multivoque sur X ; pour un sous-ensemble 4 ( X soit

P A)={x e X: T(x) N A # B}, TTY4) = {x « X: T(x) C 4).
Dans la suite P(X) désigne la famille des parties nevides de X.
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¢ lativement
i syntopogeéne, Hausdorff, .complet re
aux S)l(;ilies(X& :CDCI)) f(g’spicoi),y B: I()I) %—v ®, deux fonctions et I': X — P(X)

icati i X pour laquelle
une application multivoque sur
qgelques soient ¢ « ® et ¢ >0 on a que

) h “1(B);
(33) A <, ¢ B entraine I'Z! (4) <ﬁ(¢>'f@ ;' (B)

Dans ses hypothéses il est vrai le théoreme suivant pour des appli-
cations inultivoques :

rEEOREME 2. (1) Sl existe %, = X el % T(x,) tels que pour
tout ¢ < ® la famille de séries

(3") }Oi\/ a(g) + ... - 00 BRI Sulxe) — Fulxls fu = B (9),
il n=0,1 ...}

' / i j nt fixe de T' peut étre obtenu
wniformément alors, Fp # O et un pown de 1
z%%gg limi];e de la suite des itévations d'une sélection quelconque de

T dont les premiers deux termes sont %, €t %i.

(ii') si en plus pour tout ¢ = @ et pour tous x, yles)garlg {:am;llzi.de
suites (4) converge uniformément vers 0 alors on a en plu ' : T i 11
(iii’) Si pour tout ¢ < O el pour tous x, y e X Zg}f{;‘mzlj:ﬁt(ézygogbtesu
uniformément alors card Fr = 1, Punique point fixe de .l?f)ﬂ afgre AT
comme limite de la suite des itérations d une selictmf qu; {-;J q
culées sur un point arbitraive de X et [(x*) = {#*}{z* = I'p).

Démonstration SoitTy: X —»X, F1(.9f) = D{x), 2 GBX_’Fqi'EfS)ntT.
— x,, une sélection de I'; sous I'hypothése de (1) I'y est « ' de (33) on a
A ;,en cffet, soit ¢ = @, € > 0 et A <,.B; en vertue

L1 I‘—IB,
r=i(d) <, ¢ 24(B)

“ale)
mais T-1(4) C I'=}(4) et T71(B) C I 1(B) d'olt
P-id) < o T7Y(B).

et
Ble), prs)

Nous sommes donc dans les conditions du Théo&é‘me‘l pour 11:1 ic;g;t;ol{cx
I,. Pour démontrer I'unicité du point fixe en (il') et (1ii") stppﬂ1 il
col;ltrair(:' x*, y* e« Fr, * # y*; (X, @) Hausdorff;mphqu: qua .eon ¢
o< ® et feg tels que f(x%) # fly*); soit © =fly*) —f(x") >0:

x* < X\ y* d'olt

-1 (%) <

XN 0*).
N Bl TN

‘a(9)
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Mais #* e D-1(x*) et I'-
e I'ZYx*) et PTHXNY*) CX\y* et par conséquent
x¥ <B g1 XN\ ¥, .

p
O\Il re Ete eIlSLllte le IalS()IllleHlent falt (ialls la (16 Il()]lS[', ation (1[1 I h(f()
reme 1. ,

Pour justifier la relati

j : ation I'(x*) = {4%} g )
le contraire: vy ok = {x*} sous I'hypothése de (iii’) s
fixe il -résultc-f} siel"g,m ),’y # x*; toute sélectibn T, de waa(jlrlélgtlePIJDsqns
un point fixe qx*. vai?il:sltmu 148 (Ee I' pour laquelle T(x%) = ;2 Eﬂﬁf
V'unicité du p_oil.ltyi‘ixé_ ment #y < Fp et o # 4* ce qui coutcrcélit

Remarque. ; "y ]
forte,: elle ?nﬂ)ﬁg{(t?e Ll);oférrlrffceoégi) _I(Ci,u_ne ’a.pplication multivoque est trés
supérieure de Uapplication. uité inférieure et aussi la sémicontinuité

3. Illustr :
. ons la méthode de travai
bl » de travail aux structures sy :

W | syntop :
e emplebeuy | {n;sollcloﬂrale’ll des nombres réels. Défiuiss)t;us %la? %ilrlﬁsctpg'u
cisaant com o s (lﬁens m}:()-zle par la senle famille ordonnatrice ¢, en hm"a
g fonm ay:a I lem e des fonctions bornédes, continuesq: i {dires
R Wiy séparéz %;fsed Offou + 1. @ induit sur R une str?l(::ﬁl;:
T oy fe 1sdoril et compléte relativement aux suites

34
(34) " pour tous f <, ¥,y cRona If(x) =) < |# — 9|

d’ott la vérification de (29) (avec B = 1)
= 1q

Soit I': R i
— R une fonction «-contractante (0 < « < 1) au sens usuel :

’

montrons que I' est o — 1
: : L — O- i 4 i
)) P 4 i <(Ps q: L continue (ov, etant la fonction constante

sup f(4) -+ ¢ < inf f(R\_B)
pour un certain f < ¢, ou encore

S(¥) — f(%) = ¢ pour i
compte tenu de (3415)) o 1;11 certain f < ¢ et tous x & 4 et y e B, et

(35) pour chaques ¥ = 4, y & B: [y — x| >
. N —_— = &,
Soit la partition de R
R :kLerAk, A, = [ke,| (R4 1)e)

et Zl = {k = Z L A N
- CA, NV TAMNB) £ ) = (B 4 .
sous-ensemble de nombres cons\ecu)tifs; gonsi{(féfo;se D on IC Zest un

- 123
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11
B,=( U 4yNTYA), 4 i+1lel
By<i<hiy1
Bo = (U 4y) (Y I—1(A4) si 1 est maximal pour I,
kjo<J
B, =( U 4)NT3(A) siig 1 est minimal pour I,
j<ki0_|_1
et

I, siinf I = —©

I# =
T U (ig) siint I =i, + L

Nous définissons la fonction

[ _ & xe [inf B, sup B;], 1 e I*

(e

—~ & 4 x-—sup B, xe[supBi, supB,-—}—i}, i = I
ol o

f(#) ={
_f _x4tinf By, x e (inf B,— <, inf B,.], i e I*
\ OE) en rest. ’
En vertu de (34) f est bien définie et continue et de plus bornée, donc
f e @; mais f(x) = — £ pour tout x = I'*(d) et f(x) =0 pour tout

x e D71(R\ _B) et par conséquent
r—14) < iI"l(B) ;

"o

Nous sommes donc dans le cas particulie

remarquer que la suite des itérations de I' calculées sur un point %,
quelconque, converge VeIs le point fixe non seulement relativement a
8, mais aussi au sens usuel,

t ¢) du Théoréme 1. Il est a
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