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Quand on considère le cas F : 9,-t, alors les inégalités (20) nous
offrent comme conséquence une proposition analogue à celle contennue
clans l'énoncé du théorème 3.

On remarqúe que le théorème 3 présente un grand interêt. Ðn effet,
pour constater la présence d'une des 5 propriétés qui interviennent dans
l'enoncé du théorème, stlr les points (23) i\ suffit de verifier sa présence
seulement sur chaque système (24) de points consécutifs, de l'ensemble
(23) des points, Sur les systèmes Lti,, 'tii,, . . . , utin_nj-, de points qui ne

sont pas consécutifs cette verification ne doit pas être faitte.
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I,E THÉORÈME DES CONTRACTIONS DANS DES

ESPACBS SYNTOPOGÈNES
paf

RADU PRECUP

(Cluj-Napoca)

1. Ire théorème des contfactions de Banach ponr des espaces métriques
a été généralisé pour des espaces localement con\¡exes par c. MARTNESCU

[7] et ensuite, put. r. cor,oJolr{a t4] et N. cHEoRcFIru [6], pour des

espaces uniformes.
Da[s ce travaiT on démontfe un théorème de point fixe de même

type que celui de Banach pour des espaces encore plus généraux, les

"spac"s 
syntopogènes; une extension de ce théorème pour le cas des

appiications multivoques est aussi donnée.

2. Dans cette section nous rappelons quelques notions de la théorie
des espaces syntopogènes développée par Ã. csLsz.{.n [5]'

Un ensemble X muni d'une famille E de relations, <' définies sur
I'ensemble des parties de X, 9(X), s'appel1e espace syntopogène si potu
toutes relations- <, <
(S1) Ø<ØetX1X
(S2) A<B entraîne ACB
(S3) A' C A < B CB' entraine A' < B'
(S4) A,1 Br, i : l, 2 entraînenL ArU A" I BtU B, et Arf\ Ar 1

1 B,f\ B,
(S5) il existe une relation 1" e E te1le que < U <'C <"
(56) il existe une relation <"' e 3 te11e q.ue < C <"''

g 
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Un espace syntopogène (X, S) s,appelle

- simple, si card E : 1,

-- symétrique, si pour toute relation { e E,

A<BentraîneX\B<X\,4,
- parfait, si quellequesoit la relation { e E et l,ensemble d,indices1 les relations Ar< Br,-i e 1 entrainent J,al< ll f,,

bgalfait, s'i1 est parfait et si aJ'jtu, ii a Ì3¡, i =,I entraînentìA¡{(\Bn.
ieI ieI

IJn espace syntopogène (X, S) s,appelle

- topologique, s'i1 est simple et parfait,

- de proximité, s'il est simple et symétrique,

- uniforme, s'il est syrnétrique et biparfait.

"loit 
8; {<} et. E,: {<,} dcux structnrcs syntopogènes sur X;on dit que E'et plus.finc que E-et.orr écrit s q s' si pour.toule ( e sil existe (' e E' te1 clue < C <,.

fX, .q) et (X', 3') étant deux espaces syntopogènes et I : X _+ X,une fonction, nous disons que I est (s,-s')-coniinue'si"pour toute (, e E,il existe ( eE tel que

si A' q'B' alors l-r(A') < f-t(fi,),
une famille & de sous-ensemblês cle x s'appelle gr.ille dans x si

(Gl) e+Ø et R * Ø quelque soit R e&
(G2) pour tous R., R, e út i1 existe R e EL tel clue R C Rr al Rr.

_ Jh" grille &. dans (X, E) s, rpelle grille de uterelation ( = E il existe uÍ'ens 1ib1e ñ = "1ù t" lesrelations AaR+Ø+ (X\B) lRnesontpas es;
cla.ns un espace syntopogènc (X, E) porlr toul lagrille des voisinages de- i par

T(ø) : {V CX: i1 existe { =E tel que x<V}

un exemple remarquable de structure syntopogène sur R est four'ipar E:{("ie}0} orì

A {" B si et seulemerrt si sup ,4 f e < inf (R\B).
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soit x un ensemble; une famille g d.e fonctions réelles bornées, défi-

ni"s 
*su, 

* s,appelle fa,''ille ordonnairice sur X si pour tous /, I e Q

etceRona
(01) la fonction constante c e I
(02) Íic =ç
(03) min(/, g), max (l e) = ç

Nous appellons structure ordonnatrice sur x tout système non vide

O de famillËiordonnatrices sur X; on a le s*ivant théorème fondamental

at 
*a 

¡ czrPsznR [5] : potrr tout espace sytrtopogòne (X' S) il ""it-t" lli:
structrire ordounatiiic O sur X te1lc que la strttcture sytrtopogène assoclec

Er: {(ç,"; g e @, "> 0}, oìr

A 1e," B si et seulement si il existe f = ç tel que

Í(A) <"R\/(x\B),
soit équivalente à E, c'est-à-dire St C E C Eo'

Dans ce qui suit les structures à leurs

structures ordonnatrices correspon lieu de

lX. S) si E^ est équivalcnte à S ; à rdonna-

ìrió" b potr? lnqo"fle 3. est éc1uivale ermlnee

par E.

3. Soit (X, O) un espace sv-ntopogilç et l: 4 -""X 11ne fonction
(Sr, S.¡_lo"tìr.ú" ¿oni la dontinuité ótä¿Iit l" par 1es fonctions c(: O +
)J(0, 

*1¡-¡ 
et p : O -" Õ de la facon súivante

(1) A 1*,.8 entraîne l-t(,4) {Btrt,-i f-t(B), I -- (Þ, 
" > 0 ;

dt9,

nous disons dans ce cas que la fonction I est a - P - @-continue'

Nous d.isons qu'une famille de suites {(ol:)) ; i e I\ converge unifor-

mément vers la famille {ali) ; i = 1} si

(2) pour tout e > 0 il existe l/(e) (indépendant de ø) te1 que

lo| - q.Øl < e, n Þ N(e), i' = I.

une famille d.e séries sefa nommée uniformément convergente si 1a

familie d.e suites des sommes partielles converge uniformément.

Soit (X, O) un esp-ace sy-ntopogène, I{att'sd'orff, complet relativement

"u* suiteJ "î 1r': X*k une-fondtion ø - p - tÞ-continüe; 11o11s potlvons

énnoncer
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mément c.onuergenle ølors, F, Í Ø lFt étant l,ensemble d.es þoints
årrrl.r"*, 

des itérations d.'e i irtirù¿rr""'rLí il ,on rrge ners u,n

O, ,:Ðr:n 
en þlus, þour tout g = O et þout torls, x, ! = X tø famitte

(4) {("(ç)" o 0(p) q o þ"(p)lÍ^@) -.f,oD ;

-fn e p"+r(p), n: 0, 1, . . . )
conaerge uniformément uers 0 alors on a cn þlus card,Fr:1.
iii) si þour tout g = o et þour tous x, J = x tø fami,rte cre s¿iries

(s) 
{Ë o(trto( o g(q) d,o þ, (ç)V,@) -.f,U)t;

.fn =P,,+r(g), n:0, 1, ...)
est uniforrnérnent conucrgente alors car.d,Ff : I et lø su,ite d.es itérationsjf*r'ort(.t"tntt s,'Ø un þoint oiø¿tro¿i, ti, x- r""iîrffîr^ t, seur þoint

D ém o n str ati o n. Considérons la grille_suite E" : {R*; n eN}
Rn: {|,(xo), ... , l"+þ@o), ...}, n: l, 2,

& est une grille de Cauchy, c,est_à_dire pour toute g = O, et pourtont e > 0 il existe ll?e," e N tel-que À- ar,"¡ i_piiq* q""
O R1n," + Ø F (X\B) O -{,,*,, 

ne sont pas simultanément vraies;supposons le contraire; c,est_à_dire-''orr,tt existle g = Õ et e ) 0 tels quepour chaqu€ fl e N il existe A,,, B,,=avec
(6) An {ç,. Bn et An],R,, + Ø + (x\,ts,) ll R,.
I,a formule A, {*," Bn implique
(7) il existe -f ̂  = I te1 que -f ,,(A,,) <" R\/,(X\B,).
D'autre part (6) im.plique (porrr _tout n [1xe)_l,existence de 1, q e N,
lirTi:,t:* que re(øo)^ = Ài, et r;(;,) = i\b,- ãï;;'î"u,,,"' aå issj
(B) .f,(tþ(xo))f e <.f,(ro(xò).

(3)

(Ð S'il. existe xs e X tet que þour tout <p e @ lø
Donc
pourchaque øeN i1 existe .f,=g et þ,q=N, lr,q>n tels que

(9) ,f,,(lo(*o)) - "f,,(lþ(*r)) > e.

Dans la suite, soit.f =g, øeN et 0:lf(1,'+,(xo))-f(1,,+t(xo))l;on a

0 : ¡1f"+zlxo)) -/(1,,+t(øo)) ou 0 :/(l',+t(øo)) - f(|"+z(xo));
dans le premier cas on a
(10) f,,+r(ro) {r,o X\|,,+"(xo)
et dans le dernier cas

(11) l,+2(xo) {*,0 X\l',+t(xo)
(0 étant supposé positif).

Supposons (10) ; f étant a - P - (Þ-corrtinue on a

l-1(f,'+1(.ø 0)) au,,o,,+ f-l(X\lr' r(x 
o))

d(91

d'oìr, suivant (S3),
l"(ro) (r,*,,_1 x\1,,-F1(f o),

d(9,

ce qui implique qu'il existe Í,, = þ(ç) tel que

.f ,(1" t(øo)) - .f ,,(1"(xoD , +a(q)
o11

(12) 0 </(1"+zlxo)) -f(ln+l(xo)) < "(q)(f,,(1,*'@o)) -f"(1"(xò)).
De façon analogue sous I'hypothèse (ll) on déduit

(13) 0 <¡11,+tlxo)) -f(1,'+2(x)) < ø(ç)U,,(1"@oD -Í,(t"+t@ò)),
et par conséquent on a (pour 0 : 0 inclusivernent)

'pour tous f = ç et n eN i1 existe .f,, = þ(ç) tel que

(14) IÍ(1"*"@o)) - f(tn+t(xo))l < o(ç) v,,(t"+'(xo)) - f,,(1"@oÐl
d'où, pour toute Í = p et pour tous Er, z e N,

q+t -2(1s) D ø(e)øog(q) . . .. .q.og,(p)lÍ,F@o)) - f @o)l>i:4 _r

7 lf(lø+r(x,)) -f(lo(ro))lorì f , - þi+'(q), i: q - l, ,.., qlr - 2,

d'otr, à cause de l'hypothèse sur la famille de séries (3), pour tout e > 0il existe ?" e N tel que pour chaques / e N et q ) q" on a

(16) ¡f(tø+,(xo)) -/(tø(*o))l < e.
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Posons dans (9) n : 8. déterminé par (16) ; nous obtenons

il existe fou e e, þ0, 8o = I{, 1ro, Ço Þ cI. tels que

(17) fo"(lo"(xo)) - fo"(lþ"(xo)) > ..

Ainsi (16) et (17) sont en contradiction ce qui démontre que.tt "itune grille-sùitê ae Cauchy; (X, O) complet relativement aux suites impli-
que citr'ii existe x" c= X' tel que 8L - xü' ; I étant continue o1_a- l(úl) -'* l(ix) t5l et tenant comþte du fait que (sl : | (st) U {R'} et q.ue

(X, (Þ) est l'iausdorff on déduit que l(øx) - v*, ce qui demontre (i).
Pour démontrer 1a deuxième partie du théorèrne süpposons x*, y* e

eF¡, x'N I y*.
Puisque (X, 

- O) est Flausdorff cn déduit aisérnent qu'il existe I e <Þ

etf e,p tels q:uef(x*) +lU''); soit par exemple u:f(y'') -f(**)>0;
ort a x'i'{o," X\yt' ce qui implique

(18) ø*\= I.-1(rrr') (ur,l, _i_ f-1(X\rt') : X\l-'(y*) C X\i"'

ot1

(19) i1 existe /, = 9(q) tei que Í'(y*) - f ,(*'r) ,- l
"(q)

[n répétant 1e même raisonnement

(20) il existe Í"= þ'(ç) te1le g.ue ,fr(y*) - fr(**) > ^: -a(e)aoP (e)

et en généra-l, pour tout ø e N

(21) i1 existe .f ,, .. þ" (g) te11e que /, , (y"') - .f ,, (**) Þ ^' 
"(,p) '....ooP'(q)

ou encofe
potrr chaque iI' = N il existe Í, = þ"(q) te1 que

(22) ø(,e)øo f¡(q) ' . .. ' d. o p"(p)ll,,U*) -f*(x*)l Þ e

ce qui contredit l'hypothèse sur 1a famille de suites (z')

I,a. troisièmc partie du théorème résulte de (i) et (ii).

a) si Õ satisfait à la condition:

i1 existe Ko, jo e X tcls que pour toute ç e @ on a

(23) sup {l/(øo) -ÍUo)l: .f = Ü p'(*)} { -l-co,

otì ø, et p satisfont à

(24) sup{aoPi(ç) i/ eNU{0}}{ l poul chaque I c o,

e'c I satisfait à

(25) l(ro) : Yo(i'(Yo) : øo)

a1ors, I a au moins un point fixe, 1a limite de la suite d'es itérations de

I' ca1cu1ées súr r0 (respectivement y,') .

Tln (23) el (24) on peut prendre par exemple a., la fonction coristante
u.,0<ct11et P:1e.

b) si

(26) sup {l/(ø) -l@l; f = 9} < +"o pour tous x, y e X et

co-Õ

et
æ

(27) Ð "(ç) u"o þ" (,p) .op {lf @ -.f U)l; f e p"t-t (ç)} < -l-oo

no.rlro.r, x, i ex et g e tÞ,

alors la proposition (iii) du 'Ihéorèrre / est vraie'

c) si
æ

(2S) D o(ç)o.o 9(q) a.o þ" (q) < +.o pour chaque 9e <Þ

et 
't:o

(29) sup V@) - f(v)l; / = Ü t¡'(*)
J:T

< fco pour tous x, Y e X el

d'oit ø* <",.^, " X\y'*,
l/{V/, 

-
d(91

Particatlarisations d'u Tl'téorèm'e I

Soit (X, (Þ) un espace syntopogène, Ilausd.orff, corrplet relativement
aux suites, a: (Þ -' (0, f oo), p: O -" <Þ, deux fonctions et soit encore

gco
alors notts sommes encore dans le cas b) '

Renr'ørques q'u Théorènt'e 7 et à ses þørticulc¿'r'isations

1) Associons à 1a str[ctur,e syntopogène (; .sur x 1a famille d.es

¿"uris' ,r', i7d.,; / = j].e) où', d,¡(xi ù:lf|*)-f(v)l pour tous ø, !ex,
et 7a structure syätopogane uniforme corespolldante Eo6 : {( ¿r,. i

-f=U_g,e>0Ì oùA1¿,,uBsi et seulement si d¡(*,)') )epour
Qeo
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cations multivoques :

rnEonÈuD 2. (i') S'il existe x¡ e= X
tout g = @ I'q' førnille d'e séYies

t2l

et xt e l(xo) tels que þour

chaques x e A eL y 4 B. $ n'est pas en général comparable, au sens
de 1a relation de finesse, à En, ; 6$ est encore l{ausdorff mais o¡. ne peut
rien dire sür sa complètitude relativement aux suites; les hypothèses
sur les familles (3), (4), (5) sont des conditions de contraction ãã même
type que celui de [6], folmulées relativement à la structure uniforme s$.
Cependant le point fixe est limite en ogo de ia suite de sintérations d,e l.

2) Pendant que dans 1e cas général les conditions de contraction sont
formulées relativement à la structure uniforme "s$, en général non com-
parable à Eo, dans le cas c) elles peuvent être formulées relativement à
une structure uniforme plus fine que Er, notée 6o et associée à la famille
des écartes {dr; 9 - @} où

d,r(*, y): sup |Í@ - f!)l; "f = ç} pour tous x, y e X.
E, est séparée Hausdorff mais sa complétitude relativement aux suites
reste encore indécise; de p1us, dans ce cas, I devient (Sr, Sr)-continue,
plus précisément

(30) d,(*, y) 2 e impliqtte ds@¡(u, ,), 
*

pour chaques ut, = l-t(ø) et u e f-tþ)
d'otì
(31) d*(l(x), f(y)) < a(d d.s1r¡@, y) pou;. to:us x, y = X.

) nous conduisent précisérnent à la
lée cette fois relativement à E¿;
de E, nous empêche d'appliquér.
ats de [6] ; c'est pour cela qu'on

fa remarque 2) reste valable pou.r le cas b) .

^ 3) Dans le cas b) (et donc .dans le cas c), aussi) sous l,hypothèse :

"9, complète ¡elativernent aux suites, nous obtenons 1a généra1iiätion du
théorème des contractions donnée par N. cHDoRGurui6l.

4) S'il existe .2 = N, þ > 2 tel que

(32) gÞ : g

alors
dut
alors

l'hypothèse sur (4) et p surjective impliquent (26) ; une condition
yp^e^ (32) s'impose en [4] et l2); ¡ remarquer que si card Õ < co
(32) est nécessairement vérifiée.

4. Soit X un ensemble quelconque et I : X * g.(X) une application
multivoque sur X, porlr r1n sous-ensemble ,4 6 X soit

l-1(,4) : {x e X: t(x) a A + Ø), f;'(,4) : {x = X: t(x) CA}.
Dans 1a suite P(X) désigne la famille des parties nevides de X.

Soit (X, O) un espace syntop-ogène' gausdorff'. complet relativement

aux suites, c¿ : (Þ * (õ:"i;i''P i'o î o" ã""" ro"ttions 
^et | ' X -' P(X)

onã uprrli.ution mulìivoqu" ttit X pour laqucllc
qü"lqo"t soient I e O et e ) 0 on a que

(33) A ..-r,, B entraîne l:t (A) <0ro), 
{6¡ 

l;t (B) ;

Dans ses hypothèses il est vrai 1e théorème suivant pour d'es appli-

(s') {>ï",*, *o g"(e):f,,(xn) -f,,(x,)l; f, = Þ"+'(ç)'

n:0, 1,... Ì

conaelgc uniforntérncnl qlot's, Fl+.Ø.et.yn þoirtl fixc dc I þeut êtve obtenu

coytlne timite d,c îà 
' 
iLi,¡ii 

- 
åes ¡t¿vat'¡åi{ 

" 

¿; "it, sétection quelconque de

I d,ont les þremiers d'eux termes sont xo et x''

(ii') si en þlus þour lout I e O el þour lous x' y '= X I'a fømille d'e

suites (4) conaelge "i;i":r*ä'it'i"t 
o altois on a' enþtus catð'Fn:1'

eLe Ye (S)conaerge
Ê '"t f¡ l' êtrc obtcnurr- ".r uedelcal-.l;:;l 'r]çi

D ém,onstr atioø. Soitlr: -*X,,lr(x) 
.-= 

f(1)' x e X' lt(øo) 
=: xr,l7r7esélection å; ï; .;;t l'þpothèse ã1ii;Í ¡'' ejt,' u - 9 - o-conti-

nue; en effet, soit ;-= ô;;0"J; A-<*," B'; 'en-vertue de (33) on a

f -t (1) <',{c),;1,l;1(a),

mais t-r(,4) C l_'(.4) et f;l(B) C la1(B) d'où

r'_t(A) (.,.^, " l¡1(B).
ttt"*(g)

nction
ons 1e

existe
;ona

f'-1(r*) <^, , ,_l*t1X\l*)'' 9(c),*,
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donc

tout

ß(ç),i=
d\9)

x\y*

ßiå"lit" 
ensuite le raiso''ement fait dans Ia dénonstration d' ,rhéo-

Rcnt,rquc. I,a propriété (BB) d'u.nc..appricatio' nrultivoque est 1r.ò:;
l::t: r clle iru¡ir,iqu".jo åémico"ìi"îii¿ i,,t¿ri"ìri"?";d;i" sémicontiriuitésuperreurc dc ['application.

5. fllustrons
un exemple sur 1

ordonnatrice (Þ:
sissant conrme g
par, morc€aux ayant la pente 0 o
]{{_!noSèire Er, séparée ilar.rsdorff
rr esL clalr que

(34) pour tous .f = e, x, j enì on a lÍ@ _ÍOl < Ix _ yl,
d'où la vérification de (2g) (avec p : Io)

Soit l: R -+ R une fonction ø_contractante.(0 { ø ( 1) au sens usuel;
ÎÎ"i1g,tt que l. est, ø - ro - o-coniìnu" 1o. étant ra fonction consta'tcct/ ; solt pour cela 1 (","8, d,ou

slpf(A) * e < infl(I\B)
pour r1n certain f = g, ou encore

f(y)-f(x)> e_porlrun certain f =g ettous xÉA ety eB, ctcompte tenu dc (S4) orr a - r

(35) pour chaques.., € A, y ç B: Iy _ xl , u.

Soit la partition de R

*: puOo, A¡.: lh.e, (/f + 1)e)

et Zr: {le ,=Z: lÉ aì t-l(R\A) + Ø}: lp,.: i e/} oir t CZcst unsous-ensemble de nombies 
"òr,."i,ítiis ;' óorrri¿Éron.- 
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U A¡) Àl'(,4),'i,'i { | e I
nr<i <h¡¡t

(l) A¡) 1.l f-r1e; si ¿0 est maximal pour 1'

h¡o <I

U A¡)) f-t(,4) si øo f 1 est minimal pour /'
j <kio+l

10 11

et
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