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1. Soit #:D —R, D = R?, D # (J, une fonction continue sur D et
nondécroisante par rapport i chaqune des deux variables.

Sous le terme de probléme de programmation pseudo-linéaire par
morceaux on entend le probléme de programmation mathématique sui-
vant : ,

PSPI,. Déterminer :
(1.1) v = max min k(c;x + ¢, dx + @)

ieM
sous les conditions :
(1.2) Ax=1b, x =20,
olt: '
M={1,2 ...,m}ceR, qgeR(icM, deR ¢ =R b e,
et A est une matrice de dimension s X #.

Concernant le probleme PSPI, on suppose que I'ensemble de ses
solutions admissibles, c’est-a-dire: ‘

(1.2") S={xeR:4Ax=0b =% =0},
est nonvide et borné et que:

{(cx+e, dx - q)= Rt x e S} e D.
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On désignera par f la fonction objective du . probleme PSPI,
c’est-a-dire

f(x) = min k(c;x + ¢, dx + q).

ieM

Dans cette section on montrera que la résolution du probléme PSPIL,
peut étre réduit a la résolution des ,,m”’ problémes de programmation
pseudo-linéaire (voir [2]), en employant un procedé de décomposition si-
milaire 4 celui consideré par r. a. BLAU [1].

Dans ce but, pour chaque 7 M, nous considérons le suivant pro-
bleme de programmation pseudo-linéaire asocié au probléme PSP, :

PPI, (i). Déterminer:
v, = max h(c;x + ¢, dx -+ q)

sous les conditions (1.2) et:
(1.3) (c; — c)x < e, — e, Yo e M\ {i}.

On denote par S; I'ensemble des solutions admissibles du probleme
PPL(i). Si S, =, on prend v; = —co.

Le théoréme suivant établit la liaison entre le probleme PSPI, et
les problémes associés PPIL(i).

THREOREME 1.1, Entre’ les valeuwrs optimales des problémes PSPL et
PPL(i) i v a la relation :

(1.4) v = max v,
ieM

Démonstration :  Désignons par S; l'ensemble des éléments x de S,
vérifiant les contraintes:

(1.5) hle,x + e, dx + q) < hic x + ¢, dx + q), ke M\ {i}.
On voit aisement que:

(1.6) flx) = hic;x + ¢, dx + q), YVx e Si,

et, aussi, que:

. Mais puisque la fonction % est nondécroisante par rapport a la pre-
miére variable, les inégalités (1.5) sont équivalentes a (1.3). Par consé-
quent :

S, =Si Vi e M,

d’oft, en tenant compte de (1.6), il résulte sans dificulté la relation (1.4)
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On déduit donc, que la résolution du probleme de programmation
pscudo-linéaire par morceaux PSPIL peuat étre faite d’apres le schéma
suivante : on résoud les problemes pseudo-linéaires PPL(i) pour tout? e M,
et puis on choisit comme solution optimale du probléme PSPI,, la solu-
tion optimale du probléeme PPL(k), tel qu'on a:

Uy

, = max v,

€M

Pour la résolution des problémes de programmation pseudo-linéaire
PPL(i) on peut utiliser, par exemple, l'algorithme paramétrique presenté
dans les travaux [2] ou [3]. :

2. Dans cette section, en supposant que la fonction / est linéaire
par rapport & la premiére variable, on montrera que la résolution du
probleme de programmation fractionnaire pscudo-linéaire par morceaux,
peut étre reduite a la résolution succesive des certains problemes de pro-
grammation pseud-linéaire par morceaux.

Le probléme de programmation [ractionnaire pseudo-linéaire par mor-
ceaux, qu'on va étudier par la suite est le suivant:

PSFPI,. Déterminer :

) Ricix e, Ax a
v = max min h((ctx :r P T qq)) ja')
e M i o
sous les conditions (1.2).
Dans la formulation du probleme PSFPIL on considere que 4, .¢; et
c; sont des éléments donnés de R” et a4, a', ¢, ¢, ¢ sont des nombres réels
donnés.
De méme, nous supposons que :

(2.1) Mcix + ei, dx + q) > 0, pour tout x = S et 1 & M,

et que Pensemble S des solutions admissibles du probleme PSFPL, (voir
(1.2")) est nonvide et borné.
Par la suite, pour tout nombre réel { et pour tout x « S on désigne :

F(t, x) = min (hlc;x 4 ¢; dx + q) — th(cix + e, dx + q)) + a — ta’,
1= M
et

V(t) = max {F(t, ¥): 2 = S}. ]
Remarque : Si la fonction /o est linéaire par rapport a la premiere
variable, alors on a:

(2.2) F(t, x) = min h((c; — tcj)x + ¢; — tei, dx + q)-Fa—ta’.
isM

I/adaptation, au cas du probleme PSKFPL, de I'algorithme pour
la résolution du probléme général d’optimisation fractionnaire par morceaux
(obtenu dans le travail [4]), consiste dans les ¢tapes suivantes :

1. On détermine %, « S. On peut faire cela, par exemple, en emplo-
yant l'algorithme simplexe.
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I1. On prend:

¢, == min (
ie

Mosrng + i dan—y + 9) + a]
h(C:"*'rl—.-l + 3:: A%y +q) +a

III. On détermine x,< S, tel que:
min h((c; — t,6i) % + ¢; — t,efs, dx + q) - a — t,a’ = V{(t,).

ieM
IV. Si V() = 0, alors x,_, est une solution optimale du probléme
PSFPI, et I'algorithme s’arréte.
V. Si V,(t) > 0, alors on passe a I’étape IT avec # + 1 au lieu de #.

Remarque. Le plus dificile étape de I’algorithme est 1’étape IIT, qui
revient a la résolution d'un probléme de programmation pseudo-linéaire
par morceaux, et qui, & son tour, peut étre réduit a la résolution des
»m" problémes de programmation pseudo-linéairé.

On a démontré dans [4], que I'algorithme présenté ci-dessus converge,
c’est-a-dire, on a lieu:

lim¢, = v,
et il existe une sous-suite (x;,) de la suite (x,), convergente vers une
solution optimale du probléme PSFLP.

Pour que I'algorithme s’arrétte sirement aprés un nombre fini d’ite-
rations il sufit que les étapes IV et 'V soient remplacées par les suivan-
tes: ‘

IV’. Si V(¢,) < u, alors 'algorithme s’arréte, et %,_, est une appro-
ximation de la solution eptimale du probleme PSFEFPI,.

V’. Si V({,) = u, alors on passe a I"étape II avec # - 1 au lieu de #.

Dans les étapes IV’ et V', u est un nombre réel positif qui peut
étre choisi en fonction de ’approximation désirée dans la résolution du
probléme,

REFERENCES

[1] Blawu, R. A., Decomposition Techniques for the Chebyshev Problem. Opns. Res,, 21
(1973), 1157 —1163.

[2] Dragomirescu M, Malifa M., Programare neliniavd, Bucuresti, Editura stiin-
ificd, 1972,

(3] Geoffrion, A, Soling bi-criterion Mathamatical Progvams, Opus. Res. 15 (1967),

39—54.
(4] Tigan, $., Sur une méthode pour la vésolution d'un probléme d’'optimisation pav segments,
Mathematica — Revue d’analyse numérique et de théotic de Iapproximation,

4 (1975) , 87-—97.

Regu le 6. XII. 1979
Centrul Tevitovial de Calcul Electvonic
3400 Cluj-Napoca
Str. Republicii nr. 107



