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0. Einleitung

In [9] betrachtet der Verfasser ein Konzept zur Erfassung der run-
dungsinvarianten Eigenschaften linearer Riume. Es wird dazu zunichst
die Struktur des schwach geordneten bzw. geordneten (multiplikativen)
Vektoides {V, R, <} definiert und deren Eigenschaften ausfithrlich dis-
kutiert. AnschlieBend zeigt sich dann, daB diese Struktur beim Ubergang
zu speziellen symmetrischen Rastern mittels optimaler symmetrischer
Rundungen erhalten bleibt. Dabei waren die Axiome des Vektoides so
angelegt, daBl wir, wie die vorliegende Arbeit zeigen soll, auch die dariiber
aufgebauten Intervallriume ohne weiteres damit beschreiben koénnen.
Die vorliegende Struktur bildet also eine Verallgemeinerung der bisher
in verschiedenen Arbeiten (siche etwa [1], [2], [6], [7]) betrachteten
Rechteckintervallarithmetik iiber linearen Rdumen, welche auch die Be-
schreibung der auf Rechenanlagen vorliegenden Eigenschaften solcher
Raume gestattet. Fir die Intervallrechnung diber dem zugrundeliegenden
schwach geordneten Ringoid {R, +, ., <} zichen wir die in [5] gewon-
nenen FErgebnisse heran. '

Zunichst geben wir einige Eigenschaften des Intervallraumes iber
einer geordneten Menge {M, <} wieder ([3], [5]): Es sei PM die Potenz-
menge iiber M und IM die Teilmenge der Intervalle

A:=[ay; ag]: ={a € M|aq, dg, = MANa,Sagaza}ePM

und der leeren Menge @.
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Durch die Relation AS<B:= (a, S by A ay £ b,) mit 4 = [a,; a,],
B = [by; b,] wird {IM\ {0}, ={ zu einer geordneten Menge. Ist {M,
<} ein vollstindiger Verband, so ist auch {IM\ {J}, <} ein vollstindiger
Verband und es gilt

A (inf T = [inf a,; inf a,) Asup T = [sup a,; sup a,]).

BT IM\ {0} PFAsT OFdeT OFAET @fAdeT
Ferner bildet die beziiglich der Inklusion geordnete Menge {IM, <} ein
oberes Raster der Potenzmenge {PM, <} und die optimale, nach oben
gerichtete Rundung []: PM — IM wird definiert durch
(R) A O 4:=inf (UA) N IM)

AePM

mit U(4): = {K € PM | K o A}. Sie besitzt die Eigenschaften

(R1) . A (A< B=[]4 < (]B), (monoton)
,Be M
(R2) A4 =4, (optimal)
AsIM
(R3) A4 es A4, (nach oben gerichtet)

A<sPM

durch die sie auch definiert wird.

Zur Beschreibung der bei der Intervallrechnung besonders wichtigen
Teilmengeneigenschaft legen wir noch fest:

' Definition 1. Es seien {V, R} ein (multiplikatives) Vektoid und
(R, <}, {V, <} geordnete Mengen. Dann hei it V ein inklusionsisoton geordnetes
(multiplikatives) R-Vektoid {V, R, £}, falls {V, 4+, =} (und {V, ., =})
ein geordmetes Gruppoid ist (siche [3)) und zusalzlich gilt

A Al@sbAasb=a.asb.bh).
abeR | abeV
' satz 1. Es sei {V., R, =} emn inklusionsisoton geordnetes R-Vektoid.
Dann ist auch {V, —, =} ein geordnetes Gruppoid, d.h. es gilt
A (@sbAcsd=>a—c=b—4d).

ab,cdeV

Beweis. Nach Definition 1 ist

A @2b=>(—e)a(—e)eb=>—as —b),
abeV
falls {—e, 0, ¢} die ausgezeichneten FElemente von {R, +, .} sind. Da
{V, +, =} ein geordnetes Gruppoid ist, folgt dann

(@sbAc<d=>asb AN —¢c £ —d=>a—c=a+ (—¢) =
abedsV

b+ (—d) =b—d).
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Als Beispiel fir inklusionsisoton geordnete StrtkllktfrenRPieten sicl%
diejenigen in den Potenzmengen tiber den ?nerlbetr_ac teten Rdumen an:
- Bgsybiel . Wir betrachten das (multiplikative) PR-Vektoid {.PV,‘PR}
in der Potenzmenge PV iber V cines gegebenen (multlphkatz_m;n)
R-Vektoides {V,R} ([9])- Beziiglich der Inklusion < sind dann natiirlich

PV, +, s}, {PV, » c} geordnete Gruppoide und man erhdlt sofort
A (ASBAAgB:{a-a[aEAAaeA}E

A,BEPR 4,B<PV :
c {b:bb=BAb S B =>A.4 < B.B),
d.h. {PV, PR, <} bildet ein inklusionsisoton geordnetes Vektoid.

1. Erzeugung der Struktur in IV

i i andig s dnetes
Im folgenden sei nun {V, R, <} ein vo]lstan'djg schwach geor
(multiplika‘%ives) R-Vektoid iiber dem vollstindig schwach geordneten
Ringoid {R, -+, + =} {—e, 0, €} seien die ausg_ez_mchneten Elemente
in {R, +, ¢} und o das neutrale Blement der Addition (upd e das ‘neu-
trale Flement der Multiplikation) in {V, R}. Nach 9] Ialldet zuniichst
die Potenzmenge PV iiber V ein (multiplikatives) Vektoid iiber dem Rin-
goid in der Potenzmenge PR iiber R. Die Verkniipfungen werden dabei
definiert durch
A AxB:={axblac 4, b e B}, * € {+, *},
A4,BEPV .
A Acd:={a-ala=A acsAd}
AePR APV
) X _ i L n {{—d,
Die ausgezeichneten Elemente des Ringoids {PR, +, sind _dprc
{o}, {e}% gegeben und {o} ist neutrales Element der Addition (und {e}
neutrales Flement der Multiplikation) in {PV, PR}. Fir die Ubertragung
der Struktur nach IV benotigen wir das ’ :
¥ ) inds, h geordnetes
Lemma 1. Es sei {V, R, £} e vollstindig schwach (
R-Vekioid, {PV, PR} das Vektoid in der Potenzmenge von 'V diber R.-und

1V, <) das obere Raster von {PV, c}. Dann gill el
Ea) {IV,} c) ist ein symmetrisches Raster von {PV, PR} beziiglich der

Inklusion, d.h. es gilt, :
A (A =T[a; @) =>—4=[—0; —a] sIV) N —@F =08 =1V,

@FA<IV )
(b) A 4 : = infw(UA) N Iv) = [ir;f a; sup al,
' OFASPV | ae ae i
(c) die durch (R) definierte optimale, nach oben gerichiete Rundung [ | von
PV in IV ist symmetrisch, d.h. es gilt ) v \ y
(R4) A O(=4)=—-04.

APV
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Beweis. (a): Es ist
—Ai={—¢Ad={(—e)ra|lled}={—alaeVAa Sasa)=
}

={alaceVAG S —asa)={asV|—a,Sas5 —a

= [—a3; —a;] €1V
nach (OV2) in {V, R, £} und —@ = {—¢} .0 =0.

(b): Jedes Element A = PV, A # (), ist in [inf a; sup a] € IV ent-
halten. Ferner ist A (A= B=b, £ infa Asup a < b,), dh. es
B=1{b;; bylslV as4d acAd
gilt [inf a; sup ] = B. Damit ist [inf a; sup a] kleinste obere Schranke
asA esAd
von A in {IV, <} und die Behauptung bewiesen.
(c): Wir zeigen zunidchst die Aussage
A inf A = —sup (—A4).
OtA=PV
1. A(infd £a= —a £ —inf 4) = sup(—4) =sup (—a) £ —inf A4 =

asA as 4
=inf 4 £ —sup (—4A) nach (OV2).
2. A (—as< sup (—4) = —sup (—4) < a) = —sup (—4) < inf 4.

acAd
Analog beweist man
A sup A = —inf (—4).

Od =PV
Wir erhalten dann

Li(—4) = [inf a; sup a] = [inf (—A); sup (—4)] =
(b) as—4 as—A
= [—supA; —infA] = —[infA; supA] = —[ 4.
(a)
Fiir die leere Menge gilt die Behauptung nach Definition.
Im folgenden bezeichnen wir IV {@} bzw. IR\ {¢J} mit IV’ bzw. IR".
Es gilt der
satz 1. Es sei {V, R, <} ein vollstdndig schwach geordnetes (multiplika-
tives) Vektoid dier dem wollstindig schwach geordneten Ringoid {R, +,., <}
mit o als weutralem Element der Addition (wnd e als neutralem Element
der Multiplikation). In IV erklaren wir eine Addition (und eine Multipli-
kation) durch
A AR B:=(]A%*B), * = +(x =),

4,Belv
sowie eine dufere Multiplikation []: IR X IV — IV durch
A ALJA:=[)(A . 4).

A=lR A<lV

5 INTERVALLRECHNUNG 137

Dann bildet YV iiber dem Rasterringoid {IR, @, [} von {PR, +, .}
(siehe [5]) ein optimales, oberes (multiplikatives) Rastervekioid {IV, IR} von
{PV, PR{ beziiglich der Ordnungsrelation < ([9]). [o; o] ist nmftmlfzs Ele-
ment in {1V, W} (und [e;e] in {IV, [[}). Ferner ist {IV’, IR’} ein vol{-
stindig schwach ‘geovdnetes, inklusionsisoton geordmetes Vektoid {IV', IR,
£, c} und es gilt

A (48 B=[a+ b; a,+b,]/\AB=[u1—b2;a2—b1]

A, BelV’

mit A = [ay,; ay), B = [by; byl

Beweis. Nach Lemma 1 ist {IV, =} ein symmetrisches, oberes Raster
von {PV, PR} beziiglich der Ordnungsrelation € mit der Figenschaft
{0} = [0; 0] €IV (baw. {0} = [0; 0] und {¢} = [¢; e] € IV) und []
eine optimale, symmetrische, nach oben gerichtete Rundung von {PV <}
nach &I.V, c}. Ferner ist {IR, @, [[]} ein optima!es, oberqs Rasterringoid
von {PR, -, «} beziiglich der Ordnungsrelation < (siehe [5]). Nach
[9] ist dann IV iiber IR ein optimales, oberes (multiplikatives) Raster-
vektoid mit {o} = [o; o] als neutralem Element der Addition (bzw. {o} =
= [o; 0] bzw. {¢} = [¢; e] als neutralem Element der Addition bzw.
Multiplikation).

Wir zeigen noch, daB IV beziiglich der Ordnungsrelation {IV, <
ein inklusionsisoton geordnetes (multiplikatives) Vektoid iiber IR ist.
In Abschnitt o haben wir bereits gesehen, daB {PV, PR} ein inklusions-
isoton geordnetes (multiplikatives) Vektoid bildet. Damit erhdlt man
sofort :

(A< BACsD=AxC< BxD = [J(A*C) < [(B*D) >

A,BCDa (R1)

= AXC<c BRC) fir « =+ (bzw. % € {4, +})

und

(AcBANAcB=A.A<B.B=[JA-4)<[i(B-B) >

AB€IR 4,BelvV (R1)

= A[] 4 < B[ B).

Fiir die Substraktion folgt die Behauptung sofort nach Satz 1. Schlieflich

(OV1): Aus A A(nfd £a A inf B<b = infd+infB
acd beB (OV1) in {V,R)
<a-+b) =>infAd +infB £inf(4 + B) und inf(4 + B) £ a; + b, =
=inf A + inf B

IA
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folgt die Gleichung inf A + inf' B = inf (4 + B). Entsprechend erhalt
man fiir das Supremum sup A + sup B = sup (4 + B). Man zeigt nun
aufgrund von Lermuma 1(b) und (OV1) in {V, R}

(AsB=(@sbANaysbh)=(a+c b+ A

A,B.C=1lV
A @z + ¢y £ by + ¢,) = (inf (4 + B) = inf (B + C) A
Asup(4 +C) ssup(B+C)=A@C £BMAEC).

(OV2): A (A SB=(a, 2b Aag<by) = (—b1 £ —a; A
A,Be1v’ (0V2) in {V,R}

A —bz = “—az) = —B < —A.

Wegen @A = —A ([5]) folgt damit die Behauptung.

Die Formel fiir die Addition ergibt sich aus den unter (OV1) bewiese-
nen Gleichungen fiir inf (4 + B) und sup (4 + B). Fiir die Substraktion
erhidlt man weiter

ABB—AM(@B) = A® (—B) = [a; a;] @ [—by; —b,] =
= [a, + (“bﬂ); az + .(_bl)] = [a; — by; ag — by].

Beachtet man nun, daB die Verkniipfungen [] nicht aus IV’ hinausfithren,
ist damit auch die letzte Behauptung des Satzes bewiesen.

In allen Fillen, in welchen die beziiglich der inneren bzw. duBeren
Multiplikation zu verkniipfenden Elemente mit den entsprechenden Null-
elementen vergleichbar sind, lassen sich bei Vorgabe eines geordneten
Véktoides {V, R} die Verkniipfungsergebnisse ebenfalls explizit angeben.
Wir zeigen dazu den

satz 2. Es sei {V, R, =} ein vollstindig geovdnetes (mulliplikatives)
Vektoid diber dem wvollstindig schwach geordnelen Ringoid {R, 4, +, =}
mit den ausgezeichueten Elementen {—e, o, e}. o sei neutrales Element in
{V, +}. Dann ist auch IV’ ein vollstindig geordnetes (multiplikatives) IR-
Vektoid {IV’, IR', =} und es gilt mit A = [a;; a,], 4 = [ay, a,], B =
= [by; b;]

@ A A (Azo;0lAAdzo;0]l=A0d4=[a1:a; 2" a])

A€lIR" A=V’

(b) A A (A

A€lR’ A=lV’

[o; 0] AA S [o;0]=>AL]4 = [23°a3; 8y a4))

IA

IA

© A A (AS[o;0]AASlo;0]=Al]4= a8 2 &)

AsIR’ AelV’

@ A A (As[o;0lAdz(o;o]l=Al]d=[a-a; 2+ a))

A€lR’ ALV’
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und

© A (Azlo;0lAB2z[o;0]=A[]B = 1[a1+b;; a3+ 0,])
A,BELV’

(f (Aé[O;OJABé[O;OJ:ADB:[%‘I’Z;%‘ZHD
A BV

(A<[o;0]ABzlo; o]=>AB=[a1+bs; a3+ 011 A

ABely’
AB[OA = [byeay; by as]))-

Beweis. Nach Satz 1 bildet {IV’, IR’, =} ein vollstindig schwach
geordnetes (multiplikatives) Vektoid. Es ist also noch die Giiltigkeit von

(OV3) (und (OV4)) nachzuweisen.
(OV3): A A (fo;0]SAA[0;0]£ASB=0 % a; £aA

A<IR’ A4,B=lV

ANoSa 2byNosSa, b, = a; s ay S ae b A\
(0V3) in {V,R, <)

ar%ﬁAmAgABm

Der Nachweis der zweiten Eigenschait

[o; 0]£A<BAo; 0]24A=>A04<B[4

IA

A ag e Gy

erfolgt analog.
(OV4): A ([0;0]2ASBA[0;0]SC=0=50 50 A

A,B,CelV’

ANoSa, £b, No S a, £ b, = ayecy S hyecy A
(0v4) in {V,R, <}

A @y Gy Sbgecy=>AC £ B[HC). 3
(e)

Der Nachweis der Ungleichung C [[] 4 € C [ B erfolgt analog.

a): a,Z2az2a, 20ANa=Zazda 20 =
() aEAAaAeA(2 3 A (0V3) in {V, R, €}

=>al~a1<a1-a§a-a/\aoaga-a2§a.a2§a2-a2)=>

=>a,.a <inf (A.A4) Asup (A« 4) Sa,-a,

Mit inf (A« A) € a,+4a; und a;-ay S sup (A 4) folgt sofort die Be-
hauptung.
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Die Eigenschaften (b), (c) und (d) fithrt man nun unter Ausniitzung
der Regel (OV2) in {V, R, =} bzw. (OD2) in {R, +, ., <} auf (a)
zuriick.

@: AA (@zaza, 2Z0Ab,2b20,20 =
a6 A beB (OV4) in {V, R, £}

= a]_‘bléa’b]_éﬂ'b/\a'b éaz'b§a2°b2)$
= a;+by Sinf(4d+B) A sup (4. B) £ a,+b,
Mit inf (A+B) £ a;-b, und a,+b, < sup(4 + B)

v

ergibt sich die Behauptung.
(f) und (g) lassen sich wieder unter Verwendung von (OV2) in {V,
R, £} auf (e) zuriickfithren.

Ist einer der Operanden nicht mit dem entsprechenden Nullelement
vergleichbar, so lassen sich fiir die Multiplikationen im allgemeinen keine
expliziten Formeln fiir die Verkniipfungsergebnisse herleiten. Da aufgrund
der Definition mittels der Operationen in der Potenzmenge die Verkniip-
fungen [[]: IV X IV—1IV und [J: IR X IV IV praktisch nicht ver-
wendbar sind, wollen wir in den fiir die Anwendungen wichtigen Fallen
VIR’ bzw. M, IR’ der Vektoren bzw. quadratischen Matrizen mit Kom-
ponenten aus IR’ Formeln fiir die Verkniipfungsergebnisse herleiten.

2. Intervallvektoren und Intervallmatrizen

Uber einem vollstindig schwach geordneten Ringoid R, +, ., £}
bildet die Menge V,R der #-Tupel bzw. die Menge M,R der # X n-Matrizen
von Elementen aus R mit den iiblichen Verkniipfungen und der kom-
ponentenweise erkldrten Ordnungsrelation =< ein vollstindig schwach
geordnetes Vektoid {V,R, R, =} bzw. ein vollstindig schwach geordnetes
multiplikatives Vektoid {M,R, R, =} ([9]). In den Intervallriumen IV,R
bzw. IM,R werden dann gemdB Satz 1 Verkniipfungen eingefithrt und
es enstehen die entsprechenden Strukturen. Bei Addition und Subtraktion
lassen sich die Verkniipfungsergebnisse jeweils durch die Schranken der
Operanden ausdriicken, wihrend bei den Multiplikationen dies nur bei
Voraussetzung eines geordneten Ringoids fiir die mit den Nullelementen
vergleichbaren Operanden moglich ist.

. Wir bilden nun ausgehend von {R, +, ., <} zunichst das vollstdndig
schwach geordnete Ringoid {IR’, B, [[], £} der Intervalle iiber R und
dariiber wieder die Raume {V,IR’, IR’, <} bzw. {M,IR’, £}. Ordnungs-
relation und Verkniipfungen sind dabei in der folgenden Weise erklirt :
A £ B: = (A; £ B, fir s = 1(1)n) bzw. 4 £ B: =(4;; < By; fiirs,j=1(1)n),

A@B:———-‘(A‘E]B') bZW.A@BIr-(A,'jEBB;j),
A© B:=(A,@B) bzw. A © B: = (A; & Bj),
AQ® B:=(A[B) bzw. A © B: = (A[F] By)

9

INTERVALLRECHNUNG 141

bzw. und 4 © B: = [‘Zi:l Al B.-_,-): = ((...(A; [ By) B (A2 [0 Bgy))
@ ..)E (A,[]B,) mit 4=(4) B=

(B;,) € V,IR bzw. A = (A;),

B — (By) € M,IR’ und A = IR".

M, 'R, IR, S}und {M, IR’ IR’,
neten. Ringoid {R, +, « S} sind isomorph.

mit

Es gilt der

satz 3. Die Vektoide {IV,R’, IR’, =} und {V,IR/ IR, £} baw.

< Yiiber einem vollstindig schwach geord-

Beweis. Wir zeigen zunichst, da8 die Abbildung ¢: IV, R’ — VIR’

pl(afh); (a®)]: = ((af"; a®]).

(ah), (al?) = V,R ein Ordnungsisomorphismus ist.

@] # B= [b"); ¢)] = V af’ # bl =

1L A=[a"); @&
=V [a; a®] # [b)); b7 =>4 # ¢B.
2. (A) eV,IR' = A:=[@"); @] € IV, R'Apd = (A).
’ A= a0
3 A £ B =@M < (bM) A (@) £ (bP) =

Aj=[al";a"] £ B, =

2 2)
a® < b A 2 < b > A

=
i=1()n

= [bgl)i b(a'z)] = ¢4 = (A) £ (B,) = ¢B.
Fiir die Verkniipfungen € {4, —} gilt dann mit eA=(4,), ¢B=(B))
¢(4 ® B) = ¢([J(4 * B)) = ¢l[inf(4  B); sup (4 * B)] =
(a,#b)); ( sup (ajxb))] =
(@)=4,0()<B (a;)=4, (b =B
= ([ inf (a;%b;) ; sup  (axby)]) =
(a)=4, (b))=B (a)=4, (b)=B
= ([inf (A; * B;); sup (A, * B;)]) = (A, ® B)) = oA @ 9B
und fiir die duBere Multiplikation
9(A[] B) = ¢(()(4 + B)) = ¢[inf (A B); sup (A-B)] =
—[( inf (a-b)); sup (a-b))]=

= [( | inf

asd, (b)<B ac4, (b)=B
_ ([ inf (a-b); sup (a-b)) =
aed, (b)sB aed, (b)=B

_ ([inf (A-B;); sup (A-B)) = (A-B)) = (AL B) =A O ¢B.

Im Fall der Matrizen verlduft der Beweis analog.
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Wir fihren nun in V,IR’ bzw. M,IR’ in nat
tion & (Inklusion) ein durch die Definition

A< B:=(A A = B,) bzw. A A< B:

i=1(1)n A,BeMyIR’

trlicher Weise eine Rela-

A,BeV4IR’

= ( A(l) A,’j < B,;J') mit 4 = (Ai)’ B = (B’) bzw. 4 = (Aij); B = (B,])
$i=1{1)n

Da {IR’, <} eine geordnete Menge bildet, ist = offensichtlich eine Ord-

nungsrelation in V, IR’ bzw. M IR’ und die Abbildung ¢ auch beziiglich
er Inklusion ein Ordnungsisomorphismus.

Fiir die innere Multiplikation in {M,IR’, IR’, <} und {IM,, R’, IR’, <
laBt sich dann im Gegensatz zu den tibrigen Verkniipfungen im allge-
meinen nur (4[] B) € 9A © oB zeigen :

Wegen A /}(1) Ay » bkj = A,‘j . Bkj < D(A,’j a Bkj) = A{j[] Bkj gllt
4,0,k= "

3
S

i,j=/1\(1)u k};‘i 2 by S k2=l Ayl By < l/;l Aul] By < IR
mit ¢4 = (A;), ¢B = (B;) und IM,R" 5 o794 © ¢B) o
2{ablacs A A\D € B}. Ferner ist A[[] B =
=inf (U(4 « B) N IM,R) und somit A [JB < ¢9(¢4 O ¢B).

Unter geeigneten Voraussetzun

gen konnen wir jedoch die Gleichheit
nachweisen. Wir zeigen hierzu den

satz 4. Es sei {R, +,+, <} ein vollstindig schwach geordmetes Ringoid

und est gelte in dem schwach geordneten Ringoid {IR’, @, [], <} der Intervalle
ither {R, +, - <} die Eigenschaft

(1) Ll M By Q(@A‘.B‘.)_

1)n =1
Dann gilt

¢(4[] B) = ¢4 © ¢B,

4,B=IMyR’

d.h. die multiplikativen Vektoide {IM,R’, IR’ s} wnd {M,IR’, IR’, <
sind isomorph.

Beweis. Mit 4,B < IM,R’ und ¢4 : = (Ay), 9B: = (By) = M,IR’ gilt
P(ALI B): = o(()(4 - B)) =

i , §
=g inf agy e b,,j) ; sup ( Ay o bkj” =
[(ﬂfj)ef*: (bij)= B g (ai) =4, (by)= B E

k=1

inf ; a;-.b');( su 5 a...b.)]:
(P[((aij)sd. (b,-,-)eakgl T i p E k¢ Dgj

I

(a;) =4, (b= B 1
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i ([ inf i aip + Dus; FAD D ikl b"‘jh o

3 b,y B =
la) =4, {bi)eB ;=1 @ij=4, (by) Ul

11

pieenl L . "?ﬁ\ Ay ¢ B U = (D(} A - ka))'
.lnf kZ:] Ai] % Bk] ) Sup Ié;'l k K

= ( k=1

Aus der EigenSChaft 5 »
N I Ay - By =
Aij D Bkj c Ay e Bkj :kz:;jl Ay D BM = ;?;_—/1 g k](Rl)

x=1(1)»

19 ﬁ'\ .
=[] (Z;l Ay Bk;’) c :7:1 Ay - Bm)

und der Voraussetzung (1) folgt dann

b

] (}; Axl] Bkj) =] (g Ay o Bkj)

k=1

Y 0, =
and weiter aufgrund ovn (0D1) in {R, 4, -, =}

o /o0 .‘\ ] o B.

! L 3 ‘
Es ist nun noch interessant, ob die ]ﬁedmgiunnzfgﬁilzl (132 gz’ﬁz r?lb};%ill’iaélfﬁ
allt we kann. Dies ist z.B. ganz allgemc G
zirflulxlftal?sigi?fcll;ges, linear geordnetes Ringoid zugrundeliegt : vibai
5. Es sei-{R, +, », =} ein vollstdndig lmf:.a-r geord%gtesdﬁzgﬁiyi
Dansz’l;lzt W; dem vollst&,mdig gcordﬁ-etc? ffizfi,gimd {IR', &, [, <}
i 4, -, S} die Eigenscha \
i g be?'{RI,n :,IR" } [, <} sind die Verkniipfungen gegeben durch
. Bewets. ,|A, O, =
die Formel ), . sl
= in (a; % b;); max (a, = b))l = , =y e,
A,B/LIR’ ke [i,i'ri).,z( \ ij=12

mit A = [a,; a,], B = [b1; bs] ([5]). Wir erhalten damit

" o <. € A.[- Bi:’
XEZ\,A;DBisx:;;{Xi/\ A % € AL
=i

i=1(1)n

i -
: L < x, < max a; e by =
= X = ; X. /\ min a” ° b@k = Xt = jr£1:1 7 1] @
T S ge=12 i
" " d b
n N 7 a3
' < max a;; ¢ b
x=3Y"%, A o min a;by = fo' = ;jh=l,2 Y ey
(OD1) in {=I>a 4+, <) =t i=1 j,k=1,2 b=
1 1 e

# . . . i ,b, ¥
~x <0fnA Bi) fur A, = [an; 2], By = [bu} bl

fe=1
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Die Eigenschaft (1) gilt jedoch nicht nur im T i
ie E  gi falle des linear -
ten Itlmgmdes und damit im Falle (dessen wichtigsten Beispieles) c%ees0 rlglt]ii
?_ersdi er ree_llen Zf:};l@n. In [8] zeigt der Verfasser die Gitltigkeit von (1)
ur die Intervalle tiiiber den komplexen Zahlen und in [10] ganz allgemein
fiir die Intervalle {iber komplexen Divisionsringoiden. ¢

3. Intervallrechnung iiber dem Raster eines (multiplikativen) Vektoides

Wir haben bisher die Eigenschaften einer I i i
Wir habe ntervallrechnung iiber eine
V\(}],]Sldlldlg schwach geordneten bzw. geordneten (nm]tip]ikatiwgen) Vektoirg
A p’ero;;j 1_:[S_l}tiuntezlefl.l(:ht. IIn dles;:m Abschnitt wollen wir uns nun mit der
ation dieser Intervallrechnung in einemn i I
von {V, R} beschiftigen. A i AL 8
Wir verwenden hierbei die Tatsache, daB zu einem Raster {T <

y =

eines vollstindigen Verbandes {M, <} die geordmet =
Intervalle {iber M mit Schranlgeu in }T geordnete Menge {IT, =} der

A=[al;a2]={xeMlal.azeT/\als.xgaz}

und der leeren Menge ¢ ein Rast . )
a,] € IT gilt g aster von {IM, <} bildet und mit 4 — [ay;

A infirA = [ so S h = & ;
BAcIT " {:Q:kAgA g 0:;11321&“2] A supiA = [ezglzfqlfsAal'cailj}e)A az}([S]).
Zur Approximation der Verkniipf ' i
k ; . ptungen in {IV, IR} ve
wieder die optimale, nach oben gerichtete Rundlfng O :}IV —:v‘i'el‘ndi\rrlelzv}g
uns die bestmoglichen Ergebnisse der Rechnung in {IT, IS} beziiglich
derjenigen in {IV, IR} gewdhrleistet. : ;

SA1Z 6. Es sei {V, R, <} ein vollstindig schwach d '
. . . ;, ? T : i g b g i t =
ghk(ztsbe_s) Vektoid mit dem symmetrischen Raster {T, gwu;?é e?ﬂ(fm.?ﬁ?}
dﬂ: It:ﬁe?mgle obere l(ﬁﬁ;’izf@j)l?}katave) Rastervekioid von {PV PR} bezz':igl'ick
e uswon < sowse {IT, <} das Raster der Intervalle iiber V' i
o %‘ )z,:onI’I{‘IV, o Dot s :rm le diber N mit Schranken
L e, o el ' . Lo
Ordnungire.ilatdozz %é ' e symmelrisches Raster von {IV, IR} beziiglich dey
'(b)F.iiralle@;éAeIVistOAz a;; N\a bet 3
beiden optimalen, gevichteten Rundungen von [\Y z';z, TA dzz]f:st;?loerf%([ij)A o
(¢) O IV —TT ist eine symmetyische Rundung, d.h. es gilt '

{-;- == [+]
A, OEA) = E(04).

Beweis. Es seien {—e, 0, ¢} dis aus i
. , 0, gezeichneten El t .
(a): Dann gilt 4 € I'TY = a1, @ € T A ay < a, imilaivinaz{Ré —’lf‘—, >
N —ay 2 —a;=[—ay; —ay] = —4 = 24 = IT und
O=—0=@Ey e I

13 INTERVALLRECHNUNG 145

(b): Mit B = [b;; b,] & IT ist fiur & # A « IT
OA: =infi(UA) N IT) = [ sup b; inf b,]=

Be y(4)n 1T’ Beuy(4)nIT’
= [sup {b, € T|by £ a,}; inf {by, € T a, < by}] =
= [sup (L(a,) N T), inf (U (a) N T)] = [Aar; Va]

©: O(B4) = Ol—ay; —a] = [V(—a); V(—a)] =
= [—Aay; —Va ] = E[Va; Aa] = E(O4).

fir 4 € IV’ und wegen der Optimalitit von ¢ die Behauptung fiir die
leere Menge O.
Fiir die Struktur in IT erhalten wir den

sarz 7. Es sei {V, R, £} ein vollstindig schwach geordnetes (bzw.
geordnetes) (mulliplikatives) Vektoid iibey dem wollstandig schwach geordneten
(bzw. geordmeten) Ringoid {R, +, », £} mit o als neutvalem Element der

+ .
Addition (und e als neutralem Element der Multiplikation) und {18, O, O}
ein optimales Rasterringoid von {IR, @, (1} beziiglich der Inklusion <.
Ferner sei {T', £} ein symmetrisches Raster von {V, R, =} mit der Eigenschafi
o€ (und e 1), {I, T, =} das symmetrische Raster der Intervalle iiber V
mit Schranken in ‘T von {1V, IR} beziiglich der Inklusion <. Dann bilde!
{IT, IS} mit den Verkniipfungen

+
AO B:= O (AW B)

A,BelT
(und
A O B:= (A[F] B),
A,BelT
A AOA=0 (A4
AelS 41T

ein optimales oberes (multiplikatives) Rastervektoid von {IV, IR} beziiglich

+
der Inklusion < und es ist [0 o] neutrales Element in {IT, O} (und [e; e]

neutrales Element in {IT, O}). Ferner bildet (AT, IS, =<, <} ein vollstindig
schwach geordnetes (bzw. geordnetes)inklusionsisoton geordnetes (multiplikatives)
Vektoid.

Beweis. Da O : IV — IT eine optimale, symmetrische, nach oben
gerichtete Rundung ist, bildet nach [9] {IT, IS} ein optimales oberes Ras-
tervektoid von {IV, IR} beziiglich der Ordnungsrelation <. Die in IT ent-
haltenen neutralen Elemente von {IV, IR} sind auch die neutralen Ele-
mente in {IT, IS} Ferner ist {IT, =} gemdB Abschnitt 0 vollstindig, so

10 — Mathematica — Revue d‘analyse numérique et de théorie de 1'approximation, Tome 9, nr, 1/1980
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daB lediglich noch die Inklusionsisotonie und (0V1), (0V2) (bzw. und
(0V3)) zu zeigen sind: Mit Satz 1 gilt

A (ASBACSD=ARCSBRD=>O(ARC) < O (BED)

“A,B,C,D=IT (r1)
-~ AOCSBOD) fir # = 4 (x = {+, +}) und
AcBAASB=A[[l]AcsB[]1B=(A[[]4)<c ¢ (B[AB)
(R1)

ABeIS 4,B<liT

=ASAc BO B),
(OV1) A (ASB = ABMB=BHC = a;}c¢,; by +c Aaytcoy <by+c,

A4,B,CelT’

=’V(“1+C1)§V(b1+01)/\A(“2+02)éA(bz—f‘Cz)

S~ OAMO)=43CsBSC =0 (BEC)
fur A= [ay; a,], B= [by;b], C= [cy; 5]
(0V2) folgt aus der entsprechenden Eigenschaft in {IV, IR/, =} we-
gen OA = FA fir alle A aus IT. _
0v3): A A([0;0] =AANfo;0]£AB=A4<A[]B

AelS’ A,BelT’ Satz 2

=810y S ay00, A ageay £ a,0by = /(a4 a;) £ V(agey) A

Alazea;) S Alagoby) = GA[JA)S(ADB) > A S 4 £ ADB)
und analog die zweite Eigenschaft.

Ganz entsprechend folgt (0V4) aus Satz 2, (e).

Satz 7 besagt un.a., da} durch den Ubergang von dem multiplikativen
Vektoid {IM,R, IR, =<} der Intervalle iiber der Menge M, R der # X #-Ma-
trizen bei zugrundeliegendem vollstindig schwach geordneten (bzw. geordne-
ten) Ringoid {R, +, ., =<} wieder dieselbe Struktur in dem symmetrischen
Raster IT von IM,R erzeugt wird. Dies gilt jedoch fiir die Ringoideigen-
schaft von {IM,R, @, [], £} (siche [5], [9]) nicht, wie das folgende
Beispiel zeigt :

Es sei {M,R, R, =} das vollstindig geordnete multiplikative Vektoid
der 2 X 2-Matrizen iiber dem Korper R der reellen Zahlen und T eine
Teilmenge von M,R mit

g 48 Pl el e il AT
[z
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{T, =} ist offensichtlich ein symmetrisches Raster von {M, R, R, <
und enthidlt die Nullmatrix und die Einheitsmatrix. Zu beliebig vorgege-

s
benem optimalen Rasterringoid {IS, &, O} von {IR, [, [-]} beziiglich der
Inklusion € bildet dann {IT, IS} gemdB Satz 7 ein multiplikatives Vetoid
mit den neutralen FElementen

R

AuBerdem erfiillt wegen OA:= [—1; —1]0A4 = (OE)S A nach (VD3),
(VD4) und (VDS5) in {IT, IS} das Element

R

das von einem Ringoid geforderte Axiom
(D5): @) X O X =E

(b) AXOUOSB =(XSA)SB=40 XS B)

A,BeITl

() AXSMASB = (xS xS B).

A,BelT

Wir zeigen jedoch, daB auch das Element

25 s ol asall 5 2

+ 1

(D5) geniigt und somit {IT, O, O} kein Ringoid bildet: Wir fithren

den Nachweis in 5 Schritten und niitzen hierbei die Isomorphie von

{IM,R’, IR’, <} und {MIR’, IR’, <} aus. i

a) Alle Elemente ¢ = (t;) € T sind von der Form t,; = t,, und t,;, =

= t;, und die durch Zeilenvertauschung aus der Matrix ¢ & T' entstandene

Matrix ¢* ist wieder Element von T. Daher ist auch T*: = [{f; 5] « IT'
fiir jedes Element T = [¢; ¢,] € I'T".

b) Es gilt fiir alle T € [T mit o7 — (g: ;:)
i 8 _([0; 0] [1;1] Tyyple) oo
e(E*¥[]T) = ¢E Q¢T ([1; 1] [0; 0])6('1‘2 Tl)
=([1; 11 T, [1;1]DT1):(T2 Tl)zq,(f*)
(L 1T, ;11T \Tp Ty |
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Nach a) haben wir also

2) A _E* ST=0OEET) = OT* = T*
c) Bs sei T:=[t;; t,] € IM;R" und OT = [Vt :

. L o Ty ’ t = FT
= [vy; v;]. Dann ist natﬁrhczh T*c ?O T)Y* = p*, d.h. 1)[*v151t ot%erze]Schr;/;lke
von T*. v* ist auch kleinste obere Schranke von T* in I'lY, da fiir jedes
Element w = [w,; w,] € IT" mit T*< w < v* die Beziehung T < w* cv
im Widerspruch zu OT = v steht. Es gilt also
3) A (OT)* = O(T™).

TIM,R
d) Durch Nachrechnen verifiziert man unter B *N =
= (pA)* leicht die Eigenschaften e von p(A%) =
4 A (AEB)*=A*[]1B=A[]B* A (4 @ B)* = A* @ B*).

4,BsIM,It

Wir beweisen hier nur die erste Aus ; di i 4
B et sage ; die restlichen erhilt man ent-

¢((4 [ B)*) = (p4 © ¢B)* =
. (AZI [ Bu B Ape (] Bay Ay [ By B Ay, [1] By,
Au[ By B AL By, A [ By B A [ Bzz) 2
= 94% O ¢B = ¢(4*[] B), ¢4 = (Ay), 9B = (By).

e) Wir erhalten nun E* <> E* = (E*)* = E nach (2)

A E*O(AOB) = (4O B = (OAE B)* = O((4 [ B

A,BeIT’ @ = )*) :

= O(A*[OB) = O(A[B*) = (E* O A) O B= 4 (E* S B),

()

E*$ (4G B) = (O(4 B B)* = O(A@B)) —

el @ @ @

= O(4* @ BY) = (B* G 4) S (% S By,

dh. E* erfiillt das Axiom (D5) in {IT’, &, &}. Ferner sind die Glei
trivialerweise erfillt, falls( ei1)1er d{er Op?r,ax?d}en 4, %r (%2 (ile(eii‘z 1(\1423111;}:121;%56?
Wir erkennen an dem vorstehenden Beispiel, da3 man bei den Matri-
zen den Ubergang zu einem Raster nicht in der Allgemeinheit von Satz 7
vornehmen kann, falls man die Ringoidstruktur erhalten will. Der folgende

einschrinkende Satz wird jedoch voll d i i
S Bethee Lot ] er praktischen Vorgehensweise

17 INTERVALLRECHNUNG ' 149

sarz 8. Es sei {R, -, », £} ein vollstindig schwach geordnetes
(bzw. geovdnetes) Ringotd mii den ausgezeichneten Elementen {—e, 0, €}
und der Eigenschaft, daf genau ein Element X # e das Axiom (D5a) erfiillt,
sowie {T, =} ein symmetrisches Raster von (R, -, o, =} mit der Eigenschaft
0, e < T. Es bezeichne ferner {M,R, +-,+ S} das vollstandig schwach geordnete
(bzw. geovdmete) Ringoid der n X n-Matrizen diber {R, -, », =} mit den
neutralen Elementen. {—e, o, ¢} und {IM,R’, B, [, =} das vollsidndig
schwach geovdnete Ringoid der Intervalle iiber {M, R, = mit den ausgezeichneten
Elementen {[—e; —el, [0 03], [e; el}. Dann bildet die Menge IM,T der
Intervalle iiber {M,R, <)} mit Schranken aus M,T mat den in Salz 7 definier-

ten Verkniipfungen Z) SIM,T X OIMT — IMT, * = {4, -} ein optimales,
oberes Rasterringoid von {IM,R, [, [} beziiglich der Inklusion < und

+ e -
{IM, T, &, O, £, €} ein vollstindig schwach geovdmetes (baw. geordneies),
inklusionsisoton geovdnetes Ringoid mit den  ausgezeichneten  Elementen

{[—e; —el, [0; 0], [e; el}.

Beweis. Aufgrund der komponentenweisen Definition der Ordnungs-
relation bildet (M/T, <} ein symmetrisches Raster von {M,R, -+, -, =}
und damit {IM,T, €} ein symmetrisches Raster von {IM,, R, B, [[]} bezii-
glich der Inklusion € mit [0; 0], [¢; e] = IM,T. Ebenso ist die optimale,
nach oben gerichtete Rundung & :IM,R— IM,T symmetrisch. Nach

HLL

[4] ist dann {IM,T, O, O} ein optimales, oberes Rastersemiringoid von
{IM,R, &, [-]} beziiglich der Inklusion mit den neutralen Elementen
[0 0], [¢; ¢] und es erfillt [—e¢; —e¢] das Axiom (D5) in IM,T. Es zeigt sich
ferner in [5], daB jedes Intervall X # [e; ¢], welches das Axiom (D5)

T
in {IM,T, ©, ¢} erfillt, ein Punktintervall » = [x; ], » = (x4) € M, T
ist. Fiar B = [e; e]  IM,T folgt aus

(D5b) A XOUSB=Xdb4)SB=436(XO B)

A,Be1M,T

sofort X & A = A O X fir alle A4 « IMT. Wihlen wir speziell 4® =

= [a®; a™] & IM,T mit a¥ = (ay), af) = e, all! = 0 sonst, so folgt aus

der Vertauschbarkeit von A® mit X die Beziehung xy = x3 = 0 fur
j # b, dh. » hat Diagonalgestalt. Fir die Matrix 4 = [a; «] € IM,T
mit @ = (a;), a; =¢e, %, j = 1(1)n, erhalten wir wiederum aus der Ver-

tauschbarkeit mit x die Bezichung X3 = Xpg = ... = Xy = X,
Nach
(D5a) XS X =[e; e

in IM,T gilt ferner aufgrund der Gerichtetheit der Rundung & x.x =¢e
mit x # e. Nach Voraussetzung besitzt aber in {R, 4, », <} nur das Ele-
ment —e diese Higenschaft und es gilt somit X = [—¢; —e¢]. Damit ist
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+
{IM,T, ©, ¢} ei optimales, oberes Rasterringoid von {IM,R, 77, 1} be-
zliglich der Inklusion <. Die restlichen Aussagen beweist man mit den
zu Satz 7 entsprechenden Schliissen. _

Die Voraussetzungen des Satzen 8 sind so gefalBt, daB er sowohl auf
die reellen Zahlen R als auch auf die komplexen Zahlen C als zugrunde-
liegende Ringoide anwendbar ist, da kanntlich {R, +,+, =} und {C, +, -,
=} schwach geordnete Ringoide bilden mit der zlsitzlichen Eigenschaft,
daB genau ein Element x =~ e das Axiom (D5a) erfiillt.
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