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II. On prend:

Reçu ¡e 6. XII. 197fì

$TEFAN TIGAN

h.(o¿x ¡ - dtr-1tq)ta

4

III. On détermine x,, e S, tel que :

ytiy h((c, - t,,ci) x I e¿ - t*a'i, dx -f q) ! ø - t,,ø' : V(t*).
íeM

_-_ry. Si .V(t"):0, alors xu-1 est une solution optimale du problème
PSFPI, et l'algorithme s'arrête.

v. si 4,(l) ) 0, alors on passe à l'étape II avec n + | ar Tiett de n.

. Remørque. fa plus dificile ét ,e de l'algorithme est l'étape III, qui
revient à la résolution d'un prob re de prógrammation pseudo-linéaire
par morceaux, et qui, à son tour, peut être réduit à 1a résolution des
,,n1" probTèmes de programmation þseudo-linéaire,

On a démontré da's [.1], que 1'algorithme préscnté ci-dessus converge,
c'est-à-dire, on a lieu:

),*,,, 
: ,,

et il existe une sous-suite (x¡,) de la suite (ø,,), convergente vers úne
solution optimale du problème ÞSFI,P.

Pour que l'algorithme s'arrêtte sûrement après un nombre fini d,ite-
rations il sufit que les étapes rv et v soient iemplacées par les suivan-
tes :

. IV'. Si VQ,,) 1u, alorc l'algorithme s'arrête, et x,r_1 est nne appro,
ximation de la solution eptimale du problème PSFPL.

V'. Si V(t") > u, alors on passe à l'étape II avec ft 1- I at Tiet de n.
. Dq:.les étapes fV' et V', ü est un nombre réel positif qui peut
être choisi en fonction de I'approximation désirée dans la résolutioì du
problème.
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0. Einleitung

In [9] betrachtet der Verfasser ein Konzept zuf Effassung der.run-
dungsinvaiianten Eigenschaften finearer Räume. Es wird dazu zunächst
¿ie "struktur des scËwach geordneten bzw multiplikativen)
üektoides {V. R, <} definiãrt und deren ausführlich dis-
Ëit-i"iilä"!"úriãé""å À gi sich u.", u1rÎ,rr",, 

optimater 
r:;,Y"?:i-"ll:

ren die Aiiome des Vektoides so
zeigen soll, auch die darüber-
damit beschreiben können.

Verallgemeinerung der bishe¡
, l2), [6], [7]) betrachteten
äumen, welche auch die Be-

Rechenanlagen vorliegenden Eigenschaften solcher
r die Intervãllrechnung tiler dem zugrundeliegenden
Ringoid {R, -|, ., l} ziehen wir die in [5] gewon-

nenen Ergebnisse heran.
Zunaõhst geben wir einige Êi_gt nschaften des Interv¿llraumes über

.io"t-g"oia;"teñ M","ge_{4, 5j wieder (t{1, ¡S1¡ 
: Es sei PM die Potenz.

mengð über M und IM die Teilmenge der Intervalle

A: : Íqi øzfi : {ø eÚlør, 4zeMÀø, I e S e 3 øt} e p¡4

und de¡ leeren Menge Ø'
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Durch die Relation ASB:: (ør. S ótÂ a^ Sbn) mit A: lq', azf,
3 : lbr; br) wird {IM\{Ø}, S{ at' einer geordneten Menge. Ist_{M,
SÌ ein vollstandiger Verbahd, so ist auch {IM\{Ø}, S\ ein vollständiger
Vérband und es gilt

¡\ (inf f : [inf a1; inf ør] ¡\ sup 1' : fsup at; sup ar)).
ø+Tç¡M\{Ø} Ø}AeT ØlAeT Ø}AeT ØJAeT

Ferner bildet die bezüglich der Inklusion geordnete Menge {Itvt, c } ein
oberes Raster der Potenzmenge {PM, c } und die optimale, nach oben
gerichtete Rundung I : PM * IM wird definiert durch

(R) ,4*I A: : inf (U(,a) n IM)

mit U(,4) t : {K € PM I I( --,4}. Sie besitzt die Eigenschaften

(Rl) 
^^yeB+!,4c!B), 

(monoton)
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^ 
A (AcB l\AçB+{a'ct'laeLAø=A\ç

,4,,B€PR A'BEP\

s {b'blb e B A Ö = B} - A"A cB'B)'

d.h. {PV, PR, -} bildet ein inklusionsisoton geordnetes Vektoid'

1. Erzeugung iler Struktur in IV

A A* B,: {o*blø e A, b = B}'1 = {*' '}'
A'BEPV

^ ^ 
A'A::{a' ala e Ã' ø e A\'

,{efR lePV

Die s {PR' a' ' sind durch {{-e}'þ), ,Fi,",i"ËT S;^fttt'$"''i'iË"Yå
neu
der

\ ein uoll'stän/'ig schu-ack.-geo'lntt.u,
) 
d'er Potenzrnenge wn Y i'lbir R'und'
c\. Dqnn gi'l't

nà** ,o,n'{PV, PR} bezüglich d'er

^ 
(A: lar; azf + -A - l-azi -at) = IV) A -Ø-Ø elV'

Ø+Ae\V

(b) 
^ 

2A : : inf¡v([J('4) n IV) : 
"!ilt 

a; stp a')'

ø+AePV

(c\ d'ie d'urch (R) oþtintale' .na'ch oben gerichtete Rundung l' von

Fç-;; iV ;'r''v d"h' es gitt

(R4) ,A*u 
I(-') : -I'4'

CH. ULLRICH

filA:4,
A.l\t

11 A c l)4,
I CPM

(optimal)

(nach oben gerichtet)

2

(R2)

(R3)

durch die sie auch definiert wird.

Zur Beschreibung der bei der Intervallrechnung besonders wichtigen
Teilmengeneigenschaft legen wir noch fest:

D""f itrítiott l. E\ seien {Y, Vektoid' und,

lR, < ì, {Y, <I ge a ton geordnetes
(r""ttíþÈnaurbl) {v, .¡ s})
ein geordneles G

^ ^ 
(a Sbltø3b+a'û.<b'å).

ø,ö e R o,beV
't 

SATZ L Es s¿r' {V, R, S} ein inh'l,usionsisoton geordnetes R-Vektoid'.
Dønn ist auch {Y, ', S\ eiñ geordnetes Gruþþoid., d'.k. es gi'lt

^ 
(aSbÂcSd'+ø-c3b-d)'

. ø,b,cdeV

Beweis. Nach Definition 1 ist

^ 
(o <b =(-e) . ø 5 (-e) .b+ -a< -b),ø'beV

falls {-4, 0, e} die ausgezeichneten Elemente von {R, +, '} sind' Da

{V, +, S} ein geordnetes Gruppoid ist, folgt dann

^ 
(o<bÂcSd'+a.Só^ -c <

a,b,e,¿.V

sb+(-d):b-d).
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Beweis. (a) : Es ist

-Ai : {-t}. e : {?e), ø|I e A} : {-ø|ø e y A at S a 3 ar} :
: {a'l ø eY A at 3 -a. < ør} : {a e Y I -øz S a 3 - at} :

: l-øzi -ør] e IV
nach (OV2) in {V, R, S} und -Ø - {-e}.Ø :Ø.

. (b) : Jedes Element A e PV, A+Ø, ist in linf ø; sup øl e IV ent-
halten. F'erner ist 

^ 
(AcB +ä1 S iif.ø¡supa{ór¡,d.h."s

gilt finf 4 ; sup o] -u--B'l' ßåiìü, ist [inf ø; srlp ä1'r.r"i"å,ïá obere Schranke

von A in {IV, c} und die Behauf[ing f;#i"r"n.
(c) : Wir zeigen zunächst die Aussage

,*[=ro tnf A : -suP (-'4)'

1. ¡\ (inf A 3a+-a, ( -inf ,4) =sup(-A): sup(-ø) 3 -in|.A+øeA øeA

+inf.A < -sup(-,,4) nach (OV2).

2. A ?ø < sup (-A) = -sup (-,4) 3 ø) + -sup (-.4) < inf A.
øeA

Analog beweist man

,*A.ntoP A: -inf (-A)'

Wir erhalten dann

I(-,4) : linf. ø; sup øl : [inf (-A); sup (-,4)] :
(tr) ae-l øe-A

: [-sup A; -inf.O] ,=, -[inf ,4; sup A]: -AA.
Ftir die leere Menge gilt die Behauptung nach Definition.

Im folgenden bezeichnen wir IV\{Ø} bzw. IR\{Ø} mit IV' bzw. IR'.
Es gilt der

sntz 1. Es se,í {V,R, S) ein tänd.ig schuach geordnetes (multiþli.h,a-
tiues) Vehtoid. ,üer d.ern aolls[Andig geordneten-Ringoid {R, +,-., S}
mit o al,s neutral,em El,ernent d.er n (und e øl,s neutral'em Elemeút
(er.M.ultiþl,ihtttion). In IY erhl,aren uir eine Ad,d,ition (und. eine Mul,ti,þli-
høtion) d,urck

^ 
A 8 B: :l(A* B), + : f(* :.),

À'BelY

sowie e'ine äuþere Mul,tíþl,ihation Q: IR x IV* IY d,urclt

^ ^ 
AEA::I(4..4).

À€lR lclV
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^ 
(A Ê B : løt Ibti ør* bÅ A A E B : l4-bri ør-bt)

À,8-lV'

mit A:løti ez), 3:lbr; bsf.

Beueis. Nach l,emma 1 ist {IV,

rdnungsrelation c (siehe [5]). Nach
(multiplikatives) Raster-
er Addition (bzw. {o} :
ment der Addition bzw.

ngsrelation {IV, . ¡
ein ktoid über IR ist.
In PR) ein inklusions-
isot Damit erhält man
sofort :

^ 
(A c BACs D+A*C c B,rD = a(A*C)c E(B* D) *

.l,B,C,Delv (Rl)

+ AgC c Bg C) für * : * (bzw. * = {+, .})

und

^ ^ 
(AcBA,A=B+A,AcB.B.+tr(A.,,a) c!(B.B) =

.À,Be¡R A,BelV (Rt)

=ÞAEAcBtrB).

Für die Substraktion folgt die Behauptung sofort nach Satz 1. Schließlich
gilt mit A : løtt azf, B: [ór ; b"f, C : lq; cz) - IV'

(ovl) : Aus 
^!^o[ugnf.A 

< ø /1 in| u 
=u,oorl,o,*l"f 

A+iîf B <
3 ø* ð) + inf A |infB S inf (A + B) und inf (A + B) 3 øtlbt:
:infA+inJB

4
5
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folgt die Gleichung inf. A f inf B : inf (A + B). Entsprechend erhält
man für das Supremum sup z4 f sup B : sup Ø + B). M.an zeigt n:un
aufgrund. von Lemma l(b) und (OVl) in {V, R}

^ 
(A S B + (ø, 3 b, A a, 3 br) + (ori trs brl c, ¡t'

A,B,Cel!

A az* cz 5 bz+ cr) - (inf (A + B) 5 inf (B + C) A

A sup (A + C) I sup (B + C)) + A E C < B E C).

(OV2) : ¡\ (ASB+(ør3b'\ar3br) + (-Ó'<-atA
A,Belv' (0v2) in {v,R}

A -b, I *ør) + -B s -4.
Wegen =A: -A ([5]) folgt damit die Behauptung.

Die F'ormel für die Addition ergibt sich aus den unter (OVl) bewiese-
nen Gleichungen für inf (A + B) und sup (A + B). Für die Substraktion
erhält man weiter

A E B : A E(=.4) : A E (-B) : løti azlE l-b^i -brl :
: lh* ?br)i hl (-å')l : lØt-bzi ar-b'f.

Beachtet man nun, daß die Verknüpfungen I nicht aus IV' hinausführen,
ist damif auch die Tetzhe Behauptung des Satzes bewiesen.

In al1en Fällen, in welchen die bezüglich der inneren bzw' äußeren
Multiplikation ztt verknüpfenden Elemente mit den entsprechenden Nul1-
elementen vergleichbar sind, lassen sich bei Vorgabe eines geordneten
Vèktoides {V, R} die Verknüpfungsergebnisse ebenfalls explizit angeben.
Wir zeigen dazu den

Ilstrindig ge ¿s)

:'ï,0!í':: ;I
nd,ig géord'n R-
it A: lar; ^rf, A: let, a2], B :

I

unil

(")

(f)
^ 

(A Z lo; ol A B ¿ lo; of +ABB: lq'br; ø,'b,f)
A,B elll'

^ 
(A<-lo; olA B<lo;of +AEB:løz'br;ar'b'f)

A,BelV'

(g) A (A S lo; ol A B > lo; o)+AEB: løt'bzi az 'Ó'l A
A,BEIV'

A Btr A: lbz. art bt. erl))'

Beueis. Nach Satz I bildet {Iv" IR" <} ein vollständig schwach

seordnetes (multiplikatives) vektoiìl. Ds ist alsó noch die Gültigkeit von
(OVg) (und (OV4)) nachzuweisen.

(OV3) : fi 
^ 

([o;o]5AAlo;ol=A=B=+oSa'larfi
A e IR, ,4,,B € IV

A o s a, 3 brA o s or S 
?utorr*?,*, "lr. 

ors ar.ór A

Aaz, ø, 1 ar. b, + AÂ A 
= 

AtrB).
(a)

Der Nachweis der zweiten Eigenschaft

[o; o] SASBA [oi o)SA+A'AA=} EA

erfolgt analog.

(OV4) : ¡ (lo;ol=ASBA, lo;ol 5C+oSctSczA
A,B,CelV',

A o s ø, 1 brA o s o, s b1ooor,,ïrr,*, &t. cr 3 bt'c1 ¡\,

A ør. c, 3 br. rr= AEC S BtrC).
(e)

Der Nachweis der Ungleichung C trz4 < C I B erfolgt analog'

("): A Â (a, )a Iar 2o AazZø2øt>-o. ...
aeløeA - (0v3)in{V'R,<}

+ â1 o arS ør' a 3 a'ø 
^a' 

a 3a'azSâ" az j ar' ør) +

+al . ørtínf (L,A) AsuP (A'l) 3ar'q'r'

Mit inf (A . ,4) 3 a,. . ø, und ã2. &z s sup (^ . A) folgt sofort die Be-

hauptung.

6

(")

(b)

(")

(d)

^^AelR'Aelv'

A^
A€ IT., A€ IV,

A^
A€IR, A€IV,

A^
A€IR, A€IV,

(A ì [o; o] A A 2loi ol+ Atr,4: lar.ør; ar.ø"1)

(A S [o; o] A A S loi of +LAA: laz.øt; ar,øtf)

(A < [r; o] A A = lo; o)+AEA: [a¡,ø¡', a1.øz))

(A S to; ol A A ¿ lo; ol =+Atr,4 : [ar. ar; a^'arf)
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1i

ll
'i

- !i" þigen_schaften,_þ),_(c) und_ (d) fiihtt *"o nun unter Ausnützung
der Regel (OV2) in {V, R, S} bzw. (OD2) in {R, f, ., S} auf þjzurück.

(") ; Alt{ø^2øZar20Abr2b2br20 =+
õGA beB (OV4) in {V, R, <)

+ d1e b, S a,b, 1a.b A a.b 3 ør.b 3 ør.br) =
+ aL. b1 S inf (A. B) A sup (A. B) 3 ar,b,

Mit inf (A. B) 3 ør.b, trnd ar.br 3 sup(,4 . B)
ergibt sich die Behauptung.

(fJ und .(g) lassen sich wieder unter Verwendung von (OV2) in {V,R, <) auf (e) zurückführen.

rst einer der operanden nicht mit dem entsprechenden Nullelement
vergleichbar, so lassen sich für die Multiplikationen im allgemeinen keine
lxllizit-en. Formeln für die verknüpfungsergebnisse herleiteñ, Da aufgrund
der Definition mittels der _operationen-in ã-er Potenzrnenge die verÉnüp-
fungen tr, IV X IV-'IV und !: IR X IV-'IV praktisch nicht vdr-
wendbar sind, wollen wir in den für die Anwendungãn wichtigen Fällen
V,IR' bzw. M,IR' der Vektoren bzw. quadratischen Matrizen-mit Kom-
ponenten aus IR' Formeln für die verknüpfungsergebnisse herleiten.

2. Intervallvektoren und Intervallmatrizen

Über einem vollständig schwach geordneten Ringoid {R, +, .¡ S}
bildet die Menge v"R der n-Tapel bzw. die Menge M"R -der tì y n-lttatrizeít
von Elementen aus R mit den üblichen Verknüþfungen und der kom-

lation S ein vollständig schwach

r[åTr]iÏ'åxiulff.",xîfi :i"åH'ffi:i
es enstehen d ie entsprechen d en stromlrl,, ";:f ïååTrTff"";iiiË|ri-å:Í
lassen sich die verknüpfungsergebnisse jeweils durch die Sch¡anken der
operanden ausdrücken, während. bei den Multiplikationen dies nur bei
vo¡aussetzung eines geordneten Ringoids für die mit den Nullelementen
vergleichbaren Operanden möglich ist.

Wirbildennun .{R, *,., S} zunächst
schwach geordnete EÐ, f¡, S) 'der fnterva
darüber wieder die , fR', <)-bzw. {M"IR',
relation und Verkn dabei in der foþenden

A < B: : (4, s B, für i: l(l)n) bzw. A<B::(A¡¡sB4¡f.uri/:l(l)n),
A @ B: : (4, E B¡) bzw. A (Ð B: : (A¡¡ E Bø),

A e A:: (A¿ E B;) bzw. A O B:: (A¡;,8 B¡¡),

A o B:: (A[!8,) bzw. Ao B:: (A[Bri)

: ((. . .(A,, E Br*) E (A,, E B*)) m

,), B: (8,) = V'IRbzw'A:(Ã¡¡)'

Es gilt der
IR', fì und' {V,IR', IR', l\ bzt2'

tIM<\ùber'"inemaol,l'siandigschuach,geordÌù'ete "#;'o!; Abbildung e: IV"R'* v'IR'
mit 

çt(aÍ,)) ; (aj,))l: : (la(l); al.')l).

(a(r)), (a(2)) € V'R ein ordnungsisomorphismus ist'

l. ¿: [('!')) ; ("1'))l + n: [(bl')) '(bt?)] *,Y, "li'+ bgr =

* V t"il) ; al:)) * ttÍl); tÍ3)l + eA * eB'

2. (4,) = V,IR', + .. A": [(.1')) ; ("!'))] = IV" R'¡\9'.4 : (A')'

,<r: t"r{r) ; 
"12)l

3. A 3 B + (a(r)) s (bj')) A ('l')) s (bl')) -
+ 

^ 
¿!u stll) Aul') <b!') =.4.. A,: [aÍ') ;t[')1 < B,:

i:l (1)ri:r(r)n 
: [b!,); blr)] * gA : (4,) s (B,) : gB.

Ftir die Verknüpfungen * € {+, -} gilt dann mit 9A:(A,)' 98:(Bt)

e(A E B) : q(I(A * B)) : llinf(A * B); sup (A * B)l:
: [( inf (a,*b,)); ( . quP._-(a,*b,))]:

"(at)el,b(i)€a (ai\eA, lb1\eB

- tt inf (ør't,b,); stlp _(a 
* bt)]) :

- *tt.rt'r, 
o;) =Bt 

t " ' 1ar)=A,iur)'a'

:(finf (4,+8,) ; sup(A,"Br)l) :(A¡88¡) :94@çB

und für die äußere MultiPlikation

e(A tr "l ;J,?# 
.,:Ì;,Tri"f 14. 

ii,.;îi,,i.B)r 
:

'"àel, (b,)ea ae.4, (bd)eB

: {[.=ri,]å,).¡(a ' ¡,) ; 
"-rlîf,l=n 

("'b,)l) :

: ([inf (4.8,) ; sup(A'Bo)]) : (A'B,)l) : (Atr B,) : A Q sB'

Im Fall der Matrizen verläuft de¡ Beweis analog'
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wir führen n'n in v-,IR'bzw. M,rR'.in'atürricher weise eine Rela-tion c (Inklusion) ein durch ¿i" ¡"ïi.rition
_A AcB::(4..A,c8,) bzw. 

^ 
AcB::l,Bevr¡lR, ì:i¡¡,,' l,BeM,rIR,

: (,,r4,,,,4ø ç B¡¡) mit A: (A¡), B: (8,) bzw. A: (A¿¡), B: (Bjj),

ldet, íst c offensichtlich eine Ord_
die Abbildung g auch bezüglich

IR', s) und {IM,,, R', IR', <}
gen Verknüpfungen im allge'_

wegen 
o,,,o4rrr,a¡t" 

b,j = A'u- ' Bo, c !(A ¡¡'F,*¡): An; E I,¡¡ gilt
,Lflh

,,,4,,r,)=ì 
uo,' b^, = Ð uuE Bo¡ = lÐlA,,,o E B¡i e IR'

mit gA: (Aii), gB : (B¡) und IM,R, = q-r(gA O çB) =
= {o.blø e A A b = B}. Ferner ist,,4[ B :

: inf (U(-4 . B) n IM,R) und somit AE B = q-r(çA O pB).

. unter geeigneten voraussetzungen können wir jedoch die Gleichheitnachweisen. Wir zeigen hicrzu den"

sttz 4. Es sei {1, +-, n aoll,stcind.,ig_schuøch geord.netes Ringoid.und. est gelte'in dcnt. sihwach en nl,"g:olailñ,'nie1"Z¡ der Intcyaalleüber {R, l, ., S} d.ie Ei,g

:' ,n,o,,=,A', ,--,,,,'r-$A' E B¡ = t(,åo''"ì'
Dann gil,t

eØEB):eAOç8,
or!;OO::"#ffirOoorOwn Vehtoid.e {IM,R,, IR,, S} und {M,,rR,, rR,, s}

Beueis.ì:Û4:itA,B = fM,,R,and, pA: : (A;¡), gB:: (B,¡) = M,IR,gilt
e(AA B): : e(nØ. B)) :

,(å "'- 'o')t 
ø,;r-ìl'å,7r., (å ""' o-rl :

: n 
[[o,r-,t ![o,¡.uD "'" o") 

' (
nsup t

(a.j) e A, (b¡¡le B f;l

:fi inf i u,u.b,,,; sup i ",0 ' 
n"l'l :: 

\l,',r,=i,ii ¡l-u ?t "" ça¡¡\'tl' 1i¡¡'nFt l)

: ([t", þ- 
o,,' B¿¡ ; sup É^' oo" 

"t-l) 
: (t(p o' ' "'ì)

Aus der Eigenschaft ,t t!

A-. A,¡ ll ll,, e A¡¿ " :Bri *Ð n'o F n'¡ ç Ð
;:1 ( 1)/

t r, \ i-1.. I

und der u","",,.J'îtn;;:il'= 
I t)'ì aoo'Bo;,l

n Ð Ann"n
h:1

,)

A¿¿'Bp¡ +
(Rl)

¡ l)- e,, EBø

A
l,B e IMrrR,

und rveiter aufgrtinci ovn (0D1) in {R' +' "' l}

eØÂB): ("(¡f, Ai¿ E 
",ol) 

: ilplo* tr "')) 
: eÅ o eB

ant, ob die BedingunC (l)- in Satz 4 überhaupt

erfü ''n' 
gunt,lllgà'rr8itt íüì -a91 

F'all mög1ich' daß

ein rdnetãs Ringõid zugrLrnd'elicgt :

s.trz 5. Es se'i {R, +, " 
d'netes Ri'ngoíd"

Dønn silt in rlcm aolt'stärñ'dg g ' <j dcr Inter-

ualle ¡íber {R, -l-, ", l} die

Beueis. rn {IR', E, El, gegeben clurch

die Formel

A A E ts : lrnil(a, *. b¡) ; 
".T-1{(a, 

x b¡)], * = {*' -"' l}'
A,B:trR', 

-4,i:1,2' i'i:1'2

mit A: lariaz], B: lbr; br] ([5])' Wir erhalten damit

nl

* = ÐA,EBn +x :Ð", A . 4.. *, - A¿ElB; =
i:r r.- l-Zt i:l(r\n

fl

+ x : Ð"0 n A- Tiy^uo¡ 'b¿¿ I x¡ I Ta.x- a¡¡'ba¡' +
i:t ' " ¿-ltit), i,P:t,z i'k-1'2

ftfr1'n

,.:f ", A Ð ,ï]T,,",,.b¡¿ 
I I-ì"' = Ð,Ëlö a¿¡"b¡p+inf

(a¡ile A, (b¡¡le
(oDl) in 1n, +,., <)

",-.o,ll : =¿X € I[Ðo . 
",) 

für A, : [a¡r, a¡zf, I,¿: [b¡1; b¡2]
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3. rntervarrreehnung ül¡er dem Raster eines (murtipritrativen) vehtoides

daß zu eiuem Raster {T, <}
geordnete Menge 1tf, èi aìi

A : Lar, øzf : {* = M l&r, ør€ T A at I x 3 øz}
und der leeren Menge Ø ein Raste¡ von {IM, ç} bildet und. mit A: lor;øzl e IT gilt

^ 
inf¡14: ¡ 

"IE^or; ^,i1f øzl A sup¡1A : L^i2f ar; sup arl[S]).Ø*AclT -ø1,1èt - ø+.íe1. -" , , 
Ø+Ae^ Ø+áGA

RÌ verwenden wir
: IV ---+- IT, rvelche
{IT, IS} bezüglich

. .-ib) Fär øre Ø'-,r.=y ¿:, r:.:-;:,')";,,'L:,'o'ï'o'Ioo'i,
beíd'en oþrimalen, perichteten nuriungín oon'i ¿"' r^ ¿îirúlen [sl.(c) O :IV -' It ¿s¿ e,ine sjtmrue¿,r7srn, Rund.ung, d..k. es gil,t

,4,,,o(EA) : E(oA)'
Beueis.Es seien {-e,0, e} dis ausgezeichneten Elemente von {R, +,.}.(a) : Dann gitt À e fT,Lor, a, ¿1^';;"S-ã':':;:, _øz eT

A -a, S -a, - l-øz] - øi - -A : âA e fT, und,

Ø:-Ø:EØeIT.

13 INTERVALLRECHNUNG 745

(b): Mit B : lbt; bÀ e IT ist lnr Ø ¡ A < IT

eA:: infn(U(,a) n IT) : [u..iäÎ. ,r,br, ,_ltj,nr",r,]:
: fsup {ór = T lbt < at} ; in|. {b, e T az s bz}) :

: [sup (L(a') fl T), inf (l-l (ar) ì T)] : lAa'; Yazl.

(") : O(A¿) : Ol-ari -al: lY(-ø,) ; V(-øt)l :
: l-A,øzi -Yø..l: EIYøt; Aazl: E(O,4)

lttr A e lV' und wegen der Optirnalität von O die Behauptung für die
leere Menge Ø.

Für die Struktur in IT erhalten wir den

sATz , 3\ ein (bzw.
geord,netes) Vektoid ü dneten

\bzu. geor {R, +, ., nt d'er

d,er Multi,þlihati,on) und. 1IS, ð, ð1
trÌ o* c.

uon { sckøft
ísclte ber Y

zùgli,ch d.er Inl¿l,usion' c. Dann bildel
{IT, IS} m'it d.en Verhnüþfungen

^AA,B elT

+
Q B:: O (,4 E B)

(und

^ 
AOBt:(AEB)),

A,B elî

^^AelS AelT

CH. ULLRICH
72

AçA::O(4tr^4)

ein oþtimales oberes (multiþl,ihatiues) Røstevuekto'id' uon {IY,*IP-} bezüglich

d,er Inhlusí,on c und es ist lo ; o) neutrøles El,ement in {lT, O} (und le ; e)

neutrales Element in {IT , ò}). prrntr bit'ctet {IT, IS, S, ç} ein uol,lständ'ig
sckwach, geord,netes (bztø, geord,netes)inhlusionsisoton geord,netes (multipl'íhatíues)
Vehtoid,.

Beueis. Da O : IV * IT eine optimale, symmetrische, nach oben
9l {IT, IS} ein optimales oberes Ras-
r Ordnungsrelation c. Die in IT ent-

' 
*'"1â Ë foåî",l,f'6 i:lil;äiî, J',î

10 - Mathematica - Revue rì'analyse numérique et de théorie de l'ôpproxjmation, Tome 9, n¡, 1/1980
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daß lediglich noch die Inklusionsisotonie und (OVl), (0V2) (bzw. und
(0V3)) za zeigen sind: Mit Satz 1 gilt

^ 
(Ac B A Cs D +A I Cc B8D = Q (A I C)c O (BE D)

'A,B,Õ,Del'I (rìt)

*,4 ð Cc B il¡ i"t *.: * (x e {*, .}) und

A 
^ 

(AcB AAçB+AEAçutru,ñO(AtrA)- Ç(BtrB)
'A"Bersl'Bel'r 

=rAó AcBö ¡),
(0V1) A (A f B ,+ AEB < BEC + arfcrsbr{c, Aaz*cr3br,f c,

A,B,Cell'

*y (h + cl) _< V (å, f c.) A A (ar| rr) < A(br¡ c,)

_'^/++:,.t \AE C) : A ç C S B O C : ç (BE C))

fär A: lat;c¿zl, B: lbr;brl, C : lcr;c2l.
(0V2) folgt aus der entsprechenden [igenschaft in {IV, IR', <} *"-

gen Q,4 : EA für alle ,4 aus trT.

(0V3) : A 
^ 

(t0;0l 5AA lo;o)=A< B.+Af A=AtrB
AeIS' A,BelT' StT" 2

=> â1" a, S ar.b, A ar.az S ar.b, + V(arEør) < V(a,..br) A

A(u,. a,) 3 [(a""b,) = O(Atl A)=(tE B) = tö ¿, S AöB)
und analog die zweite Eigenschaft.

end folgt (0V4) aus
.a., daß durch den Ü dem rnultipiikativen
<) der Intervalle üb M,,R der n y n-Wta-

egendem vollständig s neten (bzw. geordne-
ten) Ringoid {n, +, ., <} wieder dieselb dem symmetrischen
Raster IT von IM,,R erzeugt wird. Dies gilt jedoch für die Ringoideigen-
¡c!af! von {IM,R, EB, El, S} (siehe [5], [9]) nicht, wie das folgende
Beispiel zeigt:

Es sei {Mrft, R, S} das vollständig geordnete multiplikative Vektoid
der 2 \ 2-Matrizen über dem Körper [t cler reellen ZahTen und T eine
Teilmenge von MrR mit

r, : rr0 0ì 
, ' o), (;: ¡, (? å), (l;å), (l l), (_i _l), (: :),[\o o/' \o r

f- crr - co\l
Ir'-- -*/f'

{T, S} ist offensichtlich ein symmetrisches Raster von {M, R, R, S}
und enthält die Nulhnatrix und die Einheitsmaftix. Ztt beliebig vorgcge-

benem optimalen Rasterringoid {IS, ð, ðt von {IR, E,lI} bezüglich der
Inklusion c bildet dann {I'I, IS} gemäß Satz 7 ein multiplikatives Vetoid
mit den neutralen Elementen

,:l.13 
3), (3 3)] ""u ":['å I' 6 ?)]

Außerd.em erfüllt wegen ÇA:: [-1; -\ö¿: (õn)ée nach (VD3),
(VD4) und (VDs) in {IT. trS} das Element

r/-l 0\ (-r 0ìl+ ¿" 
: 

Ll-l o,J' lo -trl '

das von einem Ringoid geforderte Axiom

(D5) :(a) xöx:n

INTERVALLRECHNUNG

^ 
xö Øð¡) : 6ö t)o¡ : .qò 6ò a¡

A,B elT

CFI. ULLRICH 74 15 147

(b)

+ +(") A xç(AOB) :(xCA)O(xOB)
A,R etrT

Wit zeigen jedoch, daß auch das Elernent

E*::tü ål' (Ï å11 " "
+.

(D5) genügt und somit {IT, 'O, O} kein Ringoid bildet: Wir führen
den Nachweis in 5 Schritten und nützen hierbei die Isomorphie von
{IM,R', IR', <} und {M,IR', trR', (} aus.

a) Alle Elemente t : (t¡¡) e 'I sind von der Form tr, : tzz 1liÍd tzt:
: trz ünd die durch ZeiTenvertauschung aus der Xiatrix t e T entstandene
Matrix l* ist wieder Element von T. Daher ist auch T* : : lti ; til e IT'
für jedes Þlement T : 1t.,,) tzf e lT'.

b) Es gilt fúr alle I e IT' mit eT: li; i,)

p(E* E T) : eE* o qr : (i?; ?l iå, ål).6; i):
) 
: Ë' î): e(r*)[1 ;1][T, [1 ;l]trT

[1 ;1]Eîr [1 ;1]trT
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Nach a) haben wir also

(2) _A E* O ?: O (E* E T) : ÇT* : T*'.
TelT'

-c) Es_ Ti T.:: ltr;,.tzl Í IM2R' und O?: lyh; Atrl: :V:: luú url- Dann ist nattirlich T* c. (O f¡* : 1l*, d.h. u*'ist o¡ìr" Schranke
von 1*. z* ist auch kleinste obere schrânke von ?* in Iî', da für jedes
Fl"Ag."l u: lyr; wzf _e IT'mit T*=u c u* die Beziehuág T- w* -iim \Miderspruch 211 çT : a steht. Es gilt also

(3) 
,.hr,",(or)* 

: o(?'*).

. {). Dqrgh Nachrechnen ve¡ifiziert man unter Beachtung von g(A*) :: (çA)* leicht die Eigenschaften

(4) ._4 -.((,4tr8)*: A*nB:A EB* A (,4 E B)*: ¿.,,88*).
l,B € IM¡II,

wir beweisen hier nur die erste Aussage; die restlichen erhält man ent-
sprechend:

e(ØE B)*) : (pA o sB)t :
:(AnE Brr EÐ AzzE Bu AaE B* EÐ A*E Brr\ _

[A' E B' EÐ A., E] Br,. A,., E B* EÐ A., E Brrl-
: gA* O çB : q(A* E B), gA: (A¿¡), 98: (B¡¡).

e) Wir erhalten nun E* 9 ¿* : (E*)* : E nach (2),

, !\.-,8* c t¿ c B) 
= 

(A ö a¡* : (eAtr B))* : o((AE B)*) :
A,B elT' l2l ' ' (o) (4)

: Ç(A*E B) : OØA B\,a(E* ö 4 ö n : A ö (p* ò s),

. ¡.-.8* ö ø ö B) 
= 

(o (AE B))*: o(AEB)*) :
A. B etl' e) (s) (t)

: Ç(A* E B*) :rr,(r* ô rl ö @* ó Ð,

d.h. E* erfüllt das Axiom (Ds) in {IT', ð, ô1. F"rn", sind die Gleichungen
trivialerweise erfüllt, falls' einer dir opèianáen A, B die leere vr""g"ØiJ

wir erkennen an dem vorstehendén Beispiel, daß man bei den" uatii-
zen den Übergang zu einem Raster nicht in a"t îrrgãt""inrreit von satz 7

man die Ringoidstruktur erhalten wil1. Der folgende
wird jedoch voll der praktischen Vorgehenjweise
recht.

17 INTERVALLRECHNUNG 749

aollstrindi'g sclouach geordnetes
eiclønelen El'ementen {-e, 0, e}
t xl e das Axiono (D1a) erfòil'l't,

ten V ö : nM,T X IM,,T -o IM*T, x = {*,_ "} ,iy oþtimales,

oberes aon {ät']",U, E, E} bezi'iglich der Inhlusion c und
+.

{trM'I". ô, ô, <, c} cin uollstrind'i,g schuach gcord,tt'etcs (bza' g

ìnhíksi'oisisoton geoídnetes Ringoid. ruit der, øusgezeicknelen

{l-t; -ef, lo; ol, le; el}'

tenr,veisen Definition der Ordnungs-
R, +, ., <)
g, [.1] bezü-
die -optimale,
trisch. Nach

CH. ULLRICH 16

[4] ist
{[NI,,R,
lo;of,
ferner

l-,o,c ) ein
derE,

dann T
Inklusion mit den

l
5

es erfüllt l-e ; -e) das Axiom

optimales, oberes Rastersemiringoid von
neutralen Elementen

lt; e

int l, daß jedes IntervalT X * le i e

(D5) in IM"T
welches das

Es zeigt sích
Axiom (D5)

ì

I

I

-t-.
in {IM.T, ö, öt erfüllt, ein Punktintervall *: lni xf, x: (x¿¡) € Mo'I
ist.'Füi' B : lc; tl = lM,,'l folgt aus

(Dsb) 
^ 

xöØôr) :6ÇA)ön:'qöixöa)
A,Bell'fnT

sofort XöI:AöXfär alle A =IM,,T.Wählen rvir speziell A(ht:
: ¡o@t ; o@)f = IM,,T mit a(o\ : (a¡¡)., a(f) : e, olgt^ aus"

der' VertauåchbarËeit von nøt'*t1 X die : 0 für

I + n, ãå. " hat Diagonllges-t1-1!' Ftir die : Ilf"T
'^¡t o: (a¿¡), ãij: e,"i, j = 7(l)n, ethalten der ver-
tauschbarkeit mit x die Beziehung xtt : xzz

Nach

(D5a) X ç X: le; ef

in IM,T gilt ferner aufgrund der Gerichtetheit der Rundung o x " x :: e

mitx'+ eî Nach Voraui?etzung besitzt aber in {S, t, ', =} 1u1das,,EJe,-
ruent le diese Eigenschaft und es gilt somit X - l-e; -el'I)amlt lst
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ll.q.T, {, ¡l 
.e-i optjrnates, obeLcs Rasterlingoid von {IM,R, tL!, l.l} be_ztiglich der Inklu,sion c . Die restlichen Aussagen bcweist lnan l,it denzu Satz 7 entsprechenden Schlüssen.
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