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1. Die Aussage, dass eine punktweise beschrankte Menge von stetigen
linearen Abbildungen eines reellen oder komplexen Banach-Raumes in
einen normierten linearen Raum iiber demselben Zahlkorper gleichmissig
beschrinkt ist, stellt eines der fundamentalen Prinzipien der Funktional-
analysis dar und wird Prinzip der gleichmissigen Beschrinktheit genannt.
Dieses Prinzip besitzt viele Anwendungsmoglichkeiten. Zieht man es zur
Konvergenzuntersuchung von Folgen stetiger linearer Funktionale heran,
so ergibt sich der folgende Satz von Banach-Steinhaus, der in der Approxi-
mationstheorie hiufig benutzt wird:

Eine Folge (f)nen von stetigen lineaven Funktionalen, die auf einem
veellen oder komplexen Banach-Rauwm X definiert sind, komvergiert gemau
dann punktweise gegen ein stetiges linearves Funkitonal f, das auf X erklart
ist, wenn die folgenden beiden Bedimgungen erfiillt sind

(i) fiir alle x aus einer in X dichten Teilmenge X, von X ist die Folge
(fulx))uen Ronvergent ;

(i) die Folge (||full)nen i5t beschrinkt.

Wir kennen heute verschiedene Verallgemeinerungen des Prinzips der
gleichmissigen Beschrinktheit und des obigen Satzes von Banach-Stein-
haus. So wird in dem Buch von HOLMES R. B. [7, S. 134] bemerkt, dass
das Prinzip der gleichmissigen Beschrinktheit eine einfache TFolgerung des
aus der konvexen Analysis bekannten Satzes fiber die Stetigkeit einer auf
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einem  reellen oder komplexen Banach-Raum nach unten halbstetigen
konvexen Funktion ist. Andererseits hat xosmor p. 8, S 17453]
gezeigt, dass der Satz von Banach-Steinhaus fiir Folgen stcti’gerlkouvexer
’E‘u_nktlonen verallgemeinert werden kann, die auf einer offenen konvexen
leﬂ{neng_e eines topologischen linearen Raumes der zweiten Kategorie
erklirt sind. Als Anwendung der von ihm erzielten Hrgebnisse beweist
KOsSMOTL, P. [8, S. 23—29] Aussagen iiber die Abhingigkeit des Extremal-
wertes und der ILosungen eines konvexen Optimierungsproblems von der
Anderung der Menge der zuldssigen Losungen und der Zielfunktion. Ahnli-
che Untersuchungen hat auch MACKENROTH U, (9], [10] vorgeﬁommen
und auf Kontrollprobleme angewendet. ,

Da in der nichtlinearen Optimierung in zunchmenden Masse neben
kf)nvexen Funktionen auch Funktionen mit verallgemeinertein Konvexi-
tdtsverhalten betrachtet werden (vgl. BLSTER x.17. und FOLGMANN G [3]
(4], 5], [6]), ist die Frage nach der Méglichkeit der ﬂbertfégﬁué auji'
veretllgem_elnerte konvexe Funktionen der oben erwihnten Frgebnisse aus
der Theorie der konvexen Funktionen, die durch Spezialisierung das Pl‘ftmii}
der gleichméssigen Beschrinktheit und den Satz von Banach-Steinhaus
ergeben, naheliegend. Ziel unserer Ausfithrungen ist es einen ersten Schritt
zutr Beantwortung dieser Frage zu unternehmen und zu zeigen, dass man
sowohl das Prinzip der gleichméssigen Beschranktheit als auch den erwihn-
ten Satz von Banach-Steinhaus fiir die von BRECKNER W, W (1] einge-
fithrten rational s-konvexen Funktionen verallgemeinern kann.

Im folgenden bezeichnet N stets die Menge der natiirlichen Zahlen
R die Menge der reellen Zahlen, s eine Zahl aus dem Intervall 10, 1] M
eine nichtleere konvexe Teilmenge eines reellen oder komplexenjtop,olo-
gischen linearen Raumes und F eine nichtleere Menge reellwertiger Funk-
tionen, die auf M erklédrt sind. Die obere Grenze von F wird mit sup F und
die untere Grenze von F mit inf F bezeichnet.

2. Wir beginnen unsere Betrachtun it zwei ini
‘ ir : gen mit zwei grundlegenden Defini-
’clonen.__]j,me Funktion f: M— R heisst rational s-konvex (bg;w. s-konvex),
wenn filr alle rationalen (bzw, reellen) Zahlen ¢ > 0, b > 0 mit « +b=1
und alle Punkte x, y aus M die Ungleichung

flax 4 by) < a*f (%) + b/ (y)
gilt.

Offensich‘glich ist jede s-konvexe Funktion rational s-konvex. Die
Umkehrung dieser einfachen Eigenschaft ist im allgemeinen nicht richtig.
Jede stetige rational s-konvexe Funktion ist aber s-konvex,

Kriterien fiir die Stetigkeit rational s-konvexer Funktionen wurden
Von BRECKNER W. w. [1] bewiesen. Auf Grund dieser Kriterien (u. zw.
von Satz 2.2 und Korollar 2.3 aus [1]) lasst sich folgender Satz angeben.

saTz 2.1. Es sei M eine offene Menge und f: M — R eine vational s-
konvexe Fu-.{zktf,'o?_a. G1bt es ein %oe M, so dass f an dieser Stelle lokal nach
oben beschrimkt ist (d. h. es gibt eine in M enthaltene Umgebung U von x,
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und eine veelle Zahl a mit dev Eigenschaft f(x) < a fiir alle x = U), dann ist

f stetig und s-konvex.

Dieser Satz ist das wichtigste Hilfsmittel im Beweis des folgenden
Satzes tiber die Stetigkeit einer nach unten halbstetigen rational s-konvexen
Tunktion auf einer offenen Menge zweiter Kategorie.

satz 2.2. Ist M eine offene Menge von zweiter Kategorie und f: M— R
eine nach unten halbstetige vational s-konvexe Funktion, dann ist f stetig und
s-konvex.

Beweis. In der auf M induzierten Topologie ist M ein topologischer
Raum von zweiter Kategorie. Nach einem bekannten Satz aus der Topologie
(vgl. cECH E. [2, S.384]) gibt es dann ein x%ye M, eine in M enthaltene
Umgebung U und eine reelle Zahl a, so dass f(x) < a fir alle ¥ = U gilt.
Wendet man nun Satz 2.1 an, so folgt, dass f stetig und s-konvex ist.

Korollar 23. Es seit M cine offene Menge von zweiter Kalegorie
und F eine Menge nach unten halbstetiger vational s-konvexer Funkitonen,
die nach oben punktweise beschrinkt ist. Dann ist die Funktion sup F stetig
und s-konvex.

Beweis. Weil die Funktion sup F nach unten halbstetig und rational
s-konvex ist, ist sie nach Satz 2.2 stetig und s-konvex. B

Aus Korollar 2.3 ergibt sich unmittelbar die folgende Aussage.

Korollar 2.4. Es sei M cine offene Menge von zweiter Kategorie
und F eine Menge nach unten halbstetiger rational s-kowvexer Funkiionen,
die nach oben pumktweise beschrinkt ist. Dawn besitzt jedes x = M eine in M
enthaltene Umgebung U(x) mit der Eigenschafl

sup {{sup f(y):ye U(x)}:fe F} < +oo.

Einfache Uberlegungen zeigen, dass Korollar 2.4 das im ersten Ab-
schnitt erwdhnte Prinzip der gleichmissigen Beschranktheit liefert. Im
Verein mit den Implikationen

Satz 2.1 = Satz 2.2 = Korollar 2.3 = Korollar 2.4

ergibt sich somit, dass alle Hrgebnisse dieses Abschnitts als Verallgemeine-
rungen des Prinzips der gleichmissigen Beschrinktheit angesehen werden-

kénnen.

3. In diesem Abschnitt befassen wir uns mit punktweise beschrinkten
Mengen rational s-konvexer Funktionen.

sa1z 3.1. Es sei M eine offene Menge und F eine punktweise beschrinkte
Menge rational s-konvexer Funktionen. Ist die Funkiion sup F stetig, dann
ist auch inf I’ stetig.

Beweis. Aus der Stetigkeit der Funktion sup F folgt nach Satz 2.1 die

Stetigkeit aller Funktionen aus F. Daher ist inf F nach oben halbstetig.
Es bleibt also nur zu zeigen, dass inf F auch nach unten halbstetig ist.
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Es sei %, ein beliebiger Punkt von M. Wir geben uns € > 0 beliebig
vor. Weil sup F in =, stetig ist, gibt es eine kreisformige .Nullumgebung
V und cine reelle Zahl a, so dass %y - V in M enthalten ist und

(3.1) (sup F)(x) < a fir alle x e %y -+ V

gilt. Es sei 0(s) = 0 falls s = 10, 1[ und 6(s) =1 falls s = 1. VVei.terhin
cei 7 cine rationale Zahl aus dem Intervall ]0, 1] die der Ungleichung
(3.2) rla — O(s)(inf F)(xg)] < e

geniigt. Die Menge U = x4 7V ist danhn eine Umgebung von x, und in
M enthalten. Ausserdem gilt

(3.3) (inf F)(%y) — & < (inf F)(x) fir alle v U.
In der Tat, ist x aus U, dann lisst es sich in der Form x = %o + 7¥
darstellen, wobei y der Nullumgebung ¥V angehort. Weil
1
1 47 i 147
gilt, folgt auf Grund der Definition der rational s-konvexen Funktion
Pl s () 1) + (7] e —9)
fiir alle fe F. Wegen (3.1) resultiert hieraus
F(#) = (14 7 flxo) — rf(%0 —9) =
> flxg) — 7 [fimo — ) — 8(S)f(%0)] =
> (inf F)(xo) — 7'[a — (inf F)(%0)]
fiir alle f<= F. Beachtet man (3.2), so erhilt man
(inf F)(x,) — & < (inf F)(%).
Damit ist (3.3) bewiesen. Das bedeutet aber, dass die Funktion inf Fin %,
nach unten halbstetig ist.

Korollar 32 Es sei M eine offene Menge und F eine punkiweise
beschriinkte Menge vational s-konvexer Funktionen. Ist die Funktion sup F
stetig, dann gelten die folgenden Aussagen :

1° Jeder Punkt % e M besitat eine in M enthaltene Umgebung auf der
I gleichmdssig beschrankt ist. :

9° [ st auf jeder michileeren kompakten Tetlmenge von M gleichmdssig
beschrinkt.

Als Folgerung erhalten wir aus dem Korollar 3.2 den nachstehenden

Satz itber die gleichmissige Gleichstetigkeit einer p}mk’cweise b§schr:aink—
ten Menge von rational s-konvexen Funlktionen. Bezeichnet M, eine nicht-

(%9 — )

Xo —
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leere Teilmenge von M, dann nennen wir die Menge F von TFunktionen
gleichmissig gleichstetig auf M, wenn es zu jedem ¢ > O eine Nullumge-
bung V gibt, so dass fiir alle x, y = M, mit ¥ —y e V die Ungleichung

[f(x) — ()| < e fiir alle feF
gilt.
sa1z 3.3. Es sei M eine offenc Menge und I eine punktweise beschrinkte

Menge rational s-konvexer Funktionen. Ist die Funktion sup F stetig, dann
gelten die folgenden Aussagen .

1° Jeder Punkt x < M besiizt eine in M enthaltene Umgebung auf der
F gleichmissig gleichstetig 1st.

2° F ist auf jeder wichtlecren ko.mpakte% Teilmenge von M gleichmdsstg
gleichstetig.

Beweis. 1° Es sei x ein beliebiger Punkt aus M. Nach Korollar 3.2
existieren eine kreisformige Nullumgebung V, und reelle Zahlen a, b, so
dass % 4- Vo + V, in M enthalten ist und

(3.4) a < (inf F)(y) < (sup F)(y) < b fir alle ye 2 - Vot Vo

gilt. Die Menge U = x -V, ist eine Umgebung von x mit der Eigenschaft
U < M. Wir zeigen, dass I' auf U gleichmissig gleichstetig ist.

Sei ¢ > 0 beliehig vorgegeben. Wir wihlen eine rationale Zahl 7 e
=10, 1] die der Ungleichung

(3.5) b — 0(s)a] <ce

geniigt, wobei 6(s) die gleiche Bedeutung hat wie im Beweis von Satz 3.1.
Trerner setzen wir V = #V,. Fir alle y, z aus U mit y —ze V gilt dann

(3.6) F(y) — fl2) < e fiar alle fe F.

In der Tat, sind y, 2 Punkte von U mity —ze V, dann gehort der Punkt
Yo =2z -+ 7y — 2) der Menge x - Vo4 V, an und es gilt y =7y, +
+ (1 — #)z. Auf Grund der Definition der rational s-konvexen Funktion
haben wir dann

f(9) < f(yo) -+ (1 — 7 f(2) fiir alle fe F

und somit

) —f2) < 7f{yo) + (1 —7) — 1]fl2) <
7 [f(yo) — 0(s)/(2)] <
7 [b — 0(s)a]

fiir alle f e F. Beachtet man (3.5), so ergibt sich (3.6). Damit ist bewiesen,
dass F auf U gleichmassig gleichstetig ist.

IA

IA

9° Fg sei K eine nichtleere kompakte Teilmenge von M und ¢ > 0.
Auf Grund der vorhergehenden Aussage besitzt jedes x < M eine in M

-
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enthaltene Umgebung U(x) auf der F gleichmissig gleichstetig ist. Zu
jedem U(x) existiert eine offene Nullumgebung V(x), so dass % + Vi{x) +
+V(x)< U(x) gilt. Weil K kompakt ist, gibt es dann endlich viele Punkte
%y, ..., X%, in K derart dass

m

K<l (5 + V(%)

i=1
gilt. Beachtet man nun, dass I auf jeder Umgebung U(x), © = T Wi,
gleichmissig gleichstetig ist, so folgt, dass es fir jedes ie {1, ..., m}

eine Nullumgebung V; gibt, so dass fiir alle y, ze U{x) mit y —z< V,
die Ungleichung

(3.7) [f(y) — f(z)] < e fur alle fe F

gilt.
Wir setzen

V=N

und behaupten, dass fiir alle y, 2 = K mit y — z e V die Ungleichung (3.7)
gilt. In der Tat, sind y, z Punkte aus K mit y —z e V, dann gibt es einen
Index e {1, ..., m} derart dass ze x; 4 V(x;) und demnach auch

y=2z+(y —2) e %+ V(x)+ V(x)
gilt. Folglich gehéren y und z der Umgebung U(x;) an. Wegen y — z & V;

gilt dann (3.7). Damit ist bewiesen, dass IY auf K gleichmissig gleichstetig
ist.

4. Bekanntlich nennen wir die Menge F von Funktionen gleichstetig
in einem Pumkt x,<= M, wenn cs zu jedem e > 0 eine Umgebung U des
Punktes x, gibt, so dass fiir alle x e« M (| U die Ungleichung

If(%) — f(xe)] < e fur alle fe I

gilt. Ist nun F auf einer Teilmenge M, von M gleichmassig gleichstetig,
dann ist F in jedem Punkt von M, gleichstetig. Diese Bemerkung dient
zusammen mit Satz 3.3 als Grundlage fiir unsere folgenden Untersuchungen
betreffend die punktweise Konvergenz von Folgen nach unten halbstetiger
rational s-konvexer Funktionen.

sarz 4.1. Es sei M eine offene Menge von zweiter Kategovie und (f,)nen
eine Folge nach unten halbstetiger vational s-konvexer Funktionen, die auf
M erklavt sind. Konvergiert die Folge (f,)uen punkiweise gegen die Funktion
fi: M — R, dann gelten die folgenden Aussagen :

1° Die Grenzfunktion f ist stetig und s-konvex.

2° Die Folge (f,)sey konvergiert gleichmissig gegen f auf jeder nichtleeren
kompakien Teilmenge von M.
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Beweis. 1° Die Grenzfunktion f ist offensichtlich rational s-konvex,
Weil die Menge Fy = {f,: n e N} punktweise beschrdnkt ist, ist die obere
Grenze sup F, dieser Menge nach Korollar 2.3 stetig. Beachtet man nun,
dass f(x) < (sup F,)(#) fiir alle x « M gilt, so ergibt sich nach Satz 2.1 dass
f stetig und s-konvex ist.

2° Es sei K eine nichtleere kompakte Teilmenge von M. Wir geben
uns ¢ > 0 beliebig vor. Weil die Menge {f,:# < N} punktweise beschrankt
ist, ist sie nach Satz 3.3 in jedem Punkt von M gleichstetig. Fir jedes
% e M gibt es daher eine in M enthaltene offene Umgebung U(x) von x,
so dass fiir alle y = U(x) und alle n =« N die Ungleichung

(4.1) ) — Fu)] < =
gilt. Da (f,)nen punktweise gegen f strebt, folgt hieraus
(4.2) f(y) — f(x)] <

Weil K kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte x,, ..., %, in K,
so dass '

g fur alle y e U(x).

w

K< L:Jl Ulx,)

gilt. Wegen der punktweisen Konvergenz von (f, ),y gegen £, lisst sich dann
ein Index #,< N derart angeben, dass

(4.3) Ifulx) — f)] < gg
fiir alle w e N, n = 1, und jedes 7z {1, ..., m} befriedigt wird. Ist nun
% ein beliebiger Punkt aus K, dann gibt es einen Index 1< {1, ..., m},

so dass U(x;) diesen Punkt enthidlt. Aus (4.1), (4.3) und (4.2) folgt dann
|fu(2) — )] < 1fu(2) — Fu(@)] + [f() —F ()] +
+ 1f(x) —f(#)] <e
fiir alle # < N, # = n, Demnach konvergiert die Folge (f,)seny auf K
gleichmissig gegen f. B

saTz 4.2. Es sei M eine offene Menge von zweiter Kategoric und (f,)nen
ewne Folge nach unten halbstetiger vational s-kowvexer Funktionen, die auf
M erklivt sind. Die Folge (f,)nen konvergiert genaw dann punkiweise gegen
etne stetige s-konvexe Funktion f: M— R, wenn es eine Tetlmenge M, von
M gibt, die den folgenden Bedingungen geniigt :

(1) M, istin M, in der auf M induzierten Topologie, dicht ;

(ii) fitr jedes x =« M, ist die Folge (f,(x))sen konvergent;

(i) fir jedes x =« MM, ist die Folge (f,(%))nen beschrinkt.
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Beweis. Die Notwendigkeit ist klar.

Hinlinglichkeit. Nach Satz 3.3 ist die Menge {f,:ne N} in jedem
Punkt von M gleichstetig, Ist x ein beliebiger Punkt von M, dann existiert
fir jedes beliebig vorgegebene &> 0 eine in M enthaltene Umgebung
U(x) von x derart, dass fiir alle y = U(x) und alle » = N die Ungleichung
(4.1) gilt. Weil M, in der auf M induzierten Topologie dicht in M ist, ist
der Durchschnitt M, M U(x) nicht leer. Es sei y ein Punkt aus M, N U(x).
Nach Bedingung (ii) gibt es dann ein o= N mit der Eigenschaft

'fm(y) n fn(y)l < Es

fiir alle natfirlichen Zahlen m > n,, # > #o. Wegen (4.1) folgt hieraus

lfm(x) _fn(x)l = ’fm(x) _fm(y)l itz 'fm(y> —fn(yH +
+ 1) = fo(#)] <e

fitr alle natiirlichen Zahlen m > #,, # > #,. Die Folge (f,(%))sey ist somit
konvergent in sich und daher konvergent. Da ¥ « M beliebig gewihlt war,
kann man eine Funktion f: M— R durch

f(x) =lim f,(x) fiir alle x = M

definieren, Nach Satz 4.1 ist diese Funktion stetig und s-konvex. m
Zum Abschluss bemerken wir, dass aus Satz 4.2 der Satz von Banach-
Steinhaus fiir stetige lineare Funktionale folgt.
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