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we have
for c,-i :
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using the uNn¡ac 1106 Coinputer of the univer-sity of salonica and.

rvith a mãximurn permissible relative error E : 10-4, in finding the spectral
radii, we havc found that :

i) In thc ca.se rvhere ,4 is the following irreducible with rveak diagonal
dominance matrix

I r 0.5 -o.2slt:l o.o I 0.2 1,

[-os os 1 ]

the optimum spectral radius of eon method has been found lor v : 1'26,
. : i.t8 and is Qopt(L,,,) x 0.272 while the optimum spectral radius of
soR method is gir.ón for c,¡ : 1.24 and is p"n¡(2,, 

") 
x 0.327 '

ii) In the cãse where .4 is the following positive definite (real) matrix

I I 0.4 0.4-l,t,lA:10.4 1 0.61,

Lo.4 0.6 1 |

it has been found t:nat popt(Lt,")È 0.196 for r:7.03 and <o : 1'23 while
popt(2., 

^) 
x 0'282 for co : 1.08.' - 'iii) În the case where A is'che following L-mattix with p(B) ( 1, that

is, ,4 is ar M-rr'afuix

[1 -0.5 o]A:l o 1 -o.sl,L-o.s o I i

voI

WOI]FGANG W. BRECKNER
(Cluj-Napoca)

Popt
1.00

(L,,.)x 0.302 for z:1.18, <¡:0.90 and pont(l",,) :0.354

7' Final rernarks

As has been seen from the nurletical examples \ve gave in the previous
section, it is ahvays popt(L,,.) ( pont(I.,^), Llnzt is, the ¡op method con-
vefges faster tharrthe cbìrespondini soir one. This simply suggests that the
aon" method should be used in the place of the son rnethod'' rvhenever the
latter is used.
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Ioanninø, Greeae

1. Ðie Aussage, dass eine punktr, eise beschränkte Menge_ von stetigen
linearen Abbilduãgen eines rðellen oder komplexen Banach-Raumes ín
einen normierten li"itt"at"o Raum über demselbén Zahlkörper gleíchmässig
beschränkt ist, stellt eines der fund.arnentalen Prinzipien der Funktional-
analysis dar und wud Pr'inzí,þ cler gleicl'tmd.ssí,gen Beschrr)nktloe'it genannt.
Dieses Prinzip besitzt viele Anw Ldungsmögl es z11t

Konvergenzuitersuchung von Fo en stetiger heratl,
so ergibi sich der folgenãe Satz uon Banack--St pproxi-
mationstheorie häufig bentlzt wird :

Eine Fol'ge (f ,,)n-N aon stet'igen Lineøren Funht'ionølen, d"ie auf e'inent'

er Ë Ban s'ind, lt'onuergiert genøu

I¿twe ein s n'al f , d'øs auf X erlt'kirt
d'ie bei,d' sind' :

(i) fär al,le x øus e,iner i.n x d,ichten Teilmenge xo aom x ist dlie Folge
(f^(x)),,. * h,onaergent ;

(ir) d,i,e Folge (llÍ,,10,=* 'ist bescløvri'nht.

Wir kennen es PrinziPs der
gleichmässigen B Banach-Stein-
ñaus. So wi"rd. in bemerkt, dass
das Prinzip der g , Folgerung des

aus der kdnvexJn Analysis bekannten Satzes über die Stetigkeit einer auf
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einem reellen oder kompl
konvexen Funktion ist.-
gezeigt, dass der ,Satz von

Raumes cler zweiten Kategorie
ihm erzielten Brgebnisse beri'eist
r die Abhängigkeit des Ëxtremal-

vexcn Optimierungsproblems rron der
ösungen und der Zielfunktion. Ähn1i_
ENRolrr u. [9], [10] vorgenommen

Da in der niclitlinearen Optimìerung in zunehmenden ]\{asse rrebelkonvexen Funktionen auch Fuäktionen init verallgà-ãìr"rt"rn Konvcxi-tätsverhalten bctrachtct rverden
|4], . [5], 16l), ist die Frage na
I'erallgemeiner.bc konvexe Funktí
der'lheorie cler konvexen Funktionen
der gleichmässigen Bcschränktheit
ergeben, naheliegend. Ziel unserer Ausfùhrllngen ist es einen erste¡ Schritt

ternehmen :und ztt zeigen, dass man

ä,i"JJå"å'li:*,îf-'ï:"*1"1,î'äîäå_
en verallgemeinern kann.

- ".IT-folgenden bezeichnet N stets d.ie Menge der natürlichen Zahle¡,R die Menge der reellen Zdhlen, s
eine nichtleere konvexe,leilmeirg
gischen linearen Raumes und F el
tionen, ilie auf M erklärt sind. Die ob
die untere Grenze von .F mit inf F be

tion "r'" ^"ol\:'r:;i#tþr:#*r:r?;:)ii,
ffå ø>0,b>0nitø1_b:r

f (øx 1- by) < ø'f (x) -f b'f (y)
gilt.

offensichtlich íst jedc s-konvexe Fuuktion rational s-konvex. Diegrlkehrul8 dieser einfachen þigenschaft ist im allgemeinen 
"i"t t ,i"rrug.

Jede stetige rational s-konvexJ Funktion ist aber" r-kor.r"*.
r(riterien für die stetigkeit rational s-konvexer Funktionen wurd.envon BIìECKNER w. w. [1,] bewiesen. Auf Grund dieser Kriterien (u. zw.von satz 2.2 :und r{orollar 2.8 aus [1]) rässt sich folgender sat, aìg"¡"".
sATz se-i._M eine offcne Menge und. f : M yqtionøl s_

honuexe F G1!t gs ein ïo = M, so" d,øss f' øro d tohal nach
oben besclo (d'. h. es gibi eine i,n M eníhartene (J uon x¡

32
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und. eine reelle Zøhl' ø m'it der Ei'genschaft Í(x) < a für all,e x = U), d,ønn'ist

f stetig und' s-konaex.

Dieser Satz ist das wichtigste Hiifsnittel im Beweis des folgenden
Satzes über die Stetigkeit einer nach unten halbstetigen ratioiral s-kon'vexen
F'unktion auf einer offenen Menge zrveiter Kategorie.

snrz 2.2. Ist M eine offene Mengeaoru zueiter I(øtegorie und' f : M-' R
eine naclo unten loølbstet'ige røt'ional s-h,onaexe Futoht'ion, dønn 'ist f steti,g und'
s-honaex.

Bewe'is. fn der a:nf M induzierten Topologie tst M ein topologischer
Raum von zweiter Kategorie. Nach einem bekannten Satz aus der Topologie
(vgl. cncn E. [2, S.384]) gibt es dann ein xoe lVI, eine in M enthaltene
Ùmgebung U und eine reelle Zahl ø, so dass f(*) < a fur alle x = U gilt.
Weãdet mãn nun Satz 2.L an, so fo1gt, dass/ stetig uncl s-konvex ist. N

K o r o 11 a r 2.3. Es sei M e'ine offene Menge aon zauiter I(øtcgorie
und, F eine Menge nøch unten loølbstet'iger rat'ionøl s-honuexer Fwnhtionen,
d.i,e nach oben þunlttue,ise beschyrinht ist. I)ann 'ist d,ie Funlttion stp F stetig
und, s-honaex.

Bewe.is. weil die Funktion sup F nach unten halbstetig ünd rational
s-konvex ist, ist sie uach Satz 2.2 stetig und s-konvex' B

Aus Korollar 2.3 ergibt sich unmittelbar die folgende Aussage.

K o r o 11 a r 2.4. Es sei, M e'ine offene Menge aon zwe'íter I(øtegorie
und F eine Menge nøclr unten loølbstet tional s-þ.onüexer Fwnhtionen,
die nack o e'ise besckrcinht ist. besitzt jedes x e fu[ eine i,n M
enthøl.tene U (x) mit d'er E'ige

sup {{sup Í(y),y=U(x)}:f =F} < foo.
Einfache Überlegungen zeigen, dass l(orollar 2.4 das im ersten Ab-

schnitt erwähnte Púnzip der gleichmässígen Beschränktheit liefert. In
Verein mit den Implikationen

Satz 2.1 > Satz 2.2 + I(oro11ar 2.3 + KoroTTar 2'4
ergibt sich somit, dass a1le Ðrgebnisse dieses Abschnitts a1s Verallgemeine-
ruãgen des Prinzips der gleichmässigen Beschr'änktheit angesehen werden-
können.

3. In diesem Abschnitt befassen wir uns mit punktweise beschränkten
IVlengen rational s-konvexer Funktionen.

s¡-rz 3.1. Es se'iM eine offene Menge ontd, F ei,ne þunhtzaeise besckrtinÍ¡te
Menge rationøl' s-honaexer Funhtionen. Ist d,i,e Funht'ion sup -F stet'ig, dann
'ist øuck inf. F stetig.

Beweis. Aus d.er Stetigkeit der Funktioll s11p F folgt nach Satz 2.1 die
Stetigkeit a1ler Funktionen aus F, Daher ist inf F. nach oben halbstetig.
Es bfeibt also nur zt zeigen, dass inf F auch nach unten halbstetig ist.
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Es sei xo einbeliebiger Punkt von M' Wir geben uns e > 0 beliebig

'or. Weil sup F i"';;':=tt",i;itil^ái¡i ". eine krðisformige Nullumgebung

T/ und eine reelle zoËt'o, "J 
dassTo 'lV it M enlhalten ist und

(3.1) (sup F) (*) < ø fär alle x e x¡ | V

pilt. ]rs sci 0(s) :0 falls ' = l-0' 1[ und 0(s) :1 falls s-: l' Weiterhin

íci z cinc rationale m¡i à", ä"* Ïrri"trrati'10, 1l die der Ungleichung

(3 2) /'le - 0(s)(inf F)(ro)l < e

genügt. Die Menge U : xo.Ï rV tst' dann eine Umge

7w- 
- 

iãtt'r"tt"n. Arrsserdem gilt
bung von øo und- in

(3.3) (inf F) (xo) - e { (inf F)(x) für alle x e [J'

In d.er Tat, ist x atts fJ, dan! 1ässt es sich in der Fortn x: xoi r!
darstellen, r,vobei y ä"î"Ñ"linmgebung v ang6o.ött weil

*,: l-* + ;1,@o - v)

gtll,lolglaufGrtrricld.erDefinitionclerrationals-konvexentr.unktion

r(xo) < (fr)'lt'l n lí* )" 
¡@o - Y)

fär alle ,f =F. Wegen (3'1) resultiert hieraus

f@)> (1 f ')'fØo)-r'Í(xo-Y) 
>

> Í@o) - r'lf(x' - Y) - o(s)/(rJl >

> (inf r)(øJ - /'le - (inf F)(øJl

für alie Í =F. Beachtet man (3'2)' so erhält man

(inf F)(øo) - ¿ 1(inf F)(ø)'

Damit ist (3.3) bewiesen' Das bedetltet aber' dass die Funktion inf F ín xo

rrach unten hâlbstetig ist' E

'{,Í#i,nY,, !,r' i:r 
ooi 

iT; untru:ií"i
sa'ge'vt :

ne in M enthal'tene Un+gebung øuf d'er

2.F,istøufjed'ernichtleereøkomþahtenTe,ilmengevonMgl'eicltmcissi'g

rollat 3.2 d'en nachstehend'en
einer Punktweise beschr àn'k-

"o. 
g"rãi"ttnet' Mo eine nicht-
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leere Te nennen wir d'ie Menge F von Funktionen
gte'ichmd o, weflfl-es ztl jedern e >-O.eine Nullumge-

b,,ngV "í,y+ IVI'mílx-yeVdieUngleichung

lÍ@) - ÍU)l < s fär alle "f = F
gilt.

3.3. Es se,i M e,ine offenc Menge øncl F-e,ine þunktueise beschränll,te

tional s-honuexer Fukhtionen.'Ist d'ie Funhtion sup F stetig, d'ønn

fol,gend'en Aussagen :

lo Ted.ey Punht x e M besitzt eine ito M enthattene (Jmgebung øuf der

tr gtei,cËmäss'ig glaicltstetig ist.

2" F ist øuf ied.er niclttl.eereyt, lnmþahten Te'ilmenge aon M gle'ich,møssig

gle'ich'stet'ig.

Beae,is. 1. Es sei r ein beliebiger Purrkt ats M. Nach Korollar 3,2

"rirti"tË"-ãin" 
Lreisfãrmige Nulium"gebung ,Vo a'.ð' reelle Zahlett &, b, so

¿ãss ø l-VolVo in M entlnalten ist und'

(3.4) ø< (inf -F)(y) < (sup F)(v)<b für alle yex)'VnlVo
gilt.DieMengeIJ:xlVotstcine.Umgebtlngvonømit.d'crËigenschaft
7î-= ni. flÂ, ã"ig"tr, du., -F"auf U glcichñrässig gleichstetig ist. - .." -S"i 

" > 0 ¡Ëfiãîlg ""rgegeben."Wir 
rvählen-eine rationaTe Zahl r e

elO, 1l die der Ungleichung

(3.5) r'lb - O(s)øl < e

genügt, wobei 0(s) dì-e gleiche Bedeutung hat wie im Beweis von Satz 3'1'

Ferner setzen *r, V -'rio' Für a77e y,"z ars tl mil y - z =V gtlt dann

(3.6) f@ -Í(') < e für a1le "f =F'
In der Tat, sind y, z Plnkte von (J mtt-y - !-= V, damr gehört der Punkt

l,:r+í-'U l'z) der Menge .x.).V-olVo ?f und cs gilt y-Ug.-f
'+ (t -'r1'r. Xú Cí";.1 ,1"i ñefinition 

"dcr rational s-l<onvexen Funktion
haben wir dann

Í(y) < r'f(yo) -f (1 - r)'f (z) für alle f = F

und somit

Í(y) - f(r) < r'f(vo) -l- t(1 - r)' - 1l/(z) <

< f lf!ò - 0(s)/(z)l <

< /'lb - 0(s) øl

fär alle f =F. Beachtet -?" (9.5): so 9.rSþt sich (3'6)' Damit ist bewiesen'

d.ass F " a:uf U gleichmässig gleichstetig ist'

2. Es sei K eine nichtleere kompakte 'Ieilmenge von M ]u;nð. e ) 0.

Auf Grund ¿"t ,,ãrî"tËãfr"ü4"" À.rtJug" besitzt jedes ø e M ei''e in M
besckrcinkt.

Als Folger
Satz über d.ie

ten Menge von
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v: OV@n)Àv)

und behaupten, d.ass für alle !, z = K mit y - z e v dielJngleichung (3.7)

gitt. r" deiTat, sindy, z Puãkte aus 1{ tni1 y - z e V, dan-n gibtes einen
i"¿"" i. e {1, ..., ini derart dass z e x¡ | V(x¡) und demnach auch

j : z + (Y - z) e x¿ + V(x¡) * V(x¡)

gi1t. F'olglich gehören y ttnd. z d'er Urngebung VLry,) ,"".- W-egçn 2:-'= .Y,
fiitt a""fr (8.7i. Damiíisb ber,viesen, dais ]e arlf K gleichmässig gleichstetig
ist. m

4. Bekanntlich nennen wir die Menge F von Ilunktionerr gl'eichstetig
,in ,inenr punl¿t x¡= M, wenn es z' jedðm e ) 0 eine Umgebung U d.es

Punktes xo gibt, io dass für alie xe M f) U die Ungleichung

V@) -Í(x,)l< e fùr alle Í=F
gi1t. Ist nun
dann ist F i
zusammen 1lr

betrefferrd di
rational s-konvexer Funktionen.

4
I
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Bezueis. 1" Die Grenzfunktion / ist offensichtlich rational s-konvex.
Weil die Menge Fo: {f*:ne N} punktweise beschränkt ist, ist die obere
Grenze sup F.o dieser Menge nach Korollar 2.3 stetig. Beachtet man nún,
dassf(x) < (sup Fo)@) für alle x e M gilt, so ergibt sich nach Salz2.1 dass

/ stctig und s-konvex ist.

2" Ês sei 1{ eine nichtleere kompakte Teilmenge von M. Wir geben
uns e > 0 beliebig vor. Weil die Menge {f,,, n e N} punktweise beschränkt
ist, ist sie nach Satz 3.3 in jedem Punkt von M gleichstetig. tr'ür jedes
x = M gibt es daher eine in M enlhaltene offene Umgebung U(x) von x,
so dass für alle y e U(x) und alle n = N die Ungleichung

(4.1) lf"(y) - Í"@)l < i
gilt. Da (Ín)n.w punktweise gegen / strebt, folgt hieraus

(4.2) IÍ@-f(x)l<i ft' alreyeU(x).

Weil K kompakt ist, gibt es endlich viele Punkte xL, ..., x* ín I{,
so dass

NçÜu@,)
t:1

gilt. Wegen der punktweisen Konvergerrz von (f,,),=w gegen/, lässt sich dann
ein Index ns = N derart angeben, dass

(4.3) V,@) - Í@n)l . ;
für alle neN,n ) Mo, und jedes i={1, ...,m} befriedigt wird. Ist nun
ø ein beliebiger Punkt ats I{, dann gibt es einen fndex ie {1, ...,îh},
so dass U(ø,) diesen Punkt errthält. Aus (4.1), (4.3) :ond. (4.2) folgt dann

lf "@) - Í@)l < lf *@) - -f ,@o)l t lf 
"@¿) - "f 

(ùl l-
Ilf@¿)-f@)l<u

für a1le n e N, n > n,o. Demnach konvergiert die tr'olge (fn)"..n atsf K
gleichmässig gegen /, B

s¡yt24.2. Es sei M eine offene Menge aon zweiter Kategorie und' (f,,)n.w
eine Folge naclt, unten hølbstetiger røtionøl s-honvexer Funkt'ionen, d'ie øuf
M erhlrirt sincl. Di,e Folge (f*),,-¡¡ h,onaergiert genau d'ønn þunhtaeise gegen
e'ine stet'ige s-konaexe Funh,tion f : M*R, rstenn es eine Te'ilmen'ge Mo uon,

M gibt, d,ie d,en folgenrlen BeLingungen genügt :

(i) Mo'ist in M,'in d,er auf M incluzierten Toþologie, d'icht,'
(il) fòir jedes x e Ms ist d.ie Folge (f"(x))î,.w konaergent;
(äi) fär jedes x e M'..M0 ist d,ie Folge (f"(x)),=w beschreinkt.
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,ll

tt

(f n)"=w
d;ie auf
unþ.tion

enthaltene ) auf der F gleichmässig gleichstetig !2t. .z.r
i"á"À u(r) ifene Nullumge.þung ((x), so.$."it { ! Y@,+"IV(x) ç'U kornpakt ist, gibt es dann endlich viele Punkte
ly ., x72 ss

K çÜ @¡ | v(x¿))
i:t

gi1t. Beachtet man nun, dass F a:uf jederlJmgebtng U(yr), i: l, "', ffit

li"i"frrrrá.uig gleichstetíg ist, so foþt-, dass es für j-edes i'.7 {1, " '' ry)
Sine Nuilurãgãb.tug Voþibt, so dass fär a1le i, zeU(x¡) rr'it y - zeV¡
die Ungleichung

(3.7) lf@ -ÍØl< e für alle f =F
gilt.

Wir setzen

sn'tz 4.1. Es sei Menge uo ie und'

eine Fol'ge nach utote røtiona'l s o11'e1t',

M erhtrÌi:t s,índ,. Kona ge (f,),=tr d'ie F
f : M * R, d'ønn gelten d''ie folgend'en Aussagen :

1" Die Grenzfunhtion f ist stetig und' s-lt'onaex.

2o D'ie Folge (f *),,=¡¡honaergiert gleickmøssig gegen f auf ieder nichtleeren

homþakten Teilmenge aon M.
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Beueís. Die Notuend.igheit ist klar.
Hinkinglichheit. Nach Satz 3.8

lÍ,,,(y)-Í,,U)l<]
fär alle natürlichen zahlen //L ) /L¡, % ) %o.wegen (4.1) folgt hierans

lÍ",(x) -.f ,,(x)l < l_f ,,,(x) - Í*(y)l _f lÍ,,(y) _ 
-f ,U)l +

Ílf"u)-f,@)l<"
fär alle natürlichen zqh\2 'n,) n¡, % ) %0. Die F'orge (T,(*)),=* ist somitkonvergent in sich und,daher konvergelt . ba x = ¡¿"¡"ìíéîig'gãwat lt war,kann man "'"" "ïìTj': {,^i;,lriï;: x e- M
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I,I1'ERATUR

urrd s-konvex. E
der Satz rron Banach-

o
O

definieren. Nach Satz 4.1 ist cliese F.unktion stetig
Zum Abschluss bernerken wir, dass aus Satz 42

Steinhaus für stetige lineare F'unktionale folgt.

I-ret X be a normed space, M a nonvoicl subset of X and x an e-
lement of X.

Tke þroblem of nearest þo'ints. I,et d'(x, M): inf{llx - yllz y eM_}
the distance from x to M, and let P*(*): {y =lW: llx - yll: d(x, M)},
the set (possibly empty) of nearest points to x in M (or the set of elements
of best approximation of x by elenents of. M). Ptft E(M): {xeX:
P*(x) * Øj a:nð, Tc(M):{xeX: card (P*(x)):1}. srnÕrrw [15] proved
that iÎ X ís a uniformly convex Banach space and M is a nonvoid closed
subset of X, tehn X\Tc(M) is of first Baire category (in particular, Tc(M)
is dense in X). srEÕKrN [15] asked if this result remains true in a locally
uniformly convex Banach space. In [7] it was shorvn that the answer
is no : there exists an equivalent locally uniformly convex norm þ on
co (namely, Day's norm, see [B]) such that (ro, þ) contains a closed bounded
symmetric convex body, such that E(M) : M (such sets are calleó' anti'-'
þroxi,minøl). Another solution (fortunately, also negative) was kindly co-
municated to the author by Professor P. I{enderov: if X is a separable
non reflexive Banach space, then, by a result of tnovaNsrcr [16] there
exists on X an equivalent locally uniformly convex norm þ. (X, þ) being
nonreflexive, by James' theorem there exists a continuous linear func-
tional x' on X which does not attain its norm on the unit ball of (X, þ).
The corresponding closed hyperplane H : 1x'¡-t(0) is antiproximinal in
(X, þ),i.e.-E(H): 11' Recently r<a-srNc rrau [13] proved that Steðkin's
result holds in reflexive locally uniforrnly convex Banach spaces.

The þrobl,ern of førthest þoi,nts. Suppose further the set M bounded
andlet h(x, M) -sup {llx -yll: yeM}.PúQ*@)- {y=M:llx-yll:
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