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On connait la méthode classique de RRYLOV pour accélérer la conver-
gence d’une série Fourier attachée 3 une fonction donnée [2], [1]. La
méthode suppose nécessairement la connaissance de la fonction enques-
tion.

Dans le présent travail on donne une méthode d’accélération de la
convergence d'une série trigonométrique — en principe quelconque —
bassée sur la transformation d’Abel:

(1) ; w0, = U, Vyy1 — Uty — ; U, v,

k
oit (u,) et (v,) sont des suites & valeurs réelles ou conplexes et U,= > .
1==0

Soit la série trigonométrique convergente:
. @ s .
(2) 59 + > (a, cos kx -+ b, sin k)
k=1
3 coefficients réels ou complexes; on s'occuppe setlement de la partie

[ve} 00
> a,cos kx, et on suivra aprésla méme voie aussi pour la partie > b, sin k.
k=1 k=1
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Srilt pose u, =cos kx et v, =a, (k=1,2 ..., n), doli, comme on le
ait .

1
E sin
. ¥ 2
2 sin —
2

1 . ]
Upy=-+ GEADE h=1,2, ... W

et on considére par définition U, = 1. La formule antérieure de U, est
valable seulement pour x # 2vn(ve Z); si x = 2un la série trigonomé-

[e9)

trique (2) dégénére en la série numerlque;lak que Uon étudie comme

"

telle. En appliquant la transformation (1) a4 la somme 2 @, cos kx on
obtient : .

"
_J1 1 s (2n 4+ Dy
g_:lakcos kx = [—2— —}——%smT Apiy — ay —

2 sin a
2
" l 1
. 2 1.4 - (2k + 1) » Aak Py s (2n + 1) x + g1 o
=1| 2 X 2 ¥ 2 2 :
2 sin — 2sin —
2
1w
) 1 . (2R 41 anig (2n + 1) »
= 2 (s — @) — Agysin == — = —— g, DL
x 7= Shnx 2
2 sin — 2 sin —
2
a 1 2 . (2
I 2l S A sin 2L DE
2 ¥ = 2
2 sin — #=1
2
A la der(rzliéiel)somme on applique de nouveau la transformation (1) avec
. X
u, = sin i et v, =A4&aq (k=12 ...,%), doll, comme on lesait,
1 1
U, = = Scos (k4 1)x (A=0,1,2 ....n)
2 sin — 2sin —
2 2

et on obtient:

n
Y Ag,sin BEXDx_( 1
=iy ¢ 2

cos (n+ 1) x| Aayy; —
X

2 sin — 2 sin .
2
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1 1 - 1 cos (& -+ 1)
0. ¥
o — cos x|Aa; — — Atgy = —
¥ x E=1 x Lo
2 sin — 2 sin — 2 sin — 2 sin —
2 2 2 2
Aa".H cos % 1 " )
— —" cos (n + 1)x + —"Aa; + ——— ) A%a cos (k + 1)x = —
x x % k=1
2 sin — 2 sin — 2 sin —
2 2 2
cos (#n + 1)« cos ¥ cos (n + D& cos x
== ——Aa”+1 —I— ——Aal + —x—‘Azﬂn - ——xAzao +
. x
2 sin — 2sin — - 2 sin — 2 sin —
2 2 2 2
n
1 cos (n Dx cos ¥
-+ E A2qy,_icos ky = — el Aa, + Aa, +
¥ E= x x
2sin—k ! 2 sin — 2 sin —
2 2 2

"
1
4 — E , A2q;,_; cos kux.
X k=1
2 sin —
2

En introduisant ce dernier résultat dans notre calcul antérieur,on obtient :

(2n + V)&
# Sin se=—r———
2
2 acos by =—"——q,,; —
k=1 . ¥
2 sin —
2
"
1 1 cos ¥ 1
— s+ )ann + Aay + —E A2g;,_qcos kx| =
X X X X =
2 sin — 2 sin — 2 sin — 2 sin —
2 2 2 2
. (2n 4+ Dx
- 2 (n 4+ )x a cos ¥
cos
L T kit LA PR, . L P
x ¥ 2 x
2 sin — 4 sin? — 4 sin? —
2 2 2

1

- A2a;_ cos kax.
4 sin? % =

1

En tenant compte du fait que la série est convergente, le passage a la
limite #—co implique a,4; —0, Aa, — 0, donc

0 00

1
3 S acosky = — 4 __ cosi—Aao— _— A2y _y cos kx.
E’;” 2 F=1

-

¥ x
4 sin? — 4 sin? —
2 2



30 ADRIAN DADU 4

00
En siuvant des calcules similaires pour ), b,sin k%, on arrive a
k=1

0

(4) D b, sin kx = b ctg = — Lk > A,y sin kx
k=1 2 2 ¥ R=1
4 sin? E—

et pour la série trigonométrique compléte on aura la transformation:

00 COS'}E‘
(5) 249 (gcos kx + bysin kx) =2 -2 BF Agy 4 ——b, —
2 =1 2 2 X X
4 sin? — 2 sin —
2 2
1 0
— > (A%ay_y cos kx + Ay sin kx).
¥ k=1

4 sin® —
2

On remarque, que la transformation (5) est une analogic de la trans-
formation d’Abel-Euler, connue pour les séries de puissances [1].

o0 0
THEOREME 1. Soit ) a, cos kx vespectivement y_, b, sin kx des séries
k=1 k=1

L 1, alovs la trans-

! . . +
— = 1 respectivement lim
aj k=0 by

k—r-00
formation (3) vespectivement (4) accélere la convergence de la série corres-
pondante.

convergentes. Si lim

Démonstration. Conformément au théoréme 3 du travail [3], si le
Alqy 4

rapport des coefficients des deux séries de cosinus converge & zéro

Ak

pour k— o0, alors la série transformée converge plus vite que la série
originelle. On écrira

Nap o= 2ap t oy Gpy 1

= = ——-2—'—- 5

g ap x 3

1

LR . ar_ . . ANap_ :
et vu la condition lim %=L — 1 on obtiendra lim —*=* = 0. Méme consi-
k=00  ap k—-00 ag

dérations pour la série de sinus. C.Q.E.D.
Ia transformation (5) peut étre itérée de la fagon suivante: on I'app-

lique & la série Y, (A2a,_; cos kx + A%,_y sin kx) et on obtient
=

k

il
=

X

Co8 —

stz AZD g

2

2 sin —
2

1 0
¥ k=1
4 sin? —
2

2

et conformément & (5) on aura

On repete la transformation (5) m-fois successivement et on arrive 4:

-+

Al 2 (@, cos kx + b, sin kx) =

2 k=1
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[e) A2
g a
" (Aa,_y cos hx A A,y sin kx) = — | —2 4 22F Asg
' 2

x
4 sin? —
2

Z (A%ay_g cos kx + A%;_q sin kx)

¥
a a cos ¥ g8 E
B2 Ay — — by |
2 2 x ¥
4 sin? — 2 sin —
2 2
x
cos —
Ala, cos ¥ 2
P + - Ala_; — —— A%, | +
8 sin? — 16 sin* — 8 sin® —
2 2 2
1 [00]
et 4 4 .
| " Z (Atay_y cos kx -+ Athy_q sin kx).
16 sint E k=1

(6) “ 4 S (ay cos B+ by sin hx) =
k=1
ry % g li {=1) A ey L% B cos & — st Ve, cos %
. 92l—1g 2(—~1) i 22’sin2‘i g2i—1 g 2—1%
2 2
+ (— 1)”‘—1——§ (A*™q, , cos kx -+ A in &
1 m Si0L R %)

ou a_l = ¢

—Q T v e

%
22 gin®m —
2

==
i
=

=a_, 1 =0¢ctb =0b = ...

=b_p=0.
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On remarque que (6) est l'analogie de litération de la transformation
d’Abel-Euler, [1].

THRORLME 2. Soit la série (2) convergente, a laquelle on applique la
transformation (6). St ! PP

A2lp—

l)ak 2 b
Him —éw_l)—]’ — 1 et lim ——— *=2¥2
koo A W pit k—o0 Az(ﬁ*l)bk—jﬂ»l
oy o« s o ol pss o
pour p=1,2, ..., m (meN), alors chaque itévation jusqu’a la m-ieme

inclusivement, accélére la comvergence.

. Dfmonstmtion. On procéde comme pour la démonstration du théo-
reme 1:

2 — .
A‘b“k~p B Az(Azu» 1)%#?) B AP 1)“k~;b+2_2A2(p_1)“k—p+1JI'AZ(P_I)”];_P
2p—1) 2(p—1) . T =
A Ch—pt1 a % _pi1 AM=lg
A a
. T2Ap—1)"R—p+2 1
=— 2t — L (p=1,2 ..., m
- A1), A2,
k—p+1 k—p+1
Az(P—l)ak—p
. ) A1),
et vu la condition lim ———*=2*% — 1, on obtiendra
b AMEN g
A% g =
im b=t 1 (p=1,2 ..., m.
h—ro0 Azu}_l)ak—pﬁ»l

On repéte la méme raisonnement pour montrer que

i I " )

1 — e —

k-r»l; AUPL=1) (7 1, 2, ..., m) CQF.D.
k—p+1

ere sin kx

donnée aussi dans [1], pour montrer que la transformation (6) avec m=2 ,
donne la méme rapidité de convergence que la méthode de Krylov, sans faive
appel & la connaissance de la fonction qui est développée en celle série tri-
go/nom'étmque, et sans btre obligé de faire les comstructions des fonctions
nécéssitées par la méthode cilée [2]. "Méme si on itére notve méthode plu-
sieurs fois, les calculs sont encore plus stmples que ceux utilisés par la mé-
thode de Krylov. |

@0
Exemple. Nous traiterons lexemple de la série >
k=1
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(=01, 2, ...), résulte:

24%5 — 360!%3 576k
Ashy_p= B by =0.
k10 — 5Re + 230 o+ 5A% 4- 76k% 4+ 10

Donc, conformément & (6) nous avons

X
cos —

\

1 @i 24k — 360k3 4 576k .
+ sin kx.

+
¥ x b=/ h0_5k8 +23k7 4 5k4 76k24- 10
8 sin® E 16 sin* —2— k= + + +

k) k .
};2 sin kxy = —
Lt B2 41

o | =

Les calculs se prétent au traitement par Pordinateur.
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