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l. Dans ce qui suit on va étudier l'existence de la solution d'une
inéquation variationnelle dans un ensemble convexe et fermé d'un espace
Banach. Pour formuler le problème (P), qui est le problème d.e base d.u
présent travail, nous stlpposons qúe sont donnés:

- trois espaces Banach, notés par X, Y et Z,

- deux opérateurs linéaires et continus L: X -n Y, tespectivement
æ: X -rZ et

- une application généralement multivoque I : Y -+ 2vt.

Soit z e Z tn élément quelconque fixé. On notera

N(z) : {u e Xl æu : z}.

r,D pnonr,ÈuE (P). Etønt d'onnés les é|,éments u0 € Z et h{ eY,'il
fa.ut trouaeru,o € N(zo) þour leqwel i/, existe wn a{ e (TL)(ut) de sorte qu'otø
ai,t

(1,1) ( L*ul - L*hl, u -- uo) >_ 0, Yu e N(zo)

L'exemþle 1. Soitl e N, 1> l, X:Wþ'l(Q),y: lL (Cl)1'+t etZ:
1

þ,1- =: W o QO), où Oc R" est un domaine borné ayant la frontière âO
suffisamment bonne pour que les théorèmes d'immersion des espaces
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ulae: w o.

Ì, u =llt;(Q) et

T à l'aide de la
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Sobolev soient valables. On

¡11: {Du, u}, u e Wþ'l(O).
relation

note Du:ly, ...,y
lc)xt Ò*n

Définissons 1'opérateur'

Ta: lao@, u), (tl(x, a), ..., a,,(x, u)j, a e lLÞ(Q)1"+r,

Q X Rn+l =on, i:0, n sont des fonctions données,pourlesquelles
Tu e lLo((L)1"*'. I"i þ * q: þq.

Soint lafi:0 et *o =W'''-irrn, une fonction donnée. Dans ce cas
on peut exprimer l'inéquation (1,1) considérée sur l'ensemble N(øo) de
la façon suivant:

(1 2) j lÐ.^-,u0, oro¡ff+ ao@, uo, Duo)(u - ,,)la* > 0, yueN(wo).

Ayant en vue que Ci"(O) c N(0), il résulte de (1.2) que la solution
uo.7 N(w¡).de cette inéquation est en même temps cel1e du problème
Dirichlet suivant:

la

-à^ø,(x, u, Du) + øo(x, w, Dr):0 dans O

2. Le résultat fondamental de ce travail sera formulé dans le théo-

rème 2.1. D'abrod on introduit que
et R(æ) représerrtent f image dc
utilisôns leJ notions d'application
tinue d.e façon finie (finitcly continu
t1]. On vá noter Par I "Y 

*2v*
les égalités:

(y*, y): lly*ll . llyll, YyeY, YYI e IY,

lly*ll : llyll, Vy eY, Vy* = IY.

Soit zo e Z tttt élément quelconqu-e- donné' I,'image de l'ensemble N(zo)

par l'o"pérateur I-¿ sera nofée avec K(zo) '

LEMME2':IsiYestunesþaceBanøclø(!.exifet,silesoþérøteursl,iné-
nirtt-it--rln1inus L et n satisiont awx cond"it'ions suiaa'ntes :

1'. Rø : R(¿) et R-@ : R(æ)'

2'. N(0) (l Ker ¿ : {0}'
alors il existe øu mo'ins wn éléwent y¡ = K(zo) et un yfi e Iy' d'e sorte

qu'on øit

(2.1) (yä,Y-!o)20, YYeK(zo)'

Dans ce qui suit notts noteronstoujours par !,g et par 1ð les éléments

q"i *ùrio"ti'inèguiliã{i.i¡. Soit nö ;Y" ùn áément quelconque donné'

rnnrNrlror.r. Oø dit que l"aþþlicøtion T:Y -*2Yo est lyô ' hil -
,orraäii-t;ll-y o un nombrà Ro )-0 de føcon qu'on ait

(2.2) (wr' - lrö, a -./o) > 0

þour ckøqwe a eY qui sat'isfait à tø cond'ition llull > Ro'

THEoRÞME 2.7. On suþþose que les cond'it'ions d'u lemtne 2'l sont sa-

t¿sfa¿])î"Sli;øþþt'¿cøt¡on i" est inonotone, bornée, continue. clc façon. fi'.nie"riiîi,"'nt j;";íá¡;;;, a.tors te þroblème (p) ad.tnet au nto,ins une solution.

3. Passons à la démonstration d.u lemme 2.'1. et du théorème 2'7'

Orr not"r" p"i ll i; h tor*-" de l'espace X, par- 1.].'ll" la norme de l'es-

õ"""-V et pär ll". llr'îo norme de 1'espacì Z. Nous définissons la fonctionne-

Îte ¡¡ . 11"," a 1'aicle de 1'éga1ité

(3.1) llxll",^: llLxll" I llnxll"' x e X'

si la condition N(0) f) Ker L: {0} est satisfaite, alors ll ' 11"," "st
une norme sur X.

rrEMMÐ 3,1. Si les oþérøteurs l'intiø'ires et continus L et r søtisfont øux

,o*Aãî|iilo et 2o A"liín*, 2.1, øl,ors ll'ì1"," est une norrne équíualente à

ll . ll" st+r l,'ensernbl,e X '
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L',exemþle 2. Soit _{ un espace Banach quelconque et y un espace
Banach pour lequel Y* est strictement convexe. Supposons que sont
données les fonctionnelles indépendantes xL..., xfue X*:. On choisit les
éléments xL, ..., %N e X de façon qu'on ait (xi , x¡ ) : 8¿,i, i, j:
: 1, N. Ir'espace Banach Z esl donné par l'égalité

t:[r: å c,x,lc¿ =R, ,: I-]

r''opérateur æ est défini par la relation -, : Ë (xî , x)ø¿. soit L: x-,y
i:t

un opérateur linéaire et continuu cluelconque el g: f0, *.o) * [0, t.o)
une fonction d.e poids donnée l3l. on note G(r) : ls(l) d,t, F(y): Gfllyll),

y cY et Ty: F'(y). Soit /øð:0. Supporon, qoT sont donnés les nom-

bres réels /!, . ., rr. On note zo : D r¡x¡, Alors 1a solution du problème

(P) est une fonction spline [2]. 
1:r
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(wi, a*) < <il - hl, ao _ u,) I (wì, uù.
fl en résulte f inégalité

(3.10) ñ !w¡, u,S < (w6, ao).

égu .8.n.
Co élément uo e I{(z¡)la I de ta suite l%)'Ëref d'un ufi = fa o',' tA

Conformément à l,inégalité (3.6) on peut écrire que

Oi,-h6*wi, !-a,) >0, vy el((zo), yyî=1,,(y),Vø 
=N.

Cependant I,n: e,,1, donc llyil/ : e,llyllu. par corrséquent on a lim yf,:: 0. En tenant conrpte 'ãe " cettË ágåiitJ,*"ir.i'";iä'ä" l,égarité (3,8)i1s'ensuit de f inégalité aitérieure que

(3.11) @t - h8, y - uo) > o, yy e I{(z).

. -Soit, z 
= 

1{lr),_ll élément .q : uo f t(z _ un),oÌr À e (0, 1). Choisissons un tel^
et considéroí, ,"rl"r'ent res élémen y ait R, > lizollo

= s,,, 10¡, "t s",iôl : {y = vl ltyll ,ln"Jì#;i i^";bornée, i1 existe une constante A(R,) telle que poff 
"frrqr" y^ = S-^, (Oion a un !i, e Ty^ fl Så(n,¡(O). Ici iì(n,r : {y* ¿:*l lly*fl < l(Rr)}.'È;vertu de la continuité finie de T, il y rL un yf = fro'¡-Srì",,iôj ;lqu'on ait yi - |.t.

Ir'application Z' étant monotone, on a

(yi - ut), yt - un) > 0, Vø = N.

et"VÀ sr'rffisamment petit. Bn passant à 1a limite par rappol.t à n on obtien_

(,f - u8, !t, - ro) > o,

9u, aqrès avoir remplacé y¡ dans cette inégalité et après |avoir simplifiéeavec À, on trouveta

(yî,-wô,u-ao)20.

D'autre part, I'inégalité (3.6) poÍr y: u0 permet d.,écrire

!i; - h[ f zai, ao - an) > 0, y:ø, e N, yufie l"n(a),

Ënfin, après un dernier passage à la limite, pour À * 0 o1 obtiendra
f inégalité

(3.12) <it- w6,a-uo)>0.
Bn guise de conclusion nous pollvons.affirmer que poúr chaque u e K(zo)
il existe :nn'y$ = Tao^1 Surn,l(0) te1 qu'on ait f inégalité (3.12). f,'ensemble

I{(z) - ao élanl convexe et fermé, et i'ensemble. Tuo ñ Sutn,l^(O] - y:
étànt convexe et faiblement compact, moyennant 1e théorème 6.5de [1]
on obtient qu'il existe un é1énent uff e Tuo|'Suto,l(O) de sorte qu'on
ait
(3.13) (uð - uö, a - 3o) > 0, Ya e K(zo).

Bnfin en s'appuyant sttr (3.11) et (3.13), en mêrne temps que stlr l'égalité

(uð - ltfr, t -uo) : (uð - wt, a -Ðo) * Qaö - h,[, a -uo),
il en résulte qu'i1 y a lieu aussi 1'éga1ité (3.8) potlr u0 e K(zo) et poul
u$ = Tuo, quel que soit u e 1{(zo) Q.E.D.

BIB]TIOGRAPIIIE

tl] F. D. B r o rv d.er, Nonlinear oþerators and ttonliu.ear equøtions of euolution in Bø¡ach
Sþaces. Proc. of Syrnp, in Pute Mathematics, Vo1. XVIII, Parl 2, 7976.

t2l I. Cior ån esct, Aþlicali'i d,e dualitate în analiza funcliottal'ø neliniava. Ed. Acad,
R.S.R., Bucureçti, 1974.

t3l C. K alilx, Interþot,ating sþtine cletnents in Banach Sþøces. Matbematica l8(/rl)r 2,

152-164 (1976).

Reçu le 7. I. 19B0


