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1. Dans ce qui suit on va étudier l'existence de la solution d’une
inéquation variationnelle dans un ensemble convexe et fermé d’un espace
Banach. Pour formuler le probléeme (P), qui est le probléme de base du
présent travail, nous supposons que sont donnés :

— trois espaces Banach, notés par X, Y et Z,

— deux opérateurs linéaires et continus L:X — Y, respectivement
n: X -7 et

— une application généralement multivoque 7 :Y — 2¥*,
Soit z « Z un élément quelconque fixé. On notera

Ni#z) = {u e X| nu = z}.

LE PROBLEME (P). Etant domnés les éléments zy e Z et by Y, il
faut trouver uy = N(z,) pour lequel il existe un v§ = (TL){(uy) de sorte qu’on
ait
(1.1) C L*v§ — L¥R§, u — ugy =0, Vu e N(z,).

L’exemple 1. Soitp e N, p> 1, X = Ws{(Q),Y = [L (Q)]** etZ =

1 .

P:l e
=W ?(8Q), ott Q= R*est un domaine borné ayant la frontiere 9Q
suffisamment bonne pour que les théorémes d’immersion des espaces
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Ou ou

-~ gy s 2,1

= ,ax},ueW (Q) et

L%:{Du,u, % Wo1(Q). sz 7 5 n . L.
relation } < (Q) éfinissons lopérateur 1" a l'aide de la

Sobolev soient valables. On note Du ={

To = {ag(x, v), ay(x, v), ..., a,(x, v)}, v e [[2(Q)]*+!,

olt a;: O X R*+1 —R, 1 =0, » sont des foncti d .
o Ty S L) et g o o ctions données, pour lesquelles
1

. * Pl
- pglc;}tnte hi =0 el‘E W, etW ’i (18Q) une fonction donnée. Dans ce cas
xprimer l'inéquation (1.1) considérée sur I’
la facon suivant: 4y sur Tepsemble Niwd) de

id Ou — 1)
(1.2) S[ZI a; (%, #,, DuO)T—I— ao(x, g, Dug)(t — ug)jdx = 0, YueN (w,).

1=

Ayant en vue que C7(Q) = N(0), il résulte de (1.2) que la solution

#y = N(w,) de cette inéquation est en mé ¢
o = Nlwo) de oo q méme temps celle du probléme

~ 9
(1.3) o 239@- a;(x%, w, Du) + ao(x, u, Du) = 0 dans Q

i=1

Wlog = W,.

L’exemple 2. Soit X un espace Banach quel
Bana/ch pour lequel Y* est sErictement cogvexceo.nqslifp;(‘)csc};sunuisggrcli
(/iqnnees les fonctionnelles indépendantes «f ,..., x5 <= X*. On c}?oisit les
éléments x;, ..., xy € X de fagon qu'on ait {xf, x> =8, 4, j=
= 1, N. L’espace Banach Z est donné par 1’égalité ™~

N
Z = [z = E;lc,-x,-]c,- eR, =T, N].
» ? rpr v 4
L’opérateur = est défini par la relation nx = E {xf, %) x;. Soit L: XY
un opérateur lindaire et continuu quelconquepelt g: [0, 400) — [0, o0)
4

une fonction de poids donnée [3]. On note G(r) = S gty dt, F(y) = G(Iy])),

’ . » 0
yeY et Ty=F(y). Soit i} =0. gupposons que sont donnés les nom-

bres ré i
s réels 74, ..., 7y. On note z, = E 1 7:%;, Alors la solution du probléme
=

(P) est une fonction spline [2].
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2. Le résultat fondamental de ce travail sera formulé dans le théo-
reme 2.1. D’abrod on introduit quelques notations ct définitions. R(L)
et R(rw) représentent l'image de l'operateur L respectivement m. Nous

utilisons les notions d’application multivoque monotone, bornée et con-
tinue de facon finie (finitely continuous) selon les définitions données dans
[1]. On va noter par I:Y — 2% I’application de dualité donnée par
les égalités:
¥, > = lIy*|| - Hyll, Yye Y, Vb e Iy,
Hy*l = Iyl Vye Y, Vy* eIy

Soit z, e Z un élément quelconque donné. L/'image de Pensemble N(z)
par 'opérateur I, sera notée avec K(zg).

LEMME 2.1 Si Y est un espace Bawnach réflexif et si les opérateurs liné-
aives et continus L et m satisfont aux conditions suivanies:

1°. R(L) = R(L) et R(n) = R(m).

2°. N(0) N Ker L = {0},
alovs il existe aw moins un élément y, = K(zo) et un y; < Iy, de sorte
qu’on ait
(2.1) sy =y 20, Vye Kz,

Dans ce qui suit nous noterons toujours par y, et par y§ les éléments
qui satisfont I'inégalité (2.1). Soit 4% < Y* un élément quelconque donné.

DEFINITION. On dit que Dapplication T :Y — 2% est T e
coercitive s'il y a un nombre Ry > 0 de facon qu on ait

(2.2) (w* — Wy, v—94> =0

pour chaque ve Y qui satisfait & la condition [[v]| > R,.

THEOREME 2.1. On suppose que les conditions du lemme 2.1 sont sa-
tisfaites. Si Uapplication T est monotone, bornée, continue de fagon finie
et [yo, he ]-coercitive, alors le probleme (P) admet aw moins une solution.

3 Passons & la démonstration du lemme 2.1 et du théoreme 2.1.
On notera par || - ||y la norme de l'espace X, pat ||:1]y la norme de I'es-
pace Y et par || - ||, la norme de 'espace 7. Nous définissons la fonctionne-
lle || - ||z & l'aide de I'égalité

(3.1) [%||zm = [|IL5lly + |Inallz, x = X

Si la condition N(0) N Ker L = {0} est satisfaite, alors || - ||~ est
une norme sur X.

LEMME 3.1. Si les opérateurs lindaires et continus L et satisfont anx
conditions 1° et 2° du lemme 2.1, alors ||-||Ln est une norme équivalente a
|| « |lx sur Vensemble X. .
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’Démonsﬁmta'm. Il s’ensuit de la lindarité et continuité de L et de =
qu'ils sont bornés. Alors nous avons

3.2) - %]l < eall2lx + col|%]lx = ¢||5]ly, V¥ e X.

Introduisons un opérateur auxiliaire 4 : X — R(L) x R(r), défini par
Ax = [Lx, nx], ¥ e X. I’hypotése 1° du lemme montre que R(L) x R(=)
est un sous-espace fermé de Y x Z. I/ opérateur 4 ainsi défini est linéaire
et continuu. I’hypothése 2° montre que A est injectif, donc il existe A1
Enfin, de R(4) = R(L) x R(r) il résulte que 41 est un opérateur borné.
Clest-a-dire qu'il y a un nombre ¢; > 0 tel que

(3:3) 147 Ly, wally < eufliLxlly + Im5ll} = cd#llin Vo< X.

Les égalités (3.2) et (3.3) font voir I'équivalence des normes || - ||y
et || + ||z QE.D. ,

Démonstration du lemme 2.1. 11 résulte de la définition de 1'ensemble
N{(z,) qu’il est convexe et fermé. Vu la linéarité de I'opérateur L, I'ensemble
K(z,) = L(N(z,)) est convexe. Le lemme 3.1 permet de constater aisément
que l'ensemble K(z,) est fermé dans V. En effet, soit {%,} une suite fon-
damentale de K(z,). Puisque y, e K(z,), il existe un x,e X tel qu’on
aura Lx, = vy, et nx, = z,. Il s’ensuit que la suite {x,} appartient a N(z,).
On a en méme temps

1%, — Zp|lew = [IL%, — Lyl = 13, — 3all,

ce qui montre que la suite {x,} est fondamentale. Soit x la limite de la
suite {x,}. I'ensemble N(z,) étant fermé, il en résulte que x = N(z,).
En tenant compte aussi de la continuité de L, nous aurons ¥, = Lx, —
—Lx =y e K(z). Cela veut dire que K(z,) est fermé dans Y.

Puisque I'ensemble K(z,) est convexe et fermé dans Y, comme l'es-
pace Y est réflexif, enfin, ayant en vue les propriétés des applications
de dualité, on peut affirmer que l'inéquation (2.1) a au moins une solu-
tion [1]. Q.E.D.

Pour simplifier I'décriture, on admettra par la suite que R(L) = ¥
et R(x) =Z.

Gréce a I'égalité (L*0f — L*h}, u — uo) = (v} — by, Lu — Lu,>, on
peuit remplacer le probléme (P) par

LT PROBLEME (P’). Etant données les éléments zy= 7 et It = Y*, 4l
Jaut trowver un vye K(z,) pour lequel il existe un vt = Tv, tel que

(3.4) U —hg, v—03> 20, VYve K(z,).

. Notre but est de démontrer que dans les conditions du théoréme 2.1
le probléme (P') a une solution. Nous utiliserons, pour cela, certains résul-
tats de F. E. Browder donnés dans [1]. Nous nous servons aussi de quel-
ques notations utilisées dans ce travail.

Soit €> 0 un nombre quelconque et I, = Ie, ol I est I'application
de dualité ci-dessus. ;

=7
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1aMME 3.2. Si y, et vy satisfont Vinéquation (2.1) et si T est une
application [y, hyl-coércitive, alors pour chague ¢ >0 on a

(35) - G — B+, v — gy >0

toutes les fois que v < K(z,) satisfatt & la condition ||v|| > R, et pour chaque
w¥* = Tv.

Démonstration. Considérons 1'égalite
(ys — W+ w0 — oy = (W — B8, v —90) + <95, ¥ — Vo)

2 yo, M]-coéreivité de Papplication T' il résulte que (w* — ko,
Efcjoi >[_y6 ngn- [lv]| > R, et w* e Tw. Ayant en Yue_auﬁs(‘;slmegél%é
(2.1)" valable pour chaque v = K(z,), on obtient 11n§gahtl§ (t.i l;SQI. .T.

ue ¢ > 0 et considérons le couple d’applicatio ent Loy
L’apﬁﬁffgz‘;nsm(‘l‘lﬁ"“‘i‘e I, est monotone. Quant & T, not';sl sup_posons-,
qu'elle satisfait aux conditions du théoréme 2.1. En reprenant le ra:somile
ment de la démonstration du théoréme 7.1 [1], et en tenant compte T;J
lemme 3.2, on peut prouver qu'il existe un v, e K (z,) et un w.e 17

tels que

(3.6) (vt — kol y —2>=0, Vye K(z), V_yé’ e Iy
et

(3.7) l[o.]] < Ro, [[@kl] < R(Ro),

ott R, est la constante qui intervient dans la conditionl (1:1e co}é;cwsté, et
k(R,) est la constante qui résulte du fait que lfl. 'T est bornée. »

I'espace Y étant réflexif, il résulte des inégalites (8.7) que les _fagn; Iel.f;
{v.}e>0 et {wt}e>o contiennent une suite {ve,}, respectn:emen} {wgh}.tqr J?ES-
faiblement convergentes. On note v, = ¥, et par @y = We,. SOt Uy,
pectivement w} les limites faibles de ces suites,

veMMe 3.83. Il y a liew Uégalité
(38) lii}'l (w; ] ‘U”) = <w; ¥ UtI)"

Démonstration. Vu que w} < Tv, et la monotonie de 7, on peut
écrire

(wt —vt, v, — 0> =0, YneN, VigeTv,
ou
(o, 9,y = Cwh, vo) + b 0, — Vo), Vn eN, Vige T,

Il s’ensuit 1'inégalité
(3.9) lim (wfh, v, = {w}, Yo)-
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D’autre part, I'inégalité (3.6) pour y = v, permet d’écrire

WG —h+ ), vy—1v,> >0, yne N, Yo e 1,,(v,),
ou

(@i, 0,5 < U3 — By, v, — 1,5 + <wl, v,).

Il en résulte I'inégalité

(3.10) lm Cwl, v,) < <w§, v,).

(3.9) et (3.10) fournissent justement I’égali
3 . ; galité (3.8) Q.E.D.
‘_(i[’.a dsmmsm’ztwn du théoréme 2.1, Conside(ronzs gig’élémen‘c vy e K(z,)
qulK aprés ce qu on a vu plus haut est la limite faible de la suitoe {v,} &
C (70). . Notre tiche est de démontrer I'existence d’un v* To, tel
quil y ait lieu I'inégalité (3.4). ' bt *7
Conformément a I'inégalité (3.6) on peut écrire que

=M+l y—0>20, Yy e K(z,), Yyt I, (y), VYn = N.

Cependant I., = ¢ I, donc Hyall = €,]ly]ly. Par conséquent on a lim y} =

= 0. En tenant compte de cette dgalité ajnsi 8) il
; ‘ nant alité, "égalité i
s'ensuit de I'inégalité antérieure que SRS, TS dside liggalité (35}

(8.11) Wi —hg, y — 0> 20, Vy e K(z,).

Soit v e K(zy) un élément ixé
| il quelconque fixé et y, = v Ao —
ot A e (Q, 1). Choisissons un tel nombre positif q11%Ay aiqc_;? (> vaﬁ)’
et considérons seulement les éléments Yi pour lesquels nous avlorTs y0 ey
: A

:SR" (O)_’ Oﬁ. Sa0) ={y = Y| lIylly = Ry}. Puisque l’application 7 est
ornde, il existe une constante k(R_Q telle que pour chaque y, < Sy (0)
verta om0 S0 Tet Sy = (3% & V¥ |ly*|) < k(R,). En
vertu de la continuité finie de T j . e N T .
qu'on ait y¥ — 3. ¢ de Lialy aun gt e Tvo() Suk, (0) tel

I application 7' étant monotone, on a
<yi — W, m—9,> =0, YI’L = N.

et Yasuffisan oti - .
s, iment petit. En passant 4 la limite par rapport An on obtien-

G —ws, vy — ) >0,

ou, aprés avoir remplacé y, da inégalité ¢ i
» dans cette inégalité et apres 1’ i ifié
avec A, on trouvera g P = o

G —wd, v—17.) > 0.
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Enfin, aprés un dernier passage & la limite, pour A — 0 on obtiendra
I'inégalité

(3.12) G —wh, v — 0> = 0.

En guise de conclusion nous pouvons affirmer que pour chaque v e K(z,)
il existe un y¢§ = Tv, () Skry(0) tel q’on ait I'inégalité (3.12). I’ensemble

K(z,) — v, étant convexe et fermé, et l'ensemble Tvy M Suzy (0) — w*
étant convexe et faiblement compact, moyennant le théoréme 6.5de [1]

on obtient quil existe un élément v§ e Twe () Skry(0) de sorte qu'on

ait

(3.13) v —ws, v — vy =0, Vo e K(z).

Enfin en s’appuyant sur (3.11) et (3.13), en méme temps que sur 1'égalité
v — %, v — ) = v —wi, v — 0oy + {wg — A, v —Vy),

il en résulte qu'il y a lieu aussi I'égalité (3.8) pour v, = K(z,) et pour
¢ = Tv,, quel que soit v e K(z,) Q.E.D.
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