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Dans ‘ce travail nous essayons, dans le cadre général de 'interpola-
tion dans les espaces abstraits, de généraliser la notion de différence divisce,
pour Vappliquer a I'étude de la théorie de la convexité.

On attachera 4 chaque opérateur d’interpolation une différence divisée
ot on utilisera les résultats obtenus a I’étude des fonctionnelles linéaires
de forme simple.

Au commencement nous allons présenter quelques définitions des
travaux [1] et [2]. Notis allons établir aussi un systéme de notations
valables au cours de tout ce travail

Considérons un espace linéaire X et un sous-espace Y de X. Soit
S un sous-espace maximal de Y et y, un élément de l'ensemble Y\X.
Considérons un opérateur linéaire U défini sur X aux valeurs en X.

pEFINITION L. L'opératenr U est dit opératenr d'interpolation par rap-
port aw sous-espace S st les conditions suivantes sont vemplies :

1) Ur €S vx e X;

2) Us=s, Vs e S.

Convenons les notations suivantes :

Q(, un ensemble d’opérateurs d’interpolation par rapport au sous-
espace Y ;

" @, 'ensemble d'opérateurs d’interpolation par rapport au sous-espace S.

On a défini sur Uensemble d’opérateurs d’interpolation la relation
dordre V < U, a l'aide des égalités Uv =VUu =V [1].
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0 I?EFINITIC’)N\ 2., Oa:; diva que la fonctionnelle linéaive F est une diffévence
%i{zsee attachée a Vopératewr U < QY si les conditions suivantes somt rem-
ies :
a) F(Ux) = F(x), V¥ e X ;
b) F(s) =0, Vs e S;

c) F(yo) = 1.

Relatif & cette définition deux question s’imposent :

1) existeJt—il. une fonctionnelle F qui vérifie les conditions a, b, ¢?

2) les conditions a, b, ¢ détérminent-elles de maniore unique une
fonctionnelle F?

Compte tenu de la réponse affirmative que nous allons donner aux
questions antérieures, la notation [U; .] par laquelle nous allons désigner
la d1[fe}‘e1lce dlwsé.e attachée a l'opérateur U, est justifiée.

Présentons maintenant le théoreme principal du travail.

. THEOREME 1. Si Uopératewr U appartient & G alors les conditions
suvantes sont vemplies :

1) il existe ume différence divisé attachée & Vopérateur U et elle est
unique,

2) il existe un opérateur Ve @, V < U tel Ux = ;
vr O ¢t que Ux = Vx4 y,[U; x]

3) quel que soit W = @, W < U, la relation d’égalité
Ux =Wx + (y? — Wyo) [U; %], est vemplie Vx < X.

Démonstration. Soit x e X. Vu que Yo £ S on peut éerire 1'égalité
Y =S @ span ,(yﬁ). On peut donc écrire Ux = s -4 ky, ou s =S et k
scalaire, la representation de Uw sous cette forme étant unique, Nous défi-
nissons un opératéur V. et une fonctionnelle F par les égalités : Vi — s;
F(x) = k. Du fait que lopérateur U est linéaire et que la représentation
dans S @ span (o) est unique il s’ensuit que l'opérateur ¥ et la fonctio-
nnelle F sont linéaires.

Les égalités:

Vi + yoF(x) = Ux = UUx = VUx + vl (Ux),
impliquent les égalités :
Vi=VUx; F(x)=F{Ux).
En observant_ que Vx < Y on obtient la relation Vi =V Ux,
Les égalités :
' Vi =VUx = VVx 4 y,F(V%),
impliquent les égalités :
Vi=VVx; F({Vx)=0.
Du fait que s = Vs Vs = S, il s’ensuit que F(s) = F vV
, = s)=0 .
Nous avons donc démontré les égalités : ) o 7s) RS
VV =V, UV =VU=V;:
F(Ux) =F(x); F(s) =0, Vx e X, Vs « S.
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On a prouvé donc l'existence d’une différence divisée F et d’un opérateur
V e @, V< U tels que I'égalité Ux = Vx + y,F(x) soit remplie Vx < X.
Supposons maintenant qu’il existe une autre différence divisée G,
attachée a lopérateur U. On peut écrire :
G(x) =G(Ux) =0 + G(y)F(x) = F(x), Vx X,
c’est a4 dire G = I'. On a démontré les deux prémiéres affirmations du

thréoréme.

Soit I'opérateur W e @, W < U. Considérons la relation Ux = Wx +
+ (o — Wyo) [U; ]+ s, ot s=Vx—Wx+ Wy, [U; x] & laquelle
on applique l'opérateur W. On obtient :

Wx =WUx =WWx + (Wyy — WWy,) [U; %]+ Ws.
Vuque WW = W et Ws = s il s’ensuit que s = 0 et donc:
Ux = Wx 4+ (yo — Wy, [U; x].

Le théoréme est complétement démontré.

Remarque. 11 existe des opérateurs qui possédent une différence divisée,
mais qui ne sont pas des opérateurs d’interpolation.

Exemple. Soit X =Y = C l'espace des nombres complexes et S =
= R Pespace des nombres réels. Soit 2 < C, z = a - ¢b. On désigne par
U Topérateur linéaire Uz = a 4 b 4 ¢b. On voit que F(z) = b définit une
différence divisée attachée & U et pourtant UU # U.

Considérons les particularisations :

X, Vespace des fonctions réeles ;

Y, l'espace des polynémes de degré #, @, ;

S, espace des polyndémes de degré # — 1, P, ;;

Uf, le polynéme de Lagrange, attaché a la fonction f sur les points
distinets xy, %, ..., %,, L(xo, %1, ..., %, f);

[(U; f1, la différence divisée [xy, %4, ..., %,; f].

Dans ces conditions les résultats du théoréme 1 deviennent :

1) si la fonctionnelle linéraire F vérifie les conditions suivantes:

a) F(L(xy, 2y, ..., %,; f)) =F(f), ¥f e« X;
b) F(P) =0, VP& Dy_1;
c) F(x*) =1,
alors F(f) = [%q, %1, -+, %,; f] ¥ e X.

2) il existe les points ¢, £, ..., £, tels que:

L(xg, «.., %5 f)(x) =Ly, ..., ¢, fix) +

+(x_~t1) (x—tu).[xo: P24 xn;f]' 4

3) quels que soient #;, #,, ..., £, points distincts des points %y, %y, ...

..., %, et quel que soit P e Pn, un polyndme dont le coefficient de x*
est 1, I'égalité suivante sera remplie:
Lixg, #1, -+ %5 F)#) = Lt tay - s 443 () + (P(8) —
— L(ty, &, oyt P)(%)[%g, %1, ..., %,; f] (Voir aussi [17]).

n

DEFINITION 3. L’élément x < X est dit du type U si quel que

soit U @, [U; x] #0. !
DEFINITION 4. L’élément x < X est dit  (Yf-comvexe st quel que soit

U e, Us & S[2].
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THRORFME 2. La condition nécessatre el suffisante pour que [ élément
% soit (U-comvexe est qu’il soit du type L.

Démonstration. Soit ¥ = X. Conformément a la condition 2 du théo-
réme 1 la relation Ux = Vx < S est équivalente a ’égalité [U; x] =0,
le théoréme étant complétement démontré.

Soit A une fonctionnelle linéaire définie sur X.

DEFINITION 5. La founctionnelle A est dite S-exacte si pour wn'imporic
quel s = S, A(s) = 0 [2].

DEFINITION O. La fonctionnelle A est dite (U-simple si elle est S-exacte
et st A(x) #0 quel que sowt x (Qf-comvexe.

THEOREME 3. Il vy a un scalaive k, tel que Vx = X et YU <= @, la
Sfonctionnelle S-exacte A vérifient I'égalité A(Ux) = k[U; x].

Démonstration. Soit x e X et U = . Conformément au théoréme 1
il existe Ve @ tel que Ux = Vx + y,[U; x]. Remarquant que Vx S
et appliquant la fonctionnelle A 4 I’égalité précédente, on obtient 1’égalité
A(Ux) = A(yq) (U ; %],

Si on désigne par k le scalaire A(y,) le théoréme est completement
démontré.

THEOREME 4. Si A est U-simple alors il existe un scalaiy k qui posséde
la propriété suivamte : quel que soit x < X il existe un opérateur U < U
tel que Uégalité A(x) = R[U; x] soit vemplie.

Démonstration. Soit x < X. I'élément z = y,A(x) — x4 (y,) n’est pas
(U-convexe parce que A (z) = 0. Conformément au théoréme 2 il existe un
opérateur Ue @ tel que [U; 2] = 0. En désignant par % le scalaire
A(y,) on obtient I'égalité de I'énoncé du théoreme.

Nous mentionnons que ce théoréme est une généralisation d'un bien
connu théoréme de la moyenne du TIBERIU POPOVICIU[3].

COROLLAIRE. St A est (U-simple alors quel que soit x = X il existe
U < @ tel que A(x) = A(Ux).

Démonstration. Soit ¥ « X. Conformément aux théoremes 3 et 4 on
obtient les égalités :

A(x) = k[U; x] = A(Ux),
ce qui ¢tait a démontrer.

Ce résultat se trouve dans le travail [2] (Théoréme 5.5.1).

Nous mentionnons que le théoréme 4 contient comme cas particulier
le théoréme de représentation des fonctionnelles lindaires définies sur un
espace de Hilbert.
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