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dans le cadre général d'e f interpola-
aliser la notion d-e différence divisée,
e de la convexité'
d'interpolation une différence divisée
à l'étud'e des fonctionnelles linéaires

présenter quelques d.éfinitions des

biir aussi un sYstème de notations

X et' un sous-espace Y de X' Soit
yo 1111 élément de 1'ensemble--Y\X'
¿¿tinl sur X aux valeurs en X'
d'it oþéva.teur d"interþolation þa'r røþ-
uiaøntes sont rem'l>l"ies :

2) TJs: s, Vs c 'S'

Convenons 1es notations suivantes :"al:';;-";;rããlrt" d,opérateurs d,interpolation paf rappoft au sous-

esoace Y;'"o^ä, iJnsembte ort au sous-espace S.

On a d.éfini Polation la relation

¿'orJi" i<u,à t1l'
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DEFrNrlroN 2. on dí,ra que lø fonctionnelle linéaire F est une ed'i'uisée øttøch,ée à I'oþératcør'U ='eL si /,es cond.¡t¿o"i luiaaotes
þlies :

a) F(Ux) : F(x), yx 
= X;

b) .F.(s) : Q, Vs e S;
c) F(yo) : l.
Relatif à cette déÍinition deux question s,imposent:
l) existe-t-il une fonctionnelle F. qui vériJie res conditions ø, b, c?2) les conditions q, b, c détérminånt-"ri"s ã" ;;Gr" -;;iq;" 

;;fonctionnelleF? 
répo sdonnerauxqu noLa1à jf* 1lons désigner

t¡rEonÈue l. .si I'oþórøteur u aþþørtient à el ølors les concl,ít,ionssuir.tantes sont remþlies ; -

^.-^,-l) .il existe une ctifféretcce d'iuisti øttacltóe à l,'oþérateur (J et elle estunxque,'
2) il existe un oþá.røteur V e (O, V { U tet que (Jx: Vx I yolU; xlYx =X;
3) quel ouc soit_-W. =_(O, W < [J, lø rclat,ion d,,égøtité(Jx : lù t 1 '(yo 

- Wyo) LU"t' *j', ,ìt )emptie yx e X.

I,es égalités:

Vx I yoF(x): (Jx: (J(Jx: V(Jx I yoF(Ux),
impliquent les égalités :

Vx : VUx; F(x) : F(Ux).
En observall gu" Vx e y on obtient la relation Vx:V(Jx.

I,es éga1ités;
Vx: VUx: VVx I yoF(Vx),

impliquent les égalités :

Vx : VVx; F(Vx) : e.
Du fait que -s 

: Zs Vs e S, il s,ensuit que F(s) : F(Vs):Q Vs e S.Nous avons donc démontré 1es égalités :

VV:V;UV:V(J_V;
F(Ux) : F(x); F(s) : 0, yx e X, Vs e S.

3 DIFFÊRENCES DIVISÊES GÉNÉRALISÉES ET FONCTIONNELLES 57

On a prouvé donc l'existence d'une différence divisée F et d'un opérateur
V e (0, V <U tels que l'égalité Ux: Vx I yoF(x) soit remplie Yx e X.

Supposons maintenant qu'il existe une autre diíférence divisée G,
attachée à l'opératear U. On peut écrire :

C(x) : G(Ux) : 0 + G(y')F(x) : F(x), Yx e X,
c'est à dire G : F. On a démontré les deux prémières affirmations du
thtéorème.

Soitl'opérateurW = Q,W { U. Considérons la relation Ux: Wx I
I(yo-Wyo) lU; xl f s, oìr s:Vx-WxlWyo lU; xl à laque1le
on applique l'opératerr W. On obtient :

Wx : WUx : WWx * (Wyo - WWyo) LU ; xl I Ws.
Vu que I4/W : W et Ws: s il s'ensuit que s : 0 et donc:

Ux : IUx I Uo - l(yo) lU ; xl.
I,e théorème est complètement démontré.
Rentai'que.11 existe des opérateurs qui possèdent une différence divisée,

mais qui ne sont pas d.es opérateurs d'interpolation.
Exernþle. Soit X:Y: C l'espace des nombres complexes et S:

: R l'espace des nombres réels. Soit z e C, z: a. I ib.Ondésignepar
U 1'opérateur linéaire Uz: ø + b + ib. On voit que F(r) : ó définit une
différence divisée attachée à U et pourtant UU + U.

Considérons les particularisations :

X, l'espace des fonctions réeles ;

Y, l'espace des polynômes de degré n, Qu',
S, l'espace des polynômes de degré n - l, Qn-ti
Uf , le polynôme de I,agrange, attaché à 1a fonction / sur les points

distincts xs, x7, . . ., frn, L(xo, xr, . , ., xn) -f) ;

lU; fl, la différence divisée fx¡, %r, ..., x,; -f ).
Dans ces conditions les résultats du théorème 1 deviennent :

1) si la fonctionnelle linéraire ,F vérifie les conditions suivantes :

a) F(L(xo, xL, ..., x,t n) : F(f), yf e X;
b) .tr(P) :0, YP e,?,-ti
c) F(x") :1,

alors F(/) : lxo, xt, ..., %nl fl VÍ e X.
2) il existe les points tr tr, ., ., l, tels que :

L(*0, ..., xn; f)(x): L(tt, ..., tn Í)(x) *
+ (x - tr) ... (x - t,,)lxo, ..., ix"; Í).

3) quels que soient tr, tr, . . ., tnpoints distincts des points fro, fr', . . .

. . ., x, el quel que soit P = Qn, un polynôme dont 1e coefficient de x'
est 1, l'égalité suivante sera remplie :

L(xo, xr, ..., %,; Í)(x): L(tt, tr, ..., t"; Í)(x) * (P(x) -
- L(tr, tr, ..., t,; P)(x))lxo, xL, ..., Kni /l (Voir aussi [1]).

DEFTNTTTON 3. L'élément x e X est dlit d.u tyþe Ql si quel, que
soit U eQl, lU; xl *0.

nÉrrxrtro¡r 4. L'éIément x e X est d,'it Ql-conuexe si quel que soit
U e An, Ux e Sl2).

2
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THDoRÈnrÞ 2. La cond,ition n,lcessaire et suffisante þour que l'élérnent
x soit Q{.-conaexe est qu'r,l so'it du tyþe Ql.

Dénoonstration. SoiL x c= X. Conformément à 1a condition 2 út théo-
rème 1la relation Ux:Vx e S est équivalente à 1'éga1ité lU; xl:Q,
1e théorème étant complètement démontré.

Soit ,4 une fonctionnelle linéaire cléfinie sur X.
DÉFrNrrroN 5. Lø fonct'ioronel'le A est d'ite S-exacte s'i þour n'imþorte

qu,el. s e S, A(s) :0 t2l.
DÉFrNrrroN 6. Lø fonctionnelle A est d.ite Ql-si,ntþle si ell,e est S-exøcte

et si, A(x) + 0 quel que so'it x Ql-conuexe.
rllEonÈrrrrt 3. Il y ø un scø|,øire h, tel que Yx e X et VU = Ql, lø

fonctionnelle S-exacte A aérifient l'égal'íté A(Ux) : hlU; xl.
Démonstrøtion. Soit x e X et U e QL. Conlormément au théorème I

il existe V = Q tel que Ux: Vx * lolU; ø1. Remarquant que Vx e S
et applicluant ia fonctionnelle A à l'égalité précédente, on obtient l'égalité
A(Ux) : A(yo)lU; xl.

Si on désigne çtar lt, le scalaire A(y) Ie théorèrne est complèternent
démontré.

rr-rEonÈu¡j 4. Si A estQl-simþle alovs'il existe un scalair h. qui þossèd,e
lø þroþri,été swiuante : quel' que so'it x e X i|' existe un oþérateur U e QtL

tel qwe l'égøl'ité A(x): hlU; xl so'it remþl'ie.
Démonstrøtí,on, Soit x e X.Ir'élément z: yoA(x) - xA(yo) n'est pas

Ql-convexe parce que ,4 (r) : 0. Conformément att théorème 2 il existe un
opérateur U e Ql tel que lU ; zl: 0. En désignant par h' le scalaire
A(yo) on obtient l'égalité de l'énoncé du théorème.

Nous rnentionnons que ce théorème est une généralisation d'un bien
connu théorèrne de 1a moyenne d-u rrBr,)Rru eorovrcru[3].

coRorrrrarRq. Si A est Ql-s'imþl'e alors quel que soit x e X il exi'ste
U e Qt tel' que A(*) : A(Ux).

Dén'tonstration, Soit x e X. Conformément attx théorèmes 3 et 4 on
obtient les égalités:

A(*) : hlU; xl: A(Ux),
ce qui était à démontrer.

Ce résultat se trottve dans le travail [2] (Théorème 5.5.1),
Nous mentionnons que 1e théorème 4 contient comme cas particulier

le théorème de représentation des fonctionnelles linéaires définies sur un
espace de Hiibert.
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DAS PRINZIP DER KONÐtrNSA.TION DER

SINGUI-.ARITATEN PRAKONVEXtrR F'UNKTIONÐN
votl

I. KOI,UMI]ÁN

(Cluj-Napoca)

Es Sei M eine konvexe Teilmenge eines reellen linearen Rauirres X.
Ðine Funktíon f : M +R heißt quãsikonvex, wenn fùr alle ø e 10, 1l
und a1le %, ! e M die Ungleichung

(1) /t(1 - ø)x I ey7 < rrrax {f (x)' f(y)}
gilt.o I' der I,iteratur (vgl. z.B. [g]) wird meistens behauptet, daß der

Begriff der quasikonvei"ã Funktion-auf pE nrNn11r_.[5_] und rnuclr4I,[6]
ilfrickgeht Ïn Wirklichkeit wúfden aber für den Fal1 X : R Funktionen

viel TrBERru PoPovrcru [8] untersucht'

:ilff P:fiff",'ï3'hï i¿ffi:5å?iåJ:'1
Das r,vird durch Satz 5 a'nsgedräckt

und ste1lt eine Verallgemeínerung d.es bekannten Satzes von Banach-Stein-
haus tiber die I{ondensation d.er Singularitäten dar,

Im folgenden bezeichnet R die Menge Il U {-l-.o} :|Jjr.Id A eine im
fntervall [0, 1] dichte Menge.

DDFTNTTToN 1 Ei,ne Funktion f : M ->ffi' heilSt þraÞ'onaex, uenn es

eine reell,e Zøtrt' c e [1, foofl gibt, so d'ø13 d'i'e Ungl,eichung

(2) /t(1 - ø)x I dyl < c max {Í(*)' f(y)}

fi.ir alte ø e 10, 1l uød ølle x, y e M gi'trt.


