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THDoRÈnrÞ 2. La cond,ition n,lcessaire et suffisante þour que l'élérnent
x soit Q{.-conaexe est qu'r,l so'it du tyþe Ql.

Dénoonstration. SoiL x c= X. Conformément à 1a condition 2 út théo-
rème 1la relation Ux:Vx e S est équivalente à 1'éga1ité lU; xl:Q,
1e théorème étant complètement démontré.

Soit ,4 une fonctionnelle linéaire cléfinie sur X.
DÉFrNrrroN 5. Lø fonct'ioronel'le A est d'ite S-exacte s'i þour n'imþorte

qu,el. s e S, A(s) :0 t2l.
DÉFrNrrroN 6. Lø fonctionnelle A est d.ite Ql-si,ntþle si ell,e est S-exøcte

et si, A(x) + 0 quel que so'it x Ql-conuexe.
rllEonÈrrrrt 3. Il y ø un scø|,øire h, tel que Yx e X et VU = Ql, lø

fonctionnelle S-exacte A aérifient l'égal'íté A(Ux) : hlU; xl.
Démonstrøtion. Soit x e X et U e QL. Conlormément au théorème I

il existe V = Q tel que Ux: Vx * lolU; ø1. Remarquant que Vx e S
et applicluant ia fonctionnelle A à l'égalité précédente, on obtient l'égalité
A(Ux) : A(yo)lU; xl.

Si on désigne çtar lt, le scalaire A(y) Ie théorèrne est complèternent
démontré.

rr-rEonÈu¡j 4. Si A estQl-simþle alovs'il existe un scalair h. qui þossèd,e
lø þroþri,été swiuante : quel' que so'it x e X i|' existe un oþérateur U e QtL

tel qwe l'égøl'ité A(x): hlU; xl so'it remþl'ie.
Démonstrøtí,on, Soit x e X.Ir'élément z: yoA(x) - xA(yo) n'est pas

Ql-convexe parce que ,4 (r) : 0. Conformément att théorème 2 il existe un
opérateur U e Ql tel que lU ; zl: 0. En désignant par h' le scalaire
A(yo) on obtient l'égalité de l'énoncé du théorème.

Nous rnentionnons que ce théorème est une généralisation d'un bien
connu théorèrne de 1a moyenne d-u rrBr,)Rru eorovrcru[3].

coRorrrrarRq. Si A est Ql-s'imþl'e alors quel que soit x e X il exi'ste
U e Qt tel' que A(*) : A(Ux).

Dén'tonstration, Soit x e X. Conformément attx théorèmes 3 et 4 on
obtient les égalités:

A(*) : hlU; xl: A(Ux),
ce qui était à démontrer.

Ce résultat se trottve dans le travail [2] (Théorème 5.5.1),
Nous mentionnons que 1e théorème 4 contient comme cas particulier

le théorème de représentation des fonctionnelles linéaires définies sur un
espace de Hiibert.
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DAS PRINZIP DER KONÐtrNSA.TION DER

SINGUI-.ARITATEN PRAKONVEXtrR F'UNKTIONÐN
votl

I. KOI,UMI]ÁN

(Cluj-Napoca)

Es Sei M eine konvexe Teilmenge eines reellen linearen Rauirres X.
Ðine Funktíon f : M +R heißt quãsikonvex, wenn fùr alle ø e 10, 1l
und a1le %, ! e M die Ungleichung

(1) /t(1 - ø)x I ey7 < rrrax {f (x)' f(y)}
gilt.o I' der I,iteratur (vgl. z.B. [g]) wird meistens behauptet, daß der

Begriff der quasikonvei"ã Funktion-auf pE nrNn11r_.[5_] und rnuclr4I,[6]
ilfrickgeht Ïn Wirklichkeit wúfden aber für den Fal1 X : R Funktionen

viel TrBERru PoPovrcru [8] untersucht'

:ilff P:fiff",'ï3'hï i¿ffi:5å?iåJ:'1
Das r,vird durch Satz 5 a'nsgedräckt

und ste1lt eine Verallgemeínerung d.es bekannten Satzes von Banach-Stein-
haus tiber die I{ondensation d.er Singularitäten dar,

Im folgenden bezeichnet R die Menge Il U {-l-.o} :|Jjr.Id A eine im
fntervall [0, 1] dichte Menge.

DDFTNTTToN 1 Ei,ne Funktion f : M ->ffi' heilSt þraÞ'onaex, uenn es

eine reell,e Zøtrt' c e [1, foofl gibt, so d'ø13 d'i'e Ungl,eichung

(2) /t(1 - ø)x I dyl < c max {Í(*)' f(y)}

fi.ir alte ø e 10, 1l uød ølle x, y e M gi'trt.
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offensichtlich ist jede quasikonvexe F'unktion, und demnach auch
jede konvexe Funktion, pr-äkonvex. Die von w. w. IIRBcKNBR [2] einge-
führten s-konvexen Funktionen sind ebenfalls präkonvex. Insbeiondére
ist, fär alle þ ) 0, die auf dem Ratun l, durch

Í(*) :L\lr,,lo für a1le x : (r,., ..., xt, ...) etp
tt:1

erklärte l'unktion / präkonvex.

DÐrrrNrTroN 2. Eine þ-wnh.t,iotc f : M -,ll loei,f3t A-þrr)h,onuex, u)enrc es
e.in,e reelle Zø/,¿.1 c e [1, fcolgi,bt, so d,a/3 di,e Ungleicltunþ (2) ffir qll.e ø e A
und,øl,l,e%,!=M gilt.

Jede rational s-konvexe F'unktlon im Sinnc von w. w, BRÐcKNBR
[2] ist -4-präkonvex, wenrr rnan A:0 n t0, 1l rvählt.

DEFTNTTToN 3. Es sci f : M -v-R eine A-þrähotouexe Í-u,nktion. D,ie
Mcnge

D0: {x e M:/(*) < fco}
loeil3t effehtiaer Defi,n'itionsbeyeick uon f.

Aus (2) folgt sofort, daß der effektive Definitionsbereich einer präkon-
vexen Funktion eine konvexe Menge ist.

DDFTNTTToN 4. Es sei f : M *R eine A-þrähonuexe Fwnhtion. E,in
Punkt x e M heilSt s,ingulør (oder Singularíiat), følls f(x) : ¡at. Die
Menge d.er s,ingwkiren Punkte uon f aird. mit S(f) be|ci,clcçtet.'

In unseren weiteren Ausführungen setzen wir voraus, daß X ein
reeller normierter linearer Raum ist und. M : X gilt. Außerdem benutzen
wir die Funktionen / und l, aie a:uf X durch

f (*) :liminÍf (y), f (*):lim:,up/(y)
ftir a1le x = X erklärt sind.

_. sATz l. Ist /-. R" *Í\ (n eN) eine þrrihonuexe Þ'unlúion, dønn gil,t
l'(x) < {æ für øll,e x =intD(f).

Beue'is.Ist øo ein innerer Punkt von D(f), dann gibt es ein Simplex
V-mit Ecken 4t, ..., xn*tars D(f), so daß no =intV gilt. Jedes x=V
läßt sich aber in der F'orm

%: (Lr%r + ... I A.r¡1X¡¡r
mit Øt 20, ..., an+t ) 0, hl ... I er+t: 1 darstellen. Durch vol1-
ständige Induktion kann man dann für a71e x = V die Ungleichung

f (x) < co max {Í(*r), ..., f(x,+r)\
beweisen, aus der i@o) < f oo folgt.
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Ist X ein unendlichdimensionaler normierter linearer Raum, dann
gibt es ein lineares tr'unktional f : X *'R, das in keinem Punkt von X
lokal nach oben beschrànkt ist. Für dieses Funktional f gilt darrn f(x):: +oo für a1le x e X. Demnach bleibt Satz 1 nicht rnehr gültig, wenn
der Raum R" durch einen unendlichdimensionalen normierten linearen
Raum ersetzt wird.

strz 2. Es se'i /:X*Iì eine A-þrrihonuexe Funh,tion. Gibt es ein
xseintD(f)rni.t i6r) < læ, dønn gili f (x) { -þco für ølle x=intD(f).

Beaeis. Es sei ø ein innerer Punkt vor' D(f). Weil ,4 in [0, 1] dicht
ist, gibt es dann etr.y = D(/) und ein ø = A, so daß x: (1 - ø)xo!øy.
O.B.A.A. kann angenommell werden, ð'aß a. dem offenen Intervall ]0, 1[
angehört.

Wir machen nun die Annahme es sei f (x): foo. Dann gibt es in
¿(/)\{ø} eine Folge (xo) mit

lilm xu: v und lim J@u): +oo.

Hieraus folgt die Ðxistenz einer natürlichen Zahl ko, so daß

Í(*) > tf(y) fär a1le l, ) ho

I. KoLUMB.A,N 2 3

gi1t.

Es sei nun
laZ¡:-);a--J'" l-a '' l-a

Dann gilt
xo: (l - ø)2, )- øy für alle É = N.

Für A ¡ Þo haben wir also

f (xo) < c rmax {f (ro), f(y)} : ,f @o)

aln. 1-¡1xS 
< Í@o). Beachtet man nun, daß

litr. zu: fr,,

so folgt hieraus f (xò : fco, was unserer Voraussetzung widerspricht.
Bemerkung. Satz2 besagt, daß eine A-ptäkonvexe Funktion

a'af iúD(f) lokal nach oben beschränkt ist, fal1s sie in einem Punkt aus
int D(f) 1okal nach oben beschränkt ist.

s¡rz 3. Es sei f : X'-+R eine A-þrcih,onaexe Fønktion. Gi'lt f (x) <
( fco fär al,le x eint D(f), d'ønn i'st f auf int D(f) þrtihonaex'

Beweis. Ztnàchst bemerken wir, daß Í(*) < cilx¡ tttt alle xeint D(f)
gilt. In der Tat, alrs xtè * x, lim xn: fr, |Lmf(xo): f (x) :nnd zo: 1-x+a

1 xo (mil a e A), folgt

f (x) < c max {f (*o), f (zo)} * cf (x)

für alle ¡I e N

I
I
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Es seien n1rÍr x, y innere Punkte von D(f) und ó eine Zahl aus dem
Intervall ]0, 1l (es wird nicht ó = A voraasgesetzt!). Wir setzen z:
: (1 - b)* + by. Ftu beliebiges e > 0_ gibt es eine abgeschlossene Kugel
B"rmilc dem l\4ittelpttnl<L x, sa daßf (u) <f (x) -f e für alle ue B. gilt. O.B.d.A.
kann angenommen wetden, daß y nicht in B, liegt. Es sei C die abges-
clrlossene konvexe Hülle der Menge n"U {y} und. B f C eine abgeschlo-
ssene l(trgel mit dem Mittelpunkt z. Bezeichnet ¿ ein beliebiges Element
aus int B, dann ist der Schnitt der durch z undy gehenden Geraden
rnit der l(ugel B" eine Strecke von positiver l,änge, Es gibt daher
ein ø e A :und ein w e B" derart, daß u : (1 - ø)u + øy. Hieraus folgt

f (r) < c r71ax {f (u) , "f (y)} 
_< 

c max {f (*) , Í (y)} +
I ce < cz max {i@), iU)\ + tu.

Weil u ein beliebiger Punkt von intB war, gilt also

f (z) < cz rîax {f (x), f (fl} t ce.

Strebt s gegen Nu11, so folgt die Behauptung des Satzes.

sntz 4. Es se'i f : X -+ R eiøe A-þrrikon'aexe Fwnlttíon und. K eine
offene h,onuexe Te'ilmenge uon D(f). Gi,lt f(x) > -co für alle xe X, ilønn
ist d.ie Funht'ion f : K -rR þrrihonaex.

Beweis. Essei fr, ! = Kund. óe]0, 1[. Wir setzen z:(l-b)*+
I by. Die F'olgen (øo) und (yo) seien aus 1( so gewählt, daß

lirn xn: y, limy,,: y, lirrrf(xu) :Í(*), limf(yu):Í(y)
gilt. Weiterhin sei (øu) eine Folge aus A die gegen å konvergiert. Setz
'rîar^r zrt: (1 - øu) xe I øoyo, so lolgt

7im zu : 7 und f (') < lim inf f (zo) '
À+æ

Wegen

dicht, dann müßte es ein lo e X

Í"fr Tiii"f äbl ä¿'å"'l"i #iifl
SaÍ.2 2 müßte i@) < fco fär a1le

dann ergibt eine Anwendung des

S(/) : a {X,,: ø e I{} in X. dich
sein, was d.er Annahme x,o e lnt L)
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Í@o) < c max {f(*u), fUu))
ergibt sich dann die Behauptung.

B e m e r ku n g. Spezialfälle der Sätze 1-4 haben F. BDRNSTETT.T und-
G. Donrscrr [1], n. rroHn [7], A. csÁ.sz,{R [3] und. E. DE.{K [4] bewie-
sen.

sarz 5. Es sei f : X - ffi. eine naclt, unten hølbstetige A-þrrihonaexe
Funktion. Gi,lt int D(f):Øoder g'ibt es ein xoeintD(f) mit f \xo): t.o,
d,øton ist S(f) d,er Durchsch,nitt abzrihlbar ai'eler olfener und. in X d'i,!ht.er Men-
gen. Ist X-ei,n Bønach-Røwm und' i,st ínt, O(Í) + Ø, d,ann giltf (x) ( fco
fär ølle x e int D(f).

Bewe'is. Für jedes n eN ist Xn : {x e X:f(x) 2 n\ eine offene
Menge und es gilt S(/) : ) {X": ø e lN}. Wir zeigen, daß die Mengen


