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HAI,BGRUPPBN VON OPDRATOREN
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(Neuss)

eit ist d'er Untersuchung des Appro-
n-oarametrieen Halbgruppen von
t. ^Gewisse Þesultate, die von

von Irösungen gewisser SYsteme von
ie sie in den Arbeiten von A' HArMo-

Itl+0

3. llT(r)ll < C.') {ür- alle t eE-l Yir setzen äie'Theorie der ein- und

mehrparametrlgcn Halbgrupp-en, wie si" 
-i" 

11l' [6] und 171 dargestellt

ist, als bekannt voraus: Jede "-pit"^àtiÇ 
rrät¡gtuppe- 1 ist d¿s

.=-=-.---------, 
n[it c 

"o1l"o 
im folgenclen stets positive r(onstanten bezeichnet werden' clie nicht

i

li

l

i
l

l

i

I

notwenclig gleich sein müssen'
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Ferner sind clie Faktoren ¿t.t, 'i, : I, 2, . . ,, %, in dem Produkt

. . . ,lii beliebig untereinander vertauschbar und für a1le f ,= D(A1 At;

,qtÐ gitt die Intergralformel

(É t.,t,,l - tl')¡:
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Bevor wir unsere Saturationssät

mit Y.
2. Saturationssätze. Unser erster Satz lautet:
sarz 1. I* r íi*r";-þ;ro*rtri,ge Hatbgruþþe und rn eine nøtü'rliche

Zøk|,, d'ønn gilt: r

a) Aus ll tT(Ð - 4* Íll : o(lll'')(lll -' 0) fotgt f = ) D(A'i') und'

A7'f :0füri::,'' "''n'
b) Aus Í = ñ' fotgt lltr(l) - Il* Íll: o(lrl"') (l'l -" 0)'

c) Aus ll [1(r) - l* ÍlL: o(lll') (lrl * 0) wnd' D(A") ' D(A;) ' i :
:1,2, .'., %, fot$ f = fr' und' f e K'*' fa'lls X refl'ex'ia ist'

Vor d.em Beweis von Satz 1 noch zwei Bemerkungen:

ren Räume bewies H' TRTEBETI

über nicht-oPtimale APProxi-
von ihm benitzte Beweisme-

eis von Satz I heranziehen'
adiuneierte HalbgruPPe von T
,t i, alnn gilt ll T*(t)f* - f*ll :

: o|tl) flrl * 0) genau d.ann, wenn ,/* = o D(Ai) íst' 
rodukten der
rieben wird,
einer Arbeit

Bewe,is uon søtzr: a) Aus lltr(,)Ïïii"lî','', '"'lî' 

Arbei-

lltT (r) - l lll :o(t'') (t-*0) fur i:1, 2, "',n; ð"h' f e¡ Ogf)

:nnd. Aif:0.
b) Gehört ¡ ,a fu, dann gibt es eine Folge- (fo) in I{^ ' für die

ilf il-,- < C silt und diein der Norm des RaumesT.gêþen/ konvergiert'

i''.t'; äí1": t":"(]i, j;,- ., t*) = El lä"ßt sich nun schreiben:

r(t) - I: rltt) - I +å("U,r"(',)) lrt¡t) - Il'

ÌvVALTER KOHNEN 2

Produkt vota neinparametrigel, untereinander kommutativen Halbgrup-
pen ?r, Tr, . . ., 1,,. Den infinitesimalen erzeugendel Qpqr.atol voy 

-T¿
bezcicúnen-rvir mit Ao ¡rnd seinen Definitionsbereich mit D(A¿). Für jed.es

n-ttpel (jr, j.r, ..., j,:,) von nicht negativen ganzen'Zahlen ist das Prod.ukt

AiAt; . . . Ali abgeschiossen, uncl D(Ai Ai' . . . At::) .bildet unter der
Giaptrennorrn ein"en Banachraum. Ist ftrr äuch nur eine Folge (iu) rnit
t¡: (tç, t2¡, , . ., tun) uncl 1im llol : 0

h+æ

- ,:,^ lT',(trn) - /y' lTr(trp) - L1i" ... LT,(t,nl - Ilint

--Õ,

Ë+æ tt'ullr'0.../;¡

d.ann gehörtf za.D(A\' ... A!,Ð und es ist Air' .. ' At:: Í: g.Ist and'ererseits

f = D(At' ... Aii) :und. Al ... A!;'f : g, so gilt für jede F'o1ge (lu) mit
tn: (tr¡ ...,tno) trnd lim llnl :0

s . lim lrit,o) - Ili'.... lr,t(trh) - Illn f 
- s.il; F,'0... ti,:i ò'

(1)

lnn

\,U a, G" 1- 4¡r l ". I 1r¡n)Ai" Ai' ... A',:: Í x
0

dt +¡¡)

Der Terminologie von H. TRIÞBEI, [14] folgend, setzen wir fùr eine belie-
bige natärliche Zahl m

K': n DØiÌAt..,A!i),
i,+ir+ , , .lin:u

wobei die y¡ nicht negative ganze Zahlen sind. Unter der Norm

llÍll.*: D Wqi¡'ql; ... Airfl
" o<i,+...*in<n

bildet 1("' einen Banachraum.

tr l, lt

llI\00 f,
ñ

I
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alle t e EI

lltr(Ð - Il*f olls c

Durch Anwendung des Polynominallehrsatzes erhalterr rvir daraus

(2) lr(Ð - I)*:
: 

,,*,"*Ð*,*:,, ¡,n|.¿;(T'(t'') - 4i'(î'(/') lr'(t') - l)* "'

'("U, t"u", lr,(t,) - t)

lltT"Q_ Il fll: O(t) (t*0), und aus d,er letzten Aussage erhalten wir

Í= D(l'!) (s. [1, S. 28]). Also haben r,vir bewiesen, ð'aß f "u ñ'o gehört.

Es sei nun insbesond.ere X reflexiv. Aus .f = Ë"' folgt, claß f a.oc]n zrtr

Vervollständigung von D(At' ... At,i) relati'u' ztt X f.ir alleø-tupel Qr,.,',
'j,) vonnicht negativen ganzen Zahlen mit itl . . . + iu : mgehört' Daraus

ergibt sich wegen der Abgeschlossenheit der Operatoren,-A¡-A:; ^ 4lt.
utä d"t Reflexivität von x mit Hilfe von satz 2.2 in [1], daß / zÍ I{
gehört, Damit ist der Beweis von Satz 1 beendet.

Wir bemerken, daß Satz lc) insbesondere dann gilt, wenn

D(Ar):D(Az) :D(4")

SÄTURATIONSSATZE FUR N.PARAMETRICE HALBGRUPPEN

ist,
Setzt fi1arl in Satz la) ebenfalls D(A

voraus und forderl zttsätzlich noch, daß
,;)
A
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' D(A¿), i: l, 2, "', tu,

,, eine beschränkte Iuverse

Wenden rvir nun Formel (1) an, so ergibt sich für h : 1, 2, . . . wd

D tirúti ... tt;'¡li¡,1!; ... Ai,::f ull <
it* ' .. iin:nt

<cltl" D wqi¡.qt ... Atifoll < cltl"'llÍollo,,<cltl'.' i^l .' .1 in:¡n

D^ (Í) im Raurn X gegenf konvergiert, folgt; wenn wir Þ gegen Unendlich
streben lassen. für alle t e Etr

lltr(4 - rl-Íll < cltl ,

also lllT(t) - Il fll: o(lrl') (l,l *0).
c) Durch vollständige fnduktion beweisen wir zunächst, daß

(3) nçqn ç D(AiìAi; ... Aii)

für beliebige ø-tupel (jr, . . ., j,,) von nicht negativen ganzer Zah\en grlt,
für die jr]_ jr+,..+ j":m ist: Für m:l ist diese Aussage wegen
D(A")=D(A¿), i:1,2, ..., ø, sichet richtig. Gelte sie nun fúr m: lt

Aus / eD(Arn+t) folgt dann nacheinander f eD(A:,A,), f e D(Air'...
... Ai"A \.Iî"

j'-l ... + j":1,ÍeD(A,Aì¡ .'. A'Ð' f eD(AtAi¡ "' Aj,ì,

i:1,2,...,n.
Also erhalten wir /e D(Ai, ... l'Ð fiír jedes n-ttpel (rr, rr, ..., rn)

von nicht negativen garrzeÍL Zahlen mit rt + ... I rn: l')- l.
Aus (3) lolgt I( : D(AÐ. Fär alle f e I{^ haben wir also ll/ll +

+ llAi:Íll < ll/ll¡ç,,. Mit dem Satz von Banach über die Beschränkt-
heit des inversen Operators folgt somit fúr a1le .T = K''

llÍllo. < c(ll/ll + llAi:ÍlD'

Aus der Tetzten Ungleichung ergibt sich: Gehö rt f zttîúll, so gehört

/ auch ,t, ñ^. Aus d.er Vorsussetzung lli?-(l) - 4*Íll : O(lll')folgt nun

besitzt, dann ergibt sich At At' ... A1i'Í:0, i'li, + ... Iin:m,
sowie

lT(t) - l*Í :0 für alle t e EI.

Denn da ,4" 1 existiert und beschränkt ist, existiert auch (r4ll')-t und
ist beschränkt. Zusammen mit (3) und dem Graphensatz ergtbl sich

d.araus, daß A¡ At, . . . Atf dem Operator A'i' tnlergeordnet ist, d.h.

daß für alle f = D(Ai) gl|t

llA": Ai, . . . At;', fll < cllAtr fll,

Damit folgt wegen Aii,'Í:0 die Aussage Ai' At; . ' ' At! Í:0. Mit (1)

und (2) folgt daraus tf (l) - Il'o f : 0 fúr alle t e EI.
F]út nt,: 1 und tn : 2 können lvir Satz 1 r'erschärfen' Insbesondere

karrn in diesen Fäl1en auf die Bediugung D(A,,) t D(A,),i:1,2, ..., tu,

verzichtet werden.

sarz 2. Ist T eine n-þørønr'etrige Halbgruþþe, d,ann g'il't :

a) Aus lltr(l) - 1lÍll :o(l¿l) (l/l *0)fotgt T'(t)f :f für attet eEI'
b) IìiLr ein f e X sind. d.ie folgend,en Acr,ssa.gen utotere'inancler äquiualent :

1. Iltr(l) - 1lÍll : oflrl) il,| * 0); z. Í= ft';3. f e Kt, føtts x re-

flexiu ist.
Beweis. a) Wie bereits gezeigt, lolgt aus lltl(r) - I)Íll : o(l¿l)

f

f = )n6r¡ lund Aof :0 für i: l, 2, ..., tu. Mit (1) und (2) ergibt
i:r

sich åãiaus f(flf : f lur alle t e EI.
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b) Wegen Satz 1 genügt es a7 zeigen, d'aß aúslllf(') - I)Íll : O(l'l)

folgtt f ="ñ'. Wir erhalten zunächst ll[f,(t) - 4Íl¡ : o(t) (t*0) für

¡- 
j- t,'2, ..., n. Bilden wir nun die Folge

dann ist fo = Kt und wir haben lur h : \, 2, "'

¡Íu¡o,< c¡l/lt * Ð ¡ulr,(r)-t]rr t) < c¡.

Da ferner s'lim/, :f gilt, gehört sornit f at Ë''
lt+æ

sntz 3. Ist T eine n-þø'røn'tetrige Hatbgrwþþe' d'ann gilt:

a) Aus lltr(l) --1.)Tll 
:-o(lFl) çlIL* 0) fotgt A,A¡f :0 für 'i' i:

- 1, . .., n so'¿!)?e lT(Ð": IIT':0 für ølle t eîf '

b)FüreinfeXs,ind'd'i'efolgend'el,rAøssøgenuntereina'nd,eräquiuølent,
1. lll"(Ð - l'Íll :o(lrl'z) (l¿l -"0) ; 2.f =Ê'; 3'Í =K2'fatt's x

reflex'iu ist.

Beueis, a) wie bereits gezeigt, folgt aus lltr(r) - I)Tl¡ : o (lll'z)

f =äDØ?)tnð' A7Í:0"i:l'2' "" n'Mít (1) ergibt sich d'araus

fürallet>0
(4) lTnb) - IIT :0 i : l' 2' " " n'

Aus lltl(l) I)'.fll : o(lll'z) folgt- ferner lltTf")T¡,ri) - IlLfll : o('cz)

(c*0) f.ur i, i 
'l,tà1, 

..".','";r: Mit- Hitf" ¿cil'leiòlit'ztt verifiziereuden

Formel

2Taþ)lTn6) - IllT¡('c) - Il:
:[T;(t)T¡(")- I]2- T¿(2'c)tf¡(')-Il'-17';(')-Il'

erhalten wir somit

(5) llrn(') lTnþ) - IllT¡(t) - I)f| : o("') (t--'0)'

Aus (4), (5) und der für a1le c 2 0 gültigen Beziehung

[î,(') - 1]tÎ¡(c) - I): -lT¡þ) - IllT¿þ) - Il'+
* 1o(r)lT'G) - IllT¡(t) - Il

schließen wir Il ttil'la"ntjåî{:)*,'t¿{l I 

;"u"(i;ì Í:üf)a"î,ï,/'= 
D(A¡A¡)

r:nð' AoA¡f :0 nacl

lT (t) - Il'-f :0 für aile t e EI '

b) Wegen Satz 1-ist nur noch' zu.zcigen' daß aus -lltT(') - Il'Íll:

: O(ltl'z) folgt: f = ñ'. Aus unsere' Vo'Juss"tztng erhalten rvir analog

*ie im 'Bewelis von a)

lltr (') - 4'Íl¡ : o(t'z) und lllTnþ) - IllT¡þ) - lÍl¡ : o(t'¿)'

Wir betrachten nun die Folge

7,,(e,, + ^,),)f dlr.'' d4,,dtl''''dtl,

Ës ist Ít, e I{2 fut h' -- 1' 2' " ' sowle

rro¡,< cfl t/il * å ll¿ [r,(+) -- {r tt +

+ .Ð ,,,ttu'[', 
(*) - ')l''(+) - 

r]rttt < c''
i'i:r'2'" ''t'

Weil darirber hinaus t 'lrt*/, :f gill' erhalten wir f e K2'

3. Beispiele" Aus aJiïi"urt 1 der Anwendungsbeispiele fúr die sätze

1, 2";"ó' T'gi"if"tt wir zwei typische heraus :

1, Mit C[-.o, oo] bezeichnen wir den Raum d'er auf E' definierten'

reellwertigen, stetigeT iäi;i"#;J¿'få'äìãri*/(ø) und-fr11/(r) existieren'

mit der Norm ll/ll : syfr,ll@)l' Auf Ct-oo'Ël sei die.folgende zweipara-

metrige HalbgtuPPe 'I definiert:

. ( '!la" h)o'
_f 

(xlt. - ø) exp l.- ì,, I - "' .Á /

f (x * t') t,:0'

Es ist T(tL, t) :7'r(tr)!z(':):-y9bti t {t-".Halbgruppe 
d'er Rechts-

translationen und T" die Gauß-Weiet;it;d Halbgruppe-iit' gekanntlich

/' existiert alf Elund/' e C l-to' oo]Ì

n
I

1

t,

f-:kçr& 
J
0

1

I
I r,(qr) T,(e,)Í d4' d'{n l<, - 1,2,
J
0

I
.l t?

1.2 tIt

1

þ

i
0

1

t

( r,(E' +'¡,)
J
0

gilt
D(A'):

sowie Atf :
e C[-oo, co];
ferner

{r

D(Ar) : D(A?) und A,f : Alf
i

l

I

,t
I
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Die Voraussetzungen von Satz I sind somit für T erfüllt. Es ist

K* : D(Ai) und also l^ : ûOn *tr 1@g'1 ist berechnet word.en :

^vO(lÐ: {f =Cl-æ, æf ; f', Í", ..., f(*-rt e C[-co, cal, f(n-r\
ist lokal absolut stetig und jr('r) wesentlich beschränkt auf Er).

Damit ergibt sich nun aus Satz 1 : a) Aus lllT(t) - Il*.f ll : o(lll'') folgt:
f ist m-mal differenzierbar auf E, und für alle x = E1 grlt f(la@) :0.

b) Fiïr ein / e C[-*, co] sind äquivalent:

lltr(r) - \* Íll: o(lrl') und ¡ = ûTfl
2. Für ein beliebiges, aber festes þ, | < þ 1æ, sei Lo(E,,) der Raum

der auf "E,, definierten, reellwertigen at þ-ten Potenz l,ebesgue-integrier-

baren Funktionen / mit der Norm llf llp : (l tt øll, ¿*)''0. Die Räume Lp(E*)
Ea

sind reflexiv. Für i:7, 2, ..., n :unð, f = Lp(E,,) setzen wir

lT¿(t)f l@) : lT;(t)f l(*,, . . ., xn) :

'Ë:# 
l""nl f@r, '.., xi-1, t't¿, %i11, ...t x*)d'ur.

Dann i.t r(;: TUr, . . ., t,) : Tr(tL)T"(tr) . , . T,,(t,,) eitte n-parametrige
Halbgruppe unJ

D(A,) : {f e L¡(8,,) ; f ist lokal absolut stetig in der Varrablen xr,

L . Lp(E,), # ist lokal absolut stetig in der Yariablen x, und

ffi = ro1o,¡¡

sorvie

A,f : ffi.
Anwendung von Satz 2 ergibt: a) Aus lltf(fl - Illllp: o(lrl) folgt

¡= )D(A;) tnð,U*r:0 fast überall ftlr i:1,2, ..., ø sowie T(t)f :f
für alle t e El. b) Für ein / e Lp(E") sind äquivalent :

llir(r) - 4Íll¡:oflrl) und Í=äDØ,).
d:l

Entsprechend. rvendet man Satz 3 an.
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