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1. Einleitung. Die vorliegende Arbeit ist der Untersuchung des Appro-
simationsverhaltens von stark stetigen n-parametrigen Halbgruppen von
Operatoren an die Identitit gewidmet. Gewisse Resultate, - die von
p. L. BUTzZER und H. BERENS [2], [1] fiir einparametrige Halbgruppen
erhalten worden sind, sollen auf n-parametrige Halbgruppen ausgedehnt
werden. Durch die Resultate fiir die einparametrigen Halbgruppen wird
das Anfangswertverhalten von Losungen gewisser abstrakter Differential-
gleichungen beschrieben. Entsprechend charakterisieren die hier erzielten
Ergebnisse das Anfangswertverhalten von Losungen gewisser Systeme von
abstrakten Differentialgleichungen, wie sie in den Arbeiten von A. HAIMO-
vict [6] und N, GRADINARU [3], [4] betrachtet werden.

Es sei B, der sn-dimensionale reclle euklidische Raum mit den Ele-

menten £, s, ... . Wir schreiben ¢ = (b, ..., t;) und setzen [f| = (# +
N T R sowie Efn={{ e E,; & >0,1=12 ..., 1t # 0, 0, ..
11, 0)). Es sei ferner (X, |||} ein Banachraum., Hine Funktion T von’

E! in die Banachalgebra der Endomorphismen von X heiBit gleichmaBig
beschrinkte #-parametrige Halbgruppe von Operatoren der Klasse Cy
(im folgenden kurz n-parametrige Halbgruppe genannt), wenn gilt:
1. T(t + s) = T(®)T(s) fitr allet, s « Ef.2.s - lim T(f)f = f fir allef «X.
1¢|—+0
3. [|T@)] < CY fur alle ¢ < E}. Wir setzen die Theorie der ein- und
mehrparametrigen Halbgruppen, wie sie in [1], [6] und [7] dargestellt
ist, als bekannt voraus: Jede n-parametrige Halbgruppe T ist das

Lt Mit C sollen im folgenden stets positive Konstanten bezeichnet werden, die nicht
notwendig gleich sein missen.
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Produkt von # einparametrigen, untereinander kommutativen Halbgrup-
pen Ty, Ty, ..., T,. Den infinitesimalen erzeugenden Operator von T
bezeichnen wir mit 4; und seinen Definitionsbereich mit D(4,). Fiir jedes1
n—jcu];_)el (41 J2» «--» Ju) von nicht negativen ganzen Zahlen ist das Produkt
ApAf ... A3 abgeschlossen, und D(A3 Af ... A™) bildet unter der
Graphennorm einen Banachraum. Ist fiir auch nur eine Folge (f) mit
8, — (tuw faps -+ oy L) und lim |f,] = O ’
k—o0

s fim [Zaln) = TP [Tolte) = 1V [Tultwn) = 1Y
B NS A4

:gl

dann gehort f zu D4} .. A’,?‘) und esist 4% ... Al f = g.Ist andererseits

feDAs . .. AN und 45 ... Af:‘f: g, so gilt fiir jede Folge (¢ it

f,— (s . by) und Hm [5] = 0 g : ge () m
k— o0

[Taftn) — I]jl coo [Tultag) — I]j”f =

s + lim

k+co gyl un £
Ferner sind die Faktoren A?, ;=12 ..., n, in dem Produkt
Aj .. A7 beliebig untercinander vertauschbar und fiir alle f « D(4] 4%

... A7) gilt die Intergralformel

W SR Doy TR 4.1 A

n

t,' th
Z\ S\ SS gm Ti(Ea 4 Entoooo + Eg)Ap AR . Al f X
(1] o 0

X E (@8n A ... dEy).

Der Terminologie von H. TRIEBEL [14] folgend, setzen wir fiir eine belie-
bige natiirliche Zahl m |

K" — m

ftdat. . Hin=m

D(A}4% ... A7),
wobei die j; nicht negative ganze Zahlen sind. Unter der Norm

Wfllm = 25 |l4%4% ... A%fl

O<fi+.. +in<m

bildet K™ einen Banachraum.

Z5—27
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Bevor wir unsere Saturationssitze formulieren konnen, bendtigen wir
noch den Begriff der relativen Vervollstindigung, dessen Bedeutung fiir
das Saturationsproblem von H. BERENS [1] erkannt wurde:

Ist (Y, ||-]ly) ein Banacharum mit ¥ < X und ||f]] < |Ifl]y fiir alle
f eV, so besteht die Vervollstandigung von Y relativ zu X aus der

Menge aller Elementef = X, diein der X-AbschlieBung irgendeiner Kugel

von Y liegen. Wir bezeichnen die Vervollstindigung von Y relativ zu X
mit Y.

9. Saturationssitze. Unser erster Satz lautet: |

sarz 1. Ist T eine n-pavametrige Halbgruppe und m eine natiirliche
Zahl, dann gilt:

a) Aus ||[T() — I fil = o(lE")(1t1 —0) folgt fe QD(A;») wnd
A;"f=0f1}ir i =12, ../ n

b) Aus f < K™ folgt ||[T() — I1" fIl = O(#l") (El — 0).

o) Aus |[[T@) — 11" fI| = O(") (|t —=0) wund D(4,) s D(4), ¢=
=1,2, ..., n fog [<K" und f e K™, falls X reflexiv 1st.

Vor dem Beweis von Satz 1 noch zwei Bemerkungen :

1. Im Rahmen der Theorie der intermediiiren Raume bewies H. TRIEBEL
[14, 8. 88], [18] einen schr allgemeinen Satz {iber nicht-optimale Approxi-
mation fiir #-parametrige Halbgruppen. Die von ihm benutzte Beweisme-
thode liaBt sich jedoch nicht zum Beweis von Satz 1 heranziehen.

0. A, IVANOVA [10] zeigte: Ist T* die adjungierte Halbgruppe von T
und A?* der adjungierte, Operator von A, dann gilt || T*@)f* — /*I| =

= O(J¢]) (|| = 0) genau dann, wenn f*< (N D(AY) ist..
f=1 E
2. Satze, in denen das Approximationsverhalten von Produkten der
Form [Ty(t) — I [Talls) — L1+ ... [T,(t,) — IJ» beschrieben wird,
findet man in Arbeiten von 0, A, IVANOVA (8], [9] und in einer Arbeit
des Autors [11]. Es ist interessant, Zusammenhinge zwischen diesen Arbei-

ten und der Arbeit [12] von A, LEONTE herzustellen. .
Beweis von Satz 1: a) Aus [[[T{¢) — 1"/l = o(|#|™) folgt

[T () = IT"fl] = o) (v —0) ftir i =1, 2,...,m; dh. feél D(AY)

und A}'f = 0.

b) Gehort f zu K", dann gibt cs eine Folge (f,) in K», fur die
I|f,llgm < C gilt und die in der Norm des Raumes X gegen f konvergiert.
Tir alle ¢ = (£, & «- - t,) e E; 1aBt sich nun schreiben :

7

T() —I=Tyt) =1+ ;(:f}l Tv(tv))[Ti(t_i) — 1],
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Durch Anwendung des Polynominallehrsatzes erhalten wir daraus

(2) [T(t) — 1" =
! | .
= T =T (Ty(n) — DA (Tot) [Tulta) — ID)
Sitfet o Hin=m J1iJat o Int
n—1 In
(T e )
Wenden wir nun Formel (1) an, so ergibt sich fir 2 =1, 2, ... und
alle te E}

NTE) — IT"foll< C 2 B ... 84kaf .. AVf <

Sit. Tin=m

< Cp™ 3, NARA% ... ARAN < CEIIfllem < ClE™.

ht.. . din=m

Da (f,) im Raum X gegen f konvergiert, folgt ; wenn wir £ gegen Unendlich
streben lassen, fiir alle ¢t < E}

N — 11711 < g™,

also |[[T() — 11" fIl = O(¥|") (It| —=0).

¢) Durch vollstdndige Induktion beweisen wir zunéchst, daB
(3) D(A™) = D(A7»A% ... A
fir beliebige n-tupel (5, ..., 7,) von nicht negativen ganzen Zahlen gilt,
fiar die 4, + 73+ ... 47, =m ist: Far m = 1 ist diese Aussage wegen
D(4,)eD(4,), i =1, 2, ..., n, sicher richtig. Gelte sie nun fiir m = 1!

Aus f e D(A'H) folgt dann nacheinander fe D(4(4 ), fe D(4} . ..

.. AinA ),
it o +d. =1, fe DAAL ... A%, fe D(A;A% ... A,
. 1=12, ..., n

Also erhalten wir fe D(A% ... Am) fir jedes m-tupel (r, 7s, ..., 7,)

von nicht negativen ganzen Zahlen mit », + ... + 7, =14 1.
Aus (3) folgt K™ = D(A7). Fiir alle fe K” haben wir also ||f]| +

+ [lA»fIl < ||fllgm. Mit dem Satz von Banach itber die Beschrinkt-
heit des inversen Operators folgt somit fiir alle f « K™

1fHxm < CUIE 4 1A FID-

Aus der letzten Ungleichung ergibt sich: Gehort f zu D(\ZZ'), so gehort
f auch zu K™, Aus der Vorsussetzung || [T(f) — I]”f]] = O(J¢|™) folgt nun
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||[T" — INf]] = O(r) (+—0), und aus der letzten Aussage erhalten wir

fe D(4 '") (s. [1, S. 28]). Also haben wir bewiesen, daB f zu K™ gehbrt.
Es sei nun insbesondere X reflexiv. Aus f « K folgt, daB f auch zur

Vervollstindigung von D(4} ... A™) relativ zu X fiir alle #-tupel (j,. ..,
4,) von nicht negativen ganzen Zahlen mit j;+ ... + j, = m gehort. Daraus

ergibt sich wegen der Abgeschlossenheit der Operatoren Ap Ap ... Al
und der Reflexivitit von X mit Hilfe von Satz 2.2 in [1], daf [ zu K”
gehort, Damit ist der Beweis von Satz 1 beendet.

Wir bemerken, daB Satz lc) insbesondere dann gilt, wenn

D(4,) = D(4,) = ... = D(4,)
ist.
Setzt man in Satz 1a) ebenfalls D(4,) < D(4,), +=1, 2, ..., #n,
vorats und fordert zusidtzlich noch, daB A, ecine beschrinkte Inverse
besitzt, dann ergibt sich A4 Ap ... AP f=0, 41 +5h+ ... +4.=m,

sowie

[T() — I"f =0 fiir alle ¢ = E/.

Denn da 4! existiert und beschrankt ist, existiert auch (4;)* und
ist beschrinkt. Zusammen mit (3) und dem Graphensatz ergibt sich

daraus, daBl A} A ... A dem Operator A} untergeordmet ist, d.h.
daB fiir alle f e D(4}) gilt

|4y A ... AR fIl < ClLAT Al

Damit folgt wegen A, f=0 die Aussage Aj Ap ... Alr f=0. Mit (1)
und (2) folgt daraus [T() — I]”f=0 fiir alle ¢ e E,.

Fiir m = 1 und m = 2 konnen wir Satz 1 verschirfen. Insbesondere
kann in diesen Fillen auf die Bedingung D(4,) € D(4,),i =1, 2, ..., #»,
verzichtet werden.

sarz 2. Ist T cine n-paramectrige Halbgruppe, dann gilt:
a) Aus ||[[T() — I1f]l = o{|t]) (lt| —0) folgt T(t)f = [ fiir alle t < E}l.
b) Fiiy ein f < X sind dic folgenden Aussagen untereinander dquivalent :

CNIT® = IIfll = O()) (1t —0); 2. fe K1; 8. f « K, falls X ve-
ﬂexw 1st.
Bewms a) Wie bereits gezeigt, folgt aus |[[[T(}) — I1fl| = of[¢])

f e ﬂD Jund A, f =0 fiari=1,2, ..., ». Mit (1) und (2) ergibt
sich daraus T( )f = f tiir alle ¢ « E;.
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b) Wegen Satz 1 genfigt es zu zeigen, dafl aus||[T(@#) — I1fll = O(l¢])
folgt: f = K. Wir erhalten zunichst [|[T(x) — I1f|l = Ofx) (v —0) fiir
i=1,2, ..., n. Bilden wir nun die Folge ‘

Hh=F Ty(&) ... Tu(E)fdE ... d& k=12, ...,

Ot |
o

dann ist f, e K* und wir haben fiir & = 1552

Vil = cui+ 2y 1|7 (3= ) =

Da ferner s - lim f, — f gilt, gehort somit / zu K.

k—c0
sarz 3. Ist T eine n-pavametrige Halbgruppe, dann gilt:

a) Aus ||[T(t) — TPfIl = o(l=)) ()| —0) folgt 4;4;f =0 fir 1, 1=
— 1, ..., n sowie [T() — I =0 fir alle t « E}¥ ’ / ‘
b) Fiir ein f < X sind die folgenden Aussagen untereinander dquivalent.
1 [[T@) — TPl = O (1t —~0)5 2. fekt; 3. fek fals X
reflexiv ist.

Beweis. a) Wie bereits gezeigt, folgt aus ||[[T() — L]l = o (|¢%)

"

fe QD(A?) und A2f=0,45=1,2, ..., n Mit (1) ergibt sich daraus
fiir allet = 0 ]
(4) [Tx) —If=0 =1, 2, ..., %
Aus [|[T(#) — IPf|| = o(lé) folgt ferner ||[Z(v)T;(s) — LJfl] = o(=°)
(t—0) fiir 4, ) = 1,2, ..., ». Mit Hilfe der leicht “zu verifizierenden
Formel

2Ty(v) [Ty(x) — I1[T5(v) — 1] =
= [T Ty) — TP — T20) [Ti(r) — I — [Tilr) — IF
erhalten wir somit
(5) I Tix) [ Tilw) — D Ts(e) — I1fll = o(=)  (—>0).
Aus (4), (5) und der fiir alle v = 0 giiltigen Beziehung
(i) —T10T3(e) — 11 == [T5le) = IUTlE) ik
+ Tyx) [Ti(x) — I1[T4(r) — 1]
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schlieBen wir || [Ti(x) — IN[T(x) — L1fll = o(s?) (v—0), wasf e D(A;4;)
und A;A;f =0 nach sich zieht. Mit (1) und (2) folgt daraus

[T () — [¥f =0 fir alle ¢ = E\.

b) Wegen Satz 1 ist nur noch zu zeigen, dafl aus @ —IPfll =
= O(|t?) folgt:.f e K> Aus unserer Voraussetzung erhalten wir analog
wie im Beweis von a)

T (7) — Il = O(=*) und [[[Ti(z) — 1][T;(x) = IIfl} = O().
Wit betrachten nun die Folge

1

&
ﬁ:wﬂ.ngn@+wanﬂu&+WV&p~&Amudm
0

Ot =)=

Hs ist f, e K2 fiir k= 1, 2, ... sowie
1

e <o+ e[ nf3) = Tl +

i R O R KR

Weil daritber hinaus s - im f, = f gilt, erhalten wir f K.

k=
3. Beispiele. Aus der Vielzahl der Anwendungsbeispiele fiir die Sitze
1, 2 und 3 greifen wir zweil typische heraus:

1. Mit C[—o0, oo] bezeichnen wir den Raum der auf E, definierten,
reellwertigen, stetigen Funktionen f, far die lim f(x) und lim f(x) existieren,
x—+ — 0

it der Norm ||f]] = sup [f(%)]. Auf C[——oo,_;oo] sei die folgende zweipara-
xel
metrige Halbgruppe T definiert :

@
1

at,

[TEFI) = [T ) = V7™ 2
Floit 1) = 0.
s ist T(ty, ta) = (£ Ta(ty), wobel T die Halbgruppe der Rechts-

transiationen und T, die GauB-Weierstra3 Halbgruppe ist. Bekanntlich
gilt

{f e C[—o0, ©]; f existiert auf E; und f' e C[—, oo}
! ferner

D(A,) = D(4%) und  Af = ALf.

g

2

¢

h

g,
I

~

(f(x—l—tl—u)exp(—f duw ty3>0" "
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Die Voraussetzungen von Satz 1 sind somit fiir T erfiillt. Es ist

—

K" = D(A") und also K" = D(4"™). Fir D(Zg’) ist berechnet worden:

2 2

DAY =\{f « C[—o0, 0]; f f' .. f? Ve Cl=00, o], [
i.st lol.<a1 z%bsolut stetig und f" wesentlich beschrankt auf E,}.
DE}mlt ergibt sich nun aus Satz 1: a) Aus [|[T(¢) — I1"f|] = o(|¢|™) folgt:
f ist m-mal differenzierbar auf E, und fir alle x e E, gilt f®(x) = 0.
b) Fiir ein f & C[—o0, 0] sind dquivalent:

I[T@) — 17"l = O(™) und " fe D(A7).

2. Fiir ein beliebiges, aber festes p, 1 << p i
e ; > r < o0, sei L,(E,) der Rau
der auf E, definierten, reellwertigen zur p-ten Potenz Lelggzsgzle-integrierﬁ

baren Funktionen f mit der Norm ||{f]|, = (5 |f(x)]? dx)wf Die Raume Ly(E,)

. . i, . En
sind reflexiv. Fiir ¢ =1, 2, ..., » und fe Ly(E,) setzen wir

(Tix) f1(x) = [Tix) f 120, -0 %)) =

o0

LD | exp(_M flx
e - 1o A, KT e, X,) AU,
—00

Dann ist T(f) = . i i
Halt?g;zppe(tzmi Ty, ..., t,)=T.(t)Ts(ts) ... T,(t,) elne n-parametrige
D(A;) = {f< L,(E,) ; f ist lokal absolut stetig in der Variablen

of b .
= « Ly(E,), a—f— ist lokal absolut stetig in der Variablen'w; 'und

0% ¥

Y

6_4': = LP(En)}
sowie

_ 9
a7 =%.
{}nwendung von Satz 2 ergibt: a) Aus ||[T'(f) — I]f||, = o(|¢]) folgt
2 .. ;
fe D D(4,) und 3—1; = 0 fast iiberall fiir ¢ =1, 2, ..., »n sowie T(f)f = f

2

tir alle t e Ef. b) Fiir ein f e Ly(E,) sind dquivalent :

[T — Ifll, = O) und fe () D(A).

t=1

ﬁntsprechend wendet man Satz 3 an.
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