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1. Dans cette note on compare I'axiomatique des espaces a convexité au sens
de V.W. Bryant et R.J. Webster [3], [4], [5] a 'axiomatique de la géometrie
(plane) d’aprés Hilbert. On constate que le systéme d’axiomes de l’espaces a
convexité est I’adaptation au cas infini dimensionnel du systeme formé des deux
premiers groupes d’axiomes: d’incidence et d’ordre. Les espaces a convexité
peuvent étre regardés comme espaces non-éuclidiens infini dimensionnés.

2. Préliminaires

Soit X un ensemble non vide et soit - : X x X — P (X), une opération
binaire multivoque définie sur X, et /: X x X — P (X), une opération inverse
de 'opération -, définie par

zfy=(z |z Cy-2).
Les opérations - et / peuvent étre définies sur P (X), si on pose

A-B= Ua-b, A/B= Ua/b, ACCX.
acA acA
beB beB

On appelle espace a convezité [3], [4], [5], le couple (X, -), pour lequel les
axiomes suivants sont vérifiés:

( )(wy)
iv) z/y=ufv=c-vxy-u
(V) zrymz-z=>y=z,ouyCx-z,0uzCzx-y,

—~
e
—-
—-
—_— o
H

ol la notation A ~ B signifie AN B # (.
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Dans un espace a convexité (X, -) un ensemble A C X s’apelle conveze, si
A-A= A, et linéaire,si A/A = A; on définit I’enveloppe conveze et l’enveloppe
linéaire de A par

[A] = Nn B, {A}= Nn_ B.
ACB=B-B ACB=B/B

L’enveloppe convexe de deux points x, y est
[z,yl =xUz-yUy,

et 'enveloppe linéaire des points z, y, x # y (la droite déterminée par =z, y)
este {z,y} =x/yUxzUz-yUyUy/z.

Les notations sont celles de [3]; le signe - est suprimé quand il n’y a pas de
confusion; les regles de calcul dans les espaces a convexité que nous employons
sont également celles de [3].

Nous présentons ci-dessous les axiomes d’incidence et d’ordre pour la géométrie
plane:

Groupe 1 (axiomes d’incidence) - constitué d’axiomes qui définissent la
relation d’incidence pour points et droites:

(I) Deux points sont situés au moins sur une droite.
(IT) Deux points distincts sont situés simultanément au plus sur une droite.
(III) Il existe au moins deux points sur une droite.
1l existe au moins trois points qui me sont pas Situ€s sur une meme
droite.

Si trois points x 2z sont situés sur une droite, nous écrivons zyz = 0; si
M M ) )
y “est entre” x et z, nous écrivons xyz ~ 0.

Groupe 2 (axiomes d’ordre) - constitué d’axiomes qui définissent la rela-
tion "est entre” (~):
(IV) Si xyz ~0, alors: 1° 2yz = 0,
Lty v#2 y#z,
30 zyx ~ 0.
(V) Si x#y, alors il existe au moins un point z, tel que zyz ~ 0.
(VI) Si zyz =0, alors une au plus des relations xyz ~ 0, yzzx ~ 0, zzy ~ 0
est valable.
On appelle segment (ouvert) d’extrémités x, z, x # z, 'ensemble de
points y pour lequel xyz ~ 0. On appelle triangle, tout systéme de
trois points x, y, z pour lesquels xyz # 0.
(VII) (PASCH) Si une droite qui ne passe pas par les sommets d’un triangle
coupe un coté du triangle (transversale), alors elle coupe encore au moins
un des deux autres.

REMARQUE. La deuxiéme exigence comprise en (III) impose & X une di-
mension > 1 perdant que (VII) assigne 2 comme dimension de X. O

Considérons une forme plus faible de I’axiome (VII) qui n’imposera plus la
dimension 2 a X :
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(VIT*) Si une droite qui ne passe pas par les sommets d’un triangle coupe au
moins deuzx des trois droites déterminées par les sommets et coupe au
moins un cété du triangle (transversale* ), alors elle coupe encore un, au
moins, des deux autres.

La liste suivante contient quelques conséquences des groupes 1 et 2* d’axiomes
(le grupe 2* est constitué par (IV), (V), (VI), (VIT*)) (pour démonstrations voir
[1):

(C1) Deux points distincts z, y déterminent une seule droite, dénoteé par

{z. y}

(C2) Deux droites distinctes ont au plus un point commun.

(C3) Si x#y, ilexisteun z tel que zzy ~ 0.

(C4) Si zyz =0,x # y, x # z, y # z, alors une seulement des relations

suivantes a lieu: zyz ~ 0, yza ~ 0, zzy ~ 0.

(C5) Si une transversale* coupe un coté d’un triangle, alors elle en coupe

encore un et seulement un.

(C6) Si z, y, z, u sont quatre, points colinéaires et xyz ~ 0, yzu ~ 0, alors

zyu ~ 0 et xzu ~ 0.
(C7) Si =z, y, z, u sont quatre points distincts, colinéaires et zyz ~ 0,
xzu ~ 0, alors xyu~0 et yzu ~ 0.

3. Soint X un ensemble organisé d’apres les axiomes (I)—(VI), (VII*); nous

définissons l'opération ” segment” par:

(1) z-y= (2] zzy ~0), x#y,

On a:

(2) z/y=(z| yrz~0), z#y,
x/x = .

Démontrons que (X, -) est un espace a convexité:

(i) découle de (C3), (V), (@), @),
(ii) découle de (T]), (2);

(iii) il sufit de démontrer que (x-y)-z C x-(y-2) ([2]); on a les cas:
a) r =y = z, cas évident,
b) x =y # z; soit u C (zy)z = xz, xzuz ~ 0 et soit v, ayant la propriété
que uvz ~ 0 (v existe a cause de (C3)); on a
zvu ~ 0
zux ~ 0,
d’ot, & cause de (C7), zvx ~0 et vur =0, done u C x(zz).
c)x#y=z; soit uC (xy)y; il existe un v tel que
yuv ~ 0
yvx ~ 0,

d’ou yuzx ~ 0, ainsi u C zy = = (yz).
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d)y#x==2; ona

(zy)z = (yz) 2 = (yx) . = = (yz) = = (y2) .

e) Supposons z, y, z distincts et xyz = 0; en appliquant (C4) on a, ou
xyz ~ 0, ou yzx ~ 0, ou zxy ~ 0; considérons le cas xyz ~ 0, alors
(xy)z Cxz Cx(yz); eneffet si u C (zy)z, il existe un v tel que: zvy ~ 0
et vuz ~0; vy ~0 et xyz ~ 0 impliquent zvz ~ 0, ou bien zwvx ~ 0, ce
qui, avec vuz ~ 0, nous fournit zux ~ 0, done u C xz. Si u C xz alors une
des relations suivantes xuy ~ 0, yuz ~ 0, u =1y a lieu. Si la premiere a lieu,
soit v tel que zwvy ~ 0; a cause de xyz ~ 0 nous avons zyv ~ 0, ce qui,
avec zuy ~ 0, implique zuv ~ 0, done u C z(yz).

Si la deuxieme relation a lieu, de zyz ~ 0 et yuz ~ 0 il résulte xyu ~ 0,
ce qui avec yuv ~ 0, ou wvz ~ 0, nous donne zuv ~ 0 ((C6)).

Si, en fin, u =y, soit yvz ~ 0; alors a cause de zyz ~ 0, ona zyv ~ 0,
donc u C z(yz). Lescas yzx ~0 et zxy~ 0 se traitent de la méme fagon.

f) supposons z, y, z distincts et zyz # 0; soient u C (zy)z et v, tels que
vuz ~0 et xvy ~0; on a zvy # 0, parce que dans le cas contraire, v serait
situé simultanément sur les droites {y,z} et {x,y}, ce qui est exclu par (C2)
et par le fait que v # y. La droite {x,u} est une transversale* du triangle
yzv et alors il existe un w C yz, tel que, ywz ~ 0 (& cause de (C5)), donc
zuw ~ 0, car la transversale* {z,v} dans le triangle zyw coupe zw en wu.

(iv) Considérons les cas:

a) r =y, u=v; la conclusion est immédiate.

b) x =y, u#wv; x=ux/x Cu/v implique zuv ~ 0;

Soit z tel que zzu ~ 0; alors zzv ~ 0 et par conséquent, xv ~ ru = Yu.

c)x #y=u#wv, de z/y~ y/v il résulte qu’il existe un wu, avec les
proprietés uzxy ~0 et uyv ~ 0, donc zyv ~ 0, c’est-a-dire xv ~ yy =y.

d) z #y=v#u; ilexiste un z, tel que zzxy ~0, zuy ~ 0, dou zuy = 0;
si zuy ~ 0, ou yzru ~ 0, alors av = xzy =~ yu; le cas wuyxr ~ 0 n’este
pas possible, parce que avec zzxy ~ 0, il implique zyu ~ 0, ce qui contredit
zuy ~ 0.

e)y#x=u#v; x/y~ax/v entraine quil existe un u tel que uzry ~ 0,
urv ~ 0, dou xyv = 0; si zyv ~ 0, ou yvr ~ 0, alors zv =~ zy; le cas
vy ~ 0 n’est pas possible.

f) Supposons =z, y, u, v, distincts et colinéaires; de I’ensemble des cas de
situation ordonnée de nos quatre points, il faut exclure les cas: xyvu ~ 0,
zvyu ~ 0, vryu ~ 0, zvuy ~ 0, vruy ~ 0, pour lesquels z/y ~ u/v
(xyuv ~ 0 signifie: xyu ~0 et yuv ~ 0). Restent les cas xyuv ~ 0, zuyv ~
0, zuvy ~ 0, wxyv ~ 0, uwxvy ~ 0, wvxy ~ 0, vuxry ~ 0, dans lesquels
v~ yu a lieu.

g) Supposons x, y, u, v distincts, noncolinéaires, xyu =0, ou xyv =0:
de z/y =~ u/v il résulte qu’il existe un w, tel que wzxy ~ 0, wuv ~ 0; si
zyu = 0, alors, a cause de wzxy ~ 0, il résulte que =z, y, u, w sont colinéaires
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et tenant compte que wuv ~ 0, on obtient que les points z, y, u, v sont
colinéaires, ce qui est exclu; de la méme facon, xyv =0 ne peut pas avoir lieu.

h) Supposons z, y, u, v distincts et quelsque soient trois de ces points, ils
sont noncolinéaires; soit z, tel que zzy ~ 0, zuv ~ 0; z,y,u détérminent un
triangle et la droite {x,v} est une transversale* qui coupe zy en z et ne
coupe pas zu; de (Ch) il résulte qu’il existe un w sur la droite {z,v} et
avec la propriété wwy ~ 0; soit le triangle zzv et la transversale® {y,u}; on
obtient que zwv ~ 0 et par conséquent, zv ~ yu.

Les autres cas s’obtiennent des cas antérieurs par symétrie.

(v) Supposons z, y, z distincts; xy ~ xz implique qu'il existe un wu tel
que zuy ~0 et xuz ~ 0, donc =x,y,z,u sont colinéaires; on a, ou zyz ~ 0,
c’est-a-dire y C xz, ou yzax ~ 0, c’est-a-dire z C zy, ou zzy ~ 0, cas
imposible, car avec zuz ~ 0, il implique uxzy ~ 0 qui contredit zuy ~ 0. Au
cas au quel z, y, z ne sont pat tous distincts, la conclusion est immédiate.

Soit maintenant (X, -), un espace a convexité; demontrons que si dim X >
1, alors X vérifie les axiomes (I)—(VI), (VII*).

(I), (II) et la premiere affirmation de (IIT) sont évidamment vérifiés, si dim X >
1; si dim X > 1, alors (III) intégralement vérifié.

Nous définissons la relation ” est entre” par:

(3) xyz~0&c#2z et yCx-z.
Si x,y,z sout trois points distincts, nous définissons:
(4) zyz =0& zyz ~0, ou yzx ~0, ou zxy~0.

(IV), (V), (VI) sont vérifiés pour les relations ”~” et =" définies par et
#)-

(VII*) Considérons z,y,z trois points distincts, noncolinéaires; on a

(5) {z,y, 2} = {z, 9}, 2} = {z, v} U{z,y}/2 U 2{z,y}/{z, y}

(Pordre d’application des opérations - et / est: -, /)
En effet, la premiere égalité résulte de(x,y, z) C ({z,y},2) C {z,y,z}.
Pour la deuxieme égalité de nous remarquerons que

(. y},2) C{z,yy U{z, gtz U z{z,y/{z y} € {{z,y}, 2}, et

{z,y}/z{z,y} C{z,y}/z; a cause du théoreme 93] en déduit que ’ensemble du
deuxieme membre de est linéaire.

Soit  {wu,v}, (u#wv) une transversale® du triangle xyz qui coupe =z -
y en wu; {u,v} étant une transversale® il résulte que v C {z,y,z}; nous
pouvons supposer que v C {z,y}/z; en effet, v & {x,y}, parce que u C
{z,y}, et si v C z{z,y}/{z,y}, alors on peut prendre & sa place v C u/v

C Az, yy/ (A gy Hz,yh) CH{x, /2
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Donc {z,y} ~ v-z (dansun point a); a # u, car au cas contraire z C {u,v};
mais {z,y} =u/zUu/yUu.
En effet, du fait que w C x -y, il résulte:

(6) u/y Cu/(u/x) Cu-z/u=xUu-xUz/u,

(7) z/u C (u/y) /u=u/y-u=uly,
zeuC (u/y)-uCuly,
x Cufy,

ol, pour déduire @ et @, nous avons fait appel aux théoremes 3, 9 [3].
Ainsi, x/uUz-uUz =u/y, et par conséquent

{z,y} =u/zUuUz/ulz-uUz=u/xUu/yUu.

Si a Cu/zx, alors u C a-z etdufait que a Cv-z et (v-z)-zCuv-(z-2),
il résulte qu'il existe un v’ C z-x tel que v Cv-u/, dou o C {u,v}Nz-x.
Le cas a C u/y se traite de maniere analogue.

Nous avons, donc, démontré le théoreme suivant:

THEOREME. 1° Le couple (X, -), constitué d’un ensemble X structuré a
laide des axiomes (I) -(VI), (VII*) et de l'opération -, définie par , est un
espace G converité .

20 Un espace a convexité, (X, +) de la dimension > 1 vérifie les aziomes
(I) - (VI), (VII*), la relation "est entre” étant celle définie par ().
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