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l. Dans cette note on compare l'axiomatique des espaces à convexité
au se11s de v.r,v. BRrraNT et n.¡. wEBS'rER f3], I1.1, t5l à l'axiomatique
de la géométrie (plane) d'après HrrrnpR'f. On constate çlue le systèrne
d'a-'<iomes de l'cspace à conr.exité est 1'adarptation au cas infini dimensionnel
du système for-rné des deux prerniers grorll)es d'axiornes : d'incideuce et
d'o¡clre. I,cs espaces à convexité peuvent êt¡e regardés comlne espaces

2. Prélirninaires
Soit X un cnsemble non vide et soit . : X x X -- (D(X), une opération

binaire rrrultivoque délinie sur X, el l:X X X - (p(X), :nne opération
inr¡cr:se de l'opération ., définie par

xfy:(rl*C),.2).
I,es opérations . et / peuvent être définics su Q(X), si on pose

tI. B : Uq. b, AIB : Uølb, A, B CX.
, i:i, i,21,

Otr appelle csþacc à conuexitó l3l, l4l, [5], le couple (X, .), pour lecluel
lcs ¿riomes sui'rrants sont r.érifiés:

(i)
(ii)

x.,y+Ø+xl),
X.X:X,:XlX
x. (y. z) : (x, y) .2
xlyxula+x.7)xy.u

iii)
iv)
t) x ),x x. z +y :z, ot7 y Cx.z, oLr z Cx.y,

orì la notatior A: B signifie A f) B + Ø
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(\,rII*) Si une d:roite c1u,i ne þøsse þøs þør les sonomets d'un tn,øngLe cou?e
au m,oins deux d,es trois droites déterm.in'ées þar les somrnets et couþe a'w nt'oins
un côté du trian'gle (transversale*), ølors elle couþe e'ncole Ltn, au moins,
des deux øutres.

I,a liste suivante contient quelques conséquences des groupes 7 et 2*
d'axiomes (le groupe 2* est constitué par (IV), (V), (VI), (VII*)) (pour
démonstrations voir [1]) :

(Cl) Deux þoi.nts d.istincts x, y déterminent une seule droite, d,énoteó þør {x, y}.
(C2) Deu,x droites distinctes ont øu þlus un þoint commun.
(C3) Si t; * l,il cxiste utt, z tel que xzy -,0.
(Ca) S; xyz :0, x * y, x + z, y + z, ølors utoe,seulem,ent des relations

suiaantes ø licu : xyz - 0, yzx - 0, zxy - 0.
(C5)S, unc ttansuersale* cotr,l>e u'n côtó d'un triøngle, nlors elle e'n couþe encore

un ct sculent,ent t.t'n.

(C6) ,Si x, !, z, u sont qu'øtrc þoirots coli'néa'ires et xyz: - 0, yztt, - 0, alors
xyu-0 et xzu-0.

(C7) S; %, !, z, u sont qot'atre þoirots d'istincts, colinóøires (tt :vyz- 0, xztr, - 0,
ølors xttu - 0 et ),zu - 0.

3. Soit X'un ensemble organisé d'apr'ès 1es axiorncs (I)-(VI), (VII*) ;
nous déTinissons 1'opération,,segtneu't" 1>ar'.

(1) x-y:(zlx4t-0), x*j,
X.X:x.

On a:

(2) xly:@lyxz-o), x#)',
xlx : x.

I)émontrons que (X, .) est t1r espace ¿ì convexité:
(i) découle de (C3), (V), (1), (2),
(ii) découle de (1), (2) ;

(iii) il sufit de dérnontrer que (ø.y).zcx.(y.4 (L2l; on a ies
cas: a) x : ! : z, cas értident,

b) x: y + z; sott t't, Ç(xy)z : )í2, iuz - 0 et soit u, a)/arlt la pro-
priété qL..e l,tuz - 0 (z existe à cause de (C3)) ; on a

zuu-0
zux - 0,

d'oìr, à cause de (C7), zux - 0 et autí:0, donc uÇ x (xz).
c) x + J : z; sort u C @1,)y; il existe un u tcl que

yua -0
YU^, - 0,

d'oìr yux - 0, ainsi u C x,-)t - x(),2).

Dz

, Ðans.ün.espace à convexitg 6, .). .g" ensemble A C X s,appelle
conaexe, si ,4 . 

^ 
: 4, et. linéøir.e" gi AIA : A; on défi;t f i"üñj1t,

cona(xc et I'enucloþþc litrt<airc dè A pir
LAI: N B,

ÀcIi:tlcB {A}: N B
Ac ß:BlB

Ir'enveloppe convexe de deux points x, y est

lx, l,):xUx.yU),
et l'en'eloppe linéaire des points x, j., x. # 2 Qa d¡oite déterminée parx, y) este {r, l,} : xly U iU x. y ú y ¿1í¡x.'

Les notations so't celles. de [3] ; 1e signe . est s'pprimé cluancl i1n'y a pas de confusion; les règles de carcul'âans les 
"rpä"", à conrrexitéque 11ous emplo¡'e¡5 sont égalenreut celles de [3].

, \ou.s pr(sentons ci-desso,us les axiomes d.'incidence et d,ord.re po¡r lagéométrie planc :

.G. 
r o q p.e 1-.(axio'ies d'incidence)-corstitué d'axiomes qúi dérini-

ssent la rel¿rtion d'incidencc pour points et droites :

(I) Deux þoints sont situés au ntoins surune clyoite.

, (II) Deux þoi,rots distincts sont situós sitnultønéntent au þlus sur otne
d,roitc.

(IJI) Il existe nu ntoins deux þoints sur une d.roite.
Il ex'iste qot n'toins trois þoints qui ne sont þøs situés stø, utoe même

d.roitc.

. pi trois poirts x, y, z sont situés sllr rll1e droite, nous écrivons xyz: 0;
si y "est.entre" x ét z, nous écrivorts xlz - O.

. I r. o 11.1) c 2 (axiolics d'orclrc) - coustitrré cl'axiornes tlui dófinisscrrtla rclation "cst crrtrc" (-) :

(IV) Si x))z :0, alors : lo xyz :0,
2ox*y,x+z,y*2,
30 zyx - 0.

(V) Si x * !,a1ors i1 existe au rnoi's un point e, tel que xyz - 0.
(V^I) Si ryz: - 0, alors Llne ar1 plus des relations xyz - 0, yzx _ 0,

zx,y - 0 est valable.

. orr appelle, scgrnent (ou'ert) d'cxtrétnités x, z, x t' z, r'enseLnbre clepornts J, pour lequel_ x)tz - 0. On appelle triangl.e, tout s¡,5fþpe de troispoir.ts x, ), z pour lesquels x1,z I [.-
(\zII) (nescu) Si w¿c .dyoilc qui. ttc f.assc þtrs þar lcs soututcls d'un

tlLa.nglc cortþc u,rt côté dot tr'iangle (transrreriale), àtors^ elle couþc eracore axt.
moin.s un, d.cs deotx, au.trcs.

di (iliï'ïåü?,iJn;t'""";î.J".11*ïiåî å 1"""
p1 

plus faible de l'axiome (VII) clui n'imposcra
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d) ;v * tY : z; o1r ¿r.

(x.1')z : (l*), : (_yx)tç : x(t,x) : x¡ttr¡.

e) Supposolls r, l', z distincts et xyr: .: 0; cn appliclnant (C4) on a,
ou .i'J.? - 0,- or1 ,\rzx - 0, ou. zx,\, - 0; consiclérons lc cas .lv \1,2 - 0, alors (*9, C
C .v:j C r(),2); en cffet st u Ç (xt)2, il existe un zr tcl c1r1e: ru-v':'O èi
a'Ltz - 0.; xut, - 0 et x-\tz-) impliquent xrz-}, orr bicr-r z.rtx.-}, cc i1ui, ar.ec
u,Ltz - 0, nous lournit z,¿.t,:v - 0, clouc xt, C xz. Si ø q :ç¡: a.lors une ilcs rela_
tious snivantes xøL)t .:' 0, t,,u,z - 0, u.:,v a lieu. Si 1a premiòrc a iieu,
soit u te1 que .zay,:O; à causc lc x1,z - 0 rrous avolrs ,r,)n - 0, cc qui,
aYcc xu.\t - 0, implicltle 

^;r,La 
- 0, donc r,t, Çx(yz).

Si ia cleuxièrne relation a licu, d - 0 il résultc 5-\)y - 0,
cc qni a\rec-\t1.c1) - 0, oìr tØz - 0, no 0 ((CG)).

Si, en fin, u: J/, soit :yaz --0 t\tz - 0, on a 1y,_1t1t - Q,
dotrc ¿¿ C xb,z).I,es cas ,\tzx - 0 cL crit c1c la .rôntc'Iaço..

f) snpposons x, _\), z clistincts et xyz I 0; soicnt u Ç (xt,)z "¡ ¿,, tcis
qr:e u¿íz - 0 et xa\' - 0; on a za)t + 0, pnÍcc c¡uc clarrs lc c¿rs contraire, u
serait sitné sirnultanértieut srrr lcs clroitcs l_r', :] ct lr, -v],ce clui cst exclu
par (C2) et par le l¿rit que ?/ * ),. I,rr, droitc {.v, tr,,\ r.st rrnc tLausvers¿r1e*
dn triangle yza et alors il existe ttn w Cr':¿, tcl qrlc _y?e'.r - 0 (à carrse <1c

(C5)), donc xuu¿y - 0, car la transvct'salc'¡' [.2,zr] clans le trianglc r,v?o coupe
x|u c1J 'il.

(ir') Considérous 1cs cas :

a) r: -\', u,: u; la conclnsion cst imrnédiatc.
ìr) :v : -\t, x, + r); x : :r'f :i ç u,fa itnltlic¡ttc xtnt - 0.
Soit ;z tcl c¡re rì:u - 0.; alors xzlt - O et par couséqucrrt , xu x i,Lt .:

..néaires et tenant comltte qLte wxtv - 0, on obticut c¡rre les points !, !, 'u, 1')

sc¡rt colinéaires, ce cjrri est exciu; dc ia niêrne [açou, N-\rù - 0 ne pcut
pr.s arroir lieu.

1r) Srrlrltosor'ts x., \t, ø, z distincts et cluclscluc soicrlt,trois cle ces. poiutS,

ils soút nórr^colir-róairci; soit ¡-:, tcl quc :rr \, ,! 0, ':ur' - 0. :2, r,, z¡ clétérrni-
ncrrt un trianglc et ia droitc {x, u} est unc trausvclsale* c1t1i collpe z-l'et
x ct ne collpe pas zu; c1e (C5) il résulte c1u'il .existe t1n tc stlr1a clroite {ø,.u}
,et ar.cc la- prtPriót é tr,ra-\' - 0 ; soit le trianglc .vzu et la tr-ansvelsale*

iy, ,,,); orr olrtienl c¡ttc xzatt - I "t- 
par cotr.séc1tcttt, xu x \ttt'.

I,cs ¿iutrcs cas s'olttierurent des cas antérieufs Paf s1'rlrétric.

(r.) Supposolrs 11, -t', ¿: distincts , rt' I ;t,z inrplicluc. c¡r'il cxistc ttrr z
tc1 cltró ,r1i - 0 ct :riu: - 0, c1c¡nc x, _\), z, ¿r, sont colirréaires , oll a, ot1

*1,, 
-- 

0, c'óst-à-clirc \r C xz, orr 
.-)tÌ:.:v -,0 ,c'cst-à-di-re z.ç jl-v' 

9J1 zx-r - 0,

cás irnposible, car ^tô.ict, - 0, ii impliqLrc u.t(,_v - 0 cltti contredit x'Lt'v - O,

¡\ir cas^ au cluel x, -\), z ne sorrt pas tous distiucts, 1lr conclusion est inrtuó-
diate.

Soit rnai¡tcnant (X, .), Lln cspace ¿\ conr.exité; c1crlorrtrolls ql-lc Si

cl,in X > 1, aiors X vérifie les axiomcs (I)-(VI), (\rIIt').

(I), (II) et 1a prernière affirrnation de (III) sont _ér'iclamtuent r.érìÎiós,
si clim'X'>'I; si ãirn X > 1, alors (III) est intógralement r'órifié.

Nous cléfir-rissous 1a relatiou ,,csl cntrc" 1'tttr 
"

(3) :,', x¡ z-0+w+z et :\tC.x'z.
\lr

Si x, 1', z sorì'i tr-ois points distincts, nous définissons :

(4) x),2 - 0 + x1'z - 0, ou )tzx - 0, ott zxy - Q'

(I\¡), (\r), (VI) sont r'ériliés porrr lcs relatioits ,,-" et,,:" déIir-ries

p;:r (3) et (4).- 
ififf*¡ 

'ionsidérons x, :\t, z trois Jroints clistincts, noncolinóaires; o11 a

(5) {:v, 1,, z} - {[.t, ),], ã]: {,v, -r'} l) {x, ;,'}lzl)z{:u, :'}llx, S'}

,(1'ordre cl'applicatiotr cles opérations ' et / est . ' , l)
En elÎc1, 1a pr enrièr r: égalité r ósulte de

(*, ),, ,) C ({x, ),}, z) C {x, ;t', z}.

Pour la deuxi òrnc égalité cle (5) llol1s relnarçLl1crons qllc

({r, :'}, ,) C {*, t} l) {x, y}1, U z{,.x, '¡'\l{x, jv} C {{r, )'}' zI' et

{x,|t}lz{x, ),} C {x, ¡,}lz; à cause-t1u théorènre 9[3ì en déduit clttc I'enscrn-
Èi"- át't'cleirxièrnc urernbre de (5) 

"ttitt¿t':ïlr"tr:i.'glc ry;: c¡tti corlpc r .-v
'l,l' 

"ii'.']'T &î.,' F,li;,¿¿ J"; 11'ä
lors ott l,cirt prcndre à sa place 'r'' ¡

t'j l:.

IL

L.

1)f ollr l

x * _), -: tt, * 2,, ; de :vf_l'x ufu i1 ¡ésulte clrr'il existc rrn zr, av.cc lcs
ótés t.t,xl,- 0 et u),a - 0, clonc ryz - 0, c'est-¿ì-clire xrt = \t\t -- ,\ì 

.

cl) x 7 -\t : 7) * tt; tl cxistc un z, te1 clLte zx-)r - 0, ;;u_t, - 0, c1'oir xu,v :
-- (); si xu\t-},oLr \)xt¡-}, alors xu : x_\,X -\tu; 7c cas tt,yï - 0 n'cst pas
lrossiblc, p:trce qrlc A\¡ec iir,\, - 0, il irrrpliclue 4)u - 0, ce cltri coutrcrlit
Ztt,\) - 0.

e) J' I .y - u + u; xl)'x :rfu entraine c1u'il cxistc nn ø tcl c[7c xt.:yj -
- 0, ¿t,xu - 0, d'oir x_yu :0; si xtu - 0, o¡ ),yx - 0, alors xa x :v!, le cas
u:Y)t - 0 n'est lltLs llossible.

f) Snpposorrs x, )), at,, u, distittcts et colinéaircs; de l'euselrrblc des
cas de sitltation orclonnée clc nos c¡ratrc points, il Iaut cxcllrrc les cas :

1,\'u!!, - 0, xt,\,ct, - 0, ux_\,tt - 0, :"t,u-\, - Q, .¿tlyy¡t - Q, polr lesc¡.rc\s xl-\,-¡*
x tr fu (x¡,t¡11 - 0 signilic i x_\tl,t, - 0 et yuy - 0). Rcstent 1es cas r.r,¡ru 1 0,
ï.u._\:a - 0, w1.tay - 0, ,uxtu - 0, uxty - 0, uax;\, - 0, uux-v - 0, daus les-
clrrcls; xu x vtt, a Líev.

<) Supposorls r, ìr, z¿, u distincts, uoncolinéaircs, 
^;-\tu, - 0, ou r,tru --.0: dc xf1, x r,r,fv il lésu.lte c¡r'il cxistc un zn, tc1 clrte ax\t - Q, lstyxl - Q'

si r', ¡r -- 0, a1ors, ¿ì causc de rur\,- 0, il résulte quc r, )1 , 1,1, .Lttsont coli-
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zc{u,
En

a\; mals I
t

effet, du te

(6) uly Culþ.t.lx) ç r,t,. xfu: x U u. x l) xfot,,

(7) xlu C @,ly)/" - ul), . tt,: ul),,

x. u.C þ,ll) . u, ç uf;t,

Ç ct'ly,

où, pour déduire (6) et (7), norls avons fait appel aux théorèmes 3,
Ajnsi, xluU x. u U x : ul!, et par conséquent

{*, t} : ulx U u U xlu U x. ul)x : ulx l) uly l) u.

e t3l

Si øC ufx, alors uCø. x,et dt fait que aCD.z el (u.z) .:cç
a. (2. ø), il résulte c1u'il existe Lrrt'u'Cz. x te1 clue uca. u,', d'oÌr
C {u, a} f) z . x. I.e cas ø C %l), s" traite de rnanière analoguc.

Nous avons, donc, dérnontr'é le théorèrne snivant:

SUR I-.ES FONCTIONNBI,I,BS DB I,A FORMB SIMPI-,E
AU SBNS DB T. POPOVICIU

C
l.l,' par

r. r{aça
(Cluj-Napoca)

\
)

trrÉonÈr,r4. lo Lc couþle (X, .), const,ítué d.'øtn ctøsentblc X strotctwró
à I'q:ide d.es øxiontcs (I)-(VI), (VII*) et d.e l'oþérations ., d,éfin,ie þar (l),
est uu csþacc à conuexitó

,. 20 Un esþøce à cotøuexitri, (X, .) cle lc¿ d,imetcsion > lairific les axio-
ines (I)-(VI), (VII'+), Iø relation ,,est entre" étønt cclle dé.iinie þør (3).

1. t. popot¡rcru a introdttit les fonctionnelles de la fonne simule, en
étudiant leurs propriétés et en indiquant leu¡s applications ¿ì i'évalua-
tion du reste datrs les formules linéaires d'approxirnatior. de l'aualyse (voir
l7l, [8], isl, [6]). Nous allons envisager d'¿ru.tres propriétés de ces fonc-
tionnelles et leurs liaisons arrec d'autrcs résultats.

I,es notations que nous a11ons ernployer sont ce11es c1e [7], [6]. B"
particulier, soit n un nombre entier, n > 0; une fonction J e Cla, b) est
dite P,,-nonconcave (P,,-convexe) si toutes ses dilIércnces c1ívisées d'ordre
n + | stTr n f 2 points distincts de lø, öl sont nonnégatives (positives).

2. Soit ù[ un sorls-espacc de Clø, ö] clui contient 1es polynôrnes. Soit
A: Ã[ -+ R une fonctionnelle linéaire tclte cluc

(1) A(f) > 0 c1ue1le clue soit / € rll' P,-notrconcave

(Ces lonctionnelles sont étudiées dans l4:], chap. XI). Bn géné.rtrl, une
telle fonctionnelle n'a pas la propriété

(2) . A(g) > 0 quelle clue soit g e f,/t P,-convexe

Voici urr cxcnrþlc. Soit M : C,l-]r, ll, A(T):.f"(0). Aiors .,21(f) >0 si
Í = C' [- 1, 1] est Pr-nonconcave. i\{ais SØ : la est Pr-convexe et
A(e) :0.

Remarquons que si ,4 possède 1a proprété (2), alors'A est une lonctio-
nnelle P,-sinple ([7], théorèrne 5). I,e théorème I met en évidence une

JII
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