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1. Dans cette note on compare 'axiomatique des espaces a4 convexité
au sens de v.w. BRYANT et R.J. WEBSTER [3], [4], [5] a Yaxiomatique
de la géométrie (plane) d’aprés HILBERT. On constate que le systéme
d’axiomes de I'espace 4 convexité est I’adaptation au cas infini dimensionnel
du systeme formé des deux prewmiers groupes d’axiomes: d’incidence et
d’ordre. Les espaces & convexité peuvent étre regardds comme espaces
non-cuchidiens infint dimensiomnés.

2, Préliminaires

Soit X un ensemble non vide et soit - : X x X — @(X), une opération
binaire multivoque définie sur X, et /: XX X - - (P(X), une opération
inverse de l'opération ., définie par

¥y = (zlx C v 2).
Les opérations « et / peuvent étre définies sur (P(X), si on pose
A+B=Ja-b, A|B = Ualb, A, BC X.
ac.d

ac A
) b B he B

On appelle espace a comvexité [3], [4], [5], le couple (X, ), pour lequel
les axiomes suivants sont vérifids:

(i) »«y # 0 # xly

i) ¥ x = x = x/x

(itl) %+ (y02) — (% 9) - 2

(iv) xfyx ufv = xR yeu

(V) xevx xez=>y=2 ouyC Xz o 2 XsV,
ol la notation 4 ~ B signifie A N B # @.
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- Dans: un -espace: & convexité (X, .) un ensemble A C X s'appelle
convexe, si A+ A = A, et limf”a‘ire,' si: AJA = 4 ; on définit Uenveloppe
convexe et Penveloppe lindaire de A par

(4] = QB_BB, {4y = N B

A< A< B=B[B

I’enveloppe convexe de deux points x, y est

(%, y]=2U=x.y Uy,

et I'enveloppe linéaire des points x, y, « # y (la droite déterminée par
%, y) este {x, s} =xly Ux Ux-y Uy Uylx

Les notations sont celles de [3]; le signe . est supprimé quand il
n’y a pas de confusion; les régles de caleul dans les espaces a convexité
que nous employons sont également celles de [3].

Nous présentons ci-dessous les axiomes d'incidence et d’ordre pour la
géométrie planie ’

Groupe 1 (axiomes d'incidence)-constitué d’axiomes qui défini-
ssent la relation d’incidence pour points et droites :

(I) Deux points sont situés au moins sur une droite.

(II) Deux points distincts sont situés simultanément aw plus sur wune
droite.

(ILI) Il existe au moins deux: points sur une droite.

Ll existe au moins trois points qui we sont pas situss sur wume méme
drotte: .
' Sitrois points ¥, 'y, zsont situés sur une droite, nous écrivons xyz= 0
si y "est entre” x ¢t z, nous éctivons xyz ~ 0. Al

Gro upe 2 (axiomes d’ordre) — constitué d’axiomes qui définissent
la relation “est entre” (~):

(IV) Si xyz ~ 0, alors: 1° xyz = 0, ,

2° x £y, x # 2, Y #2,
3% zyx ~ 0. ‘

(V) Si x £y, alors il existe au moins un point z, tel que xyz ~ 0.

(VI) Si xyz =0, alors une au plus des relations xyz ~ 0, yax ~ 0,
zxy ~ 0 est valable.

On appelle segment (ouvert) dextrémités %, z, x # z, U'ensemble de
points y pour lequel xyz ~ 0. On appelle triangle, tout systéme de trois
points %, y, z pour lesquels xyz # 0. :

(VII) (pascm) Si wne droite qui ne passe pas par les sommets d'un

triangle coupe un célé du triangle (transversale), alors elle coupe encore au
motns un des dewx autres.

Remarque. La deuxiéme exigence comprise fn (ITI) impose a X une
dimension >1 pendant que (VII) assigne 2 comme dimension de X.

Considérons une forme plus faible de 'axiome (VII) qui n’imposera
plus la dimension 2 a X :
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(VII*) St une droite qui ne passe pas par les sommets d'un triangie coupe
au moins deux des trois droites déterminées par-les sommets el coupe an moins
un colé du triangle (transversale*), alors elle coupe encove wum, au moins,
des deux autres.

i i i : 1 et 2%
L.a liste suivante contient quelques conséquences des groupes
d’axiomes (le groupe 2* est comstitué par (IV), (V), (VI), (VII¥*)) (pour
démonstrations voir [1]):

(C1) Deux points distincts x, y déterminent une seule droite, dénoteé par {x, v}.
(C2) Deux droites distinctes ont au plus un point commun.
(C8) Si x # vy, il existe un z tel que xzy ~ 0., ; ‘
(C4) St xyz =0, x £y, x # 2, y # z, alors une : seulement des velations
sutvantes a liew: xyz ~0, yzx ~0, zxy ~0. . '
(C5) St une transversale® coupe un coté d’'un triangle, alors elle en coupe encore
un et sculement. un. 5.4 ji
(C6) Si x, v, z, u sont quatre points colinéaives et xyz ~ 0, yzu ~ 0, alors
xyu ~ 0 et xzu ~ 0. . o
(C7) St x, v, z, usont quatre points distincts, colinéaires ct xyz~ 0, xz1 ~ 0,
alors xyu ~ 0 et yzu ~ 0.

3. Soit X' un ensemble organisé d’apreés les axiomes (I)—KV‘I), (VIT#) ;
nous délinissons l'opération ,,segment’” par : ‘

(1) xey=( |y ~0), x4
Xex = X
On a:
(2) xfy = (z | yxz ~ 0), X # Y,
xf%' =1z,

Démontrons que (X, ) est un espace a convexité:
(i) découle de (C3), (V), (1), (2), )
(i1) découle de (1), (2); . ‘
(iii) il sufit de démontrer que (¥ +¥) » 2 C % . (y . 2) ([2]); on a les
cas: a) x =y = 2, cas évident, ! .
b) x =y # z; soit u C (xy)2 = xz, xuz ~ 0 et soit v, ayant la pro-
priété que wvz ~ 0 (v existe 4 cause de (C3)); on a
2o ~ 0
2ux ~ 0,
d’ott, a cause de (C7), 2vx ~ 0 et vux =0, donc u C x (xz).
¢) x # y =z; soit u (xy)y; il existe un v tel que
yuv ~ 0
vox ~ 0,

d'ott yux ~ 0, ainsi # (C xy = x(vz).
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d) v #x=2z,; ona
(n)z = (ya)z = (yx)x = x(vx) = xl(yz).

e) Supposons x, ¥, z distincts et xyz = 0; en appliquant (C4) on a
ou 13z ~ 0, ou vzx ~ 0, ou zxy ~ 0; considérons le cas xyz ~ 0, alors (xy)z
C ¥z C x(y2); en effet si u C (xv)z, il existe un v tel que: xvy ~0 et
vuz ~ 0 xvyv ~ 0 et xvz~0 impliquent xvz~0, ou bien zvx~0, ce qui, avec

. . ~ . . R ety
VUL ~ 0, nous fournit zux ~ 0, done u ( xz. Si u (C xz alors une des rela-
t‘l(?llclsp suxllvantes' xopy ~.0,\ vuzr ~0, w=1y a liecu. Si la premitre a Heu,
soit v tel que zvy ~ 0; & cause de xyz ~ 0 nous avous xyw ~ 0, ce qui
avee xuy ~ 0, implique xuv ~ 0, donc u (C x(yz). }

Sila deuxieme 1‘elz}t1011 a licu, de xyz ~ 0 et yuz ~ 0l résulte xvu ~ 0,
ce qui avec yuv ~ 0, ot uvz ~ 0, nous donne xuv ~ 0 ((C6)).

Si, en fin, u = y, soit yvz ~ 0; alors & cause de xvz ~ 0, on a xyv ~ 0
done # C x(yz). Les cas vzx ~ 0 et zxy ~ () se traitent de la méme facon.

i) supposons x, y, z distincts et xyz # 0; solent u (C (vv)z ct v, tels
que vuz ~ 0 et xvy ~ 0; on a zvy # 0, parce que dans le cas contraire, v
serait situé simultanément sur les droites {y, 2z} et {x, v}, ce qui est exclu

s F o ey ; ‘A‘
par (C2) et par le fait que v # v. La droite {x, #} est unc transversale®
du triangle yzv et alors il existe un w C vz, tel que yvwz ~ 0 (4 cause de
(C5)), donc xuw ~ 0, car la transversale® {z, v} dans le triangle xyw coupe
X0 en . '

(iv) Considérons les cas:

a) x ==y, u =10, la conclusion est immédiate.

‘i) x=y, u#v; x=ux/x Cufv implique xuv ~0;

Soit z tel que wzu ~ 05 alors x2w ~ 0 et par conséquent, xv X xu =
=YWl N ] i L =N S T )
¢) ¥ #y=uFv;de x/yx yfo il résulte qu'il existe un », avec les
propridtés uxy ~ 0 et uyy ~ 0, donc xyv ~ 0, clest-a-dire xv & yy = v.

d) X FEY=0 Fu, il existe un z, tel que zxy ~ 0, zuy ~ 0, d'oll xuy =
== 0; si xuy~0, ou yxu~0, alors xv = xy & yu; le cas uyx ~ 0 nwest pas
1)0551])1(@), parce que avec zxy ~ 0, il implique zyu ~ 0, ce qui contredit
zuyv ~ 0.

e) v # x =u #v, x[y & xfv entraine qu’il existe un # tel que uxy ~
~ 0, uxv . 0, d’olt xyv = 0; si xyv ~ 0, ou ywx ~ 0, alors xv x xv; le cas
vay ~ 0 n'est pas possible. P

&) . ' . G._o

f) Supposons x, v, #, v, distincts et colindaires; de Uensemble des

cas de situation ordonnée de nos quatre points, il faut exclure les cas:

xyn ~ 0, xwyw ~ 0, veyu ~ 0, xvuy ~0, vxuy ~0, pour lesquels xfy # .

& ufv (xyuv ~ 0 signifie: xva ~ 0 et yuv ~ 0). Restent les cas xvuy ~ 0
xuyy ~ 0, xuvy ~ 0, uxyw ~0, uxey ~0, uvxy ~0, vuxy ~ 0 dans lesi
quels xv = vu a lieu, ’ ) K )

g) Supposons x, v, #, v distincts, noncolinéaires, xyu = 0, ou xvp —=
== 0 de x/y & ufv il résulte qu’il existe un w, tel que wxy ~ 0, wuv ~ 0 ;
st xvu == 0, alors, a cause de wxay ~ 0, il résulte que x, y,/ u, w sont colii
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néaires et tenant compte que wuw ~ 0, on obtient que les points x, v, u, v
sont colinéaires, ce qui est exclu; de la méme facon, xvo == 0 ne peut
pas avoir lieu.

) Supposons x, v, #, v distincts et quelsque soient trois de ces points,

ils sont noncolinéaires; soit z, tel que zxv ~ 0, zuv ~ 0 2z, v, u détérmi-

nent un triangle et la droite {x, v} est une transversale® qui coupe zy en
% ¢t ne coupe pas zu; de (C5) il résulte qu'il existe un w sur la droite {x, v}
et avee la propri¢té mwy ~ 0; soit le triangle xzv et latransversale*
{y, u}; on obtient que xwv ~ 0 et par conséquent, xw X vu.

Tes autres cas s'obtiennent des cas antérieurs par symétrie.

(v) Supposons x, v, z distincts; xy x az implique qu’il existe un #
te] que xuy ~0 ct xuz ~0, done «x, v, 2, # sont colinéaires; on a, ou
xyz ~ 0, c'est-a-dire v (C xz, ou yzx ~ 0 ,c’est-d-dire z C xy, on zxy ~ 0,
cas imposible, car avec xuz ~ 0, il implique #xy ~ 0 qui contredit xuy ~ 0.
Au cas au quel ¥, v, z ne sont pas tous distincts, la conclusion est immé-
diate.

Soit maintenant (X, ), un espace a convexité; demontrons que si
dim X > 1, alors X vérifie les axiomes (I)—(VI), (VII*).

(I), (II) et la premiere affirmation de (III) sont évidamment vérifids,
sidim X > 1; si dim X > 1, alors (ITI) est intdgralement vdrifié.
Nous définissons la relation ,,est entre” par:

(3) D vz ~0 e x £ 2 et yCxz.
. 9 ) ! L A
Siow, v, z sont trois points distincts, nous définissons :
(4) xyz = 0 <« xyz ~ 0, ou yzx ~ 0, ou zxy ~ 0.

(IV), (V), (VI) sont vérifiés pour les relations ,,~" et ,,=" définies
par (3) et (4).

(VIT#) Considérons %, v, z trois points distincts, noncolinéaires ; on a

) fx, v, 2= {{w, yh aF = {0} U {x 03U, 93/ 53

{Pordre d’application des opérations « ct/est: «, /) e
En effet, Ia premicre égalité rdésulte de

(x, » 2) C ({x, ¥}, %) T {x ¥ 2}
Pour la deuxitme égalité de (3) nous remarquerons duc
({x, v}, 2) C {x 33 U {x oz Uzln, y3{x v C v vh 4 et

{x, y}z{%, ¥} C {x, ¥}/7; & cause du théoréme 9{3] en déduit que Yensem-
le du deuxieéme membre de (5) est linéaire. :

Soit {u, v}, (# # v) une transversale® du triangle xyz qui coupe x -y
en #; {u, v} étant unc transversale® il tésulte que o C {x, y, z}; nous
pouvons supposer que o C {x, y}[z; en effet, v & {x, v}, parce que u C
¢ {x, ¥}, et si v C z{x, yv}/{x, v}, alors on petut prendre & sa place v’ C

— J

C ufo C fx, yH((7, Wi 30 T, 2
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Donc {x, y} x v -z (dans un point @); a # u, car au cas contraire
z C {u, v}; mais {x, y} =w/x | ufy | u.
En effet, du fait que » C %+, il résulte :

(6) uly Cuf(u/x) Cuws xfu=xJu-x\Jx/u,
(7) wf C (ufy)fu = uly - u = ufy,
xeu C(uly) o Couly,
X C ufly,

oly, pour déduire (6) et (7), nous avons fait appel aux théorémes 3, 9 [3].
Ainsi, xfu U %+ u \J 2 = uly, et par conséquent

(9 = U Unfu U s als = ufx U uly U w.

Si a C u/x, alors # ( a x et du ta1t que aCv-zet (v-2) %
C vy (z + x), 1l résulte qu'il existe un % (C z+ x tel que # C v - ', dou
#' C {u, v} 2+ % Le cas a (C u/y se traite de maniére analogue.

Nous avons, donc, démontré le théoréme suivant:
)

THROREME. 1° Le couple (X, +), constitué d'un, ensemble. X  structuré
a Varde des axiomes (1)—(VI), (VIL*) et de Uopérations ., définie par (1)
est un espace a4 convexité. : f

>

v 2° Un espace & comvexité, (X, +) de la dimension > 1virific les axio-
mes (1) —(VI), (VII*), la relation ,est entre” étant celle définie par (3).
J11
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