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1. T. porPovICIU a introduit les fonctionnelles de la forme simwnle, en
étudiant leurs propriétés et en indiquant leurs applications a 1’évalua-
tion du reste dans les formules linéajres d’approximation de l'analyse (voir
[7], [8], [5], [6]). Nous allons envisager d’autres propriétés de ces fonc-
tionnelles et leurs liaisons avec d’autres résultats.

Les notations que nous allons employer sont celles de [7], [6]. En
particulier, soit n un nombre entier, » > 0; une fonction f € Cla, b] est
dite P,-nonconcave (P,-convexe) si toutes ses dillérences divisées d’ordre
#n -+ 1 sur » 4+ 2 points distincts de [a, b] sont nonnégatives (positives).

2. Soit M un sous-espace de Cla, b] qui contient les polynodmes. Soit
A: M — R une fonctionnelle linéaire telle que -

(1) A(f) = 0 quelle que soit f M P,-nonconcave

(Ces fonctionnelles sout étudides dans [4], chap. XI). En général, une
telle fonctionnelle n’a pas la propriété

(2) . A(g) > 0 quelle que soit ¢ & M P,,—convexe.‘

Voici un exemple. Soit M = C2[—1, 1], A(f) = f7(0). Alors A(f) =0 si
feC¥—1, 1] est Pj-nonconcave. Mais g{t) = t* est P,-convexe et
Alg) = o.

Remarquons que si A posséde la proprété (2), alors-A est une fonctio-
nnelle P -simple ([7], théoréme 5). Le théoreme 1 met en évidence une
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classe de fonctionnelles pour lesquelles la propriété (1) entraine la propriété
(2) (et donc la simplicité).
Nous allons considérer dans C*[a, 0] la norme donnée par

max (|| FIl, 11 F' 11 -, 1L/ ot || £I] = sup {|f@)]:¢ = [a, b3},

THEORTME 1. Sott O <k < n, A:Ckla, b] - R lindaire et continue,
A 0. Sz

(3) A(f) = 0 quelle que soit f < C*[a, b] P,-nonconcave alors
(4) A(g) > 0 quelle que soit g € C*[a, b] P,-convexe.

Pour 0 < k < # — 1 ce résultat est un corollaire d’'un théoréme de
. POPOVICIU ([7], théoréme 15). Nous présenterons une nouvelle démon-
stration du théoréme de T. Popovicin, qui est appliquable aussi pour
k = n daus le théoréme 1. Iexcmple ci-dessus nous montre que pour
k> # la conclusion du théoreme 1 n’est pas toujours vraic.

3. Pour ¢t = [a, b] soit fu 1. [a, b] > R,

i O . § [ﬂ, t]
fn+1,i(s) il (S L t)”, s € [t; b]

Alors f,1,, est une fonction P ,-nonconcave.

Nous dirons que la fonctionnelle 4 est P,-exacte si A(1) = A(x) =...

— A(x") =0, A(x**1) £0. Soit 0 <k <sw—1et 4:Ca 0] >R
lmealre continue, P,-exacte. Conformément aux résultats de  PIIANO,,
REMEZ ¢t SARD (voir [9]) il existe une fonction # a variation bornée sur
[@, b], continue a gauche, u(a) =0, telle que

b
(5) Af) = S f®du, f & CHa, b)
De plus, si nous notons u, = u, ;(x) = S 1 1( ydty =11, bees m— k.
alors
(6) uy(a) = w;(by =0, 7 =0, 1, ..., n — %k

igthiet 3
(7) 1,():—E 1|, A(forjng), t =fa, b, j=1, ..., n—k

2

(8) A(f) = (—1)—1 \ ui(f) fEUEN) dE, 5 =0, 1" .., n—k,

[

la formule (8) étant valable quelle que soit f = Cta, b] telle que f*:19) est:

absolument continue sur {a, b].
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En particulier, soit j = n — &, et ¢ = (—1)"~*=1y, .. Alors

(©) o(t) = - Afyrr i & =05 b]

# !

b
(10) A(f) = Sf("“)cp dt, f € Cta, b] avec f absolument continue.

Q

LeMME 1. Soit O <k <n— 1, A:CHa, b] - R linéaire, continue,
P exacte. St A(fuirs) 20 pour chague t < [a, b], alors A(f) > 0 pour
chaque f = Ckla, b] P,-nonconcave.

Démonstration. Soit f € CFla, b] une fouction P,-nonconcave. Si
B,,(f) est le polynéme de Bernstein de degré m, alors B,,(f) est P,-noncon-

cave et (B,(f)) converge vers f au sens de la norme de l'espace Ck[a, b].
Donc lim A(B,,(f)) = A(f).

D’autre part, la fonction ¢ donnée par (9) est nonnégative, et (B,,(f))=+D
est aussi nonnégative. Done, compte tenant de (10), A(B,,(f))=0. Il en
résulte A(f) > 0, ct le lemme est démontré.

LEMME 2. Soit L: Cla, b] - R, [lindaire, continue, P,-exacte, telle
que L(f2,) > 0 pour chaque t = [a, b]. Alors on peut trowver ¢, d, a <

< ¢ <<d <b, tels que L(h) > O quelle que soit h = Cla, b] P,-nonconcave
sur [a, b| et Pi-convexe sur [c, d].

Démonstration. Soit v une fonction a variation bornée, v(a) = 0, telle

que

b
(11) Lig) =\ gt) dv(t), g = Cla, b].
b -
L ¢étant Pj-exacte, il cst facile a vérifier que »(b) = 0, et g v(t)dt = 0.
Alors il existe un point %, € (a, b) tel que v est continue au point ¥,
ct v(xg) > 0, car dans le cas contraire L = 0, ce que contredit I'hypothése
L(x%) # 0. Soit (¢, d) un voisinage de x, tel que a <c < d < b et

(12) v(t) >0, te [ d].
Soit & = C [a, b] P;-nonconcave sur [a, b] et P,-convexe sur [¢, d].

Notons f(t) = k() — h(d)t, t = [a, b] (hy; c’est la dérivée a gauche).
Alors L(h) = L(f) et nous montrerons que L(f) > 0.
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I,a fonction f est P;-nonconcave sur {a, b] et P;-convexe sur [¢, d].
T.a dérivée & gauche f; est finie sur (4, b), nondécroissante sur (a, b) et
croissante sur [¢, d]. Comme fi(d) = 0, on a

(13) fet) <0, t € [c, d).
Soient maintenant

_ @), ¢ = a <l o [fd), t sTa d]
t) = o) = :
D=V, t<en. = e o
Eu tenant compte de fi{c) < 0 et fu(d) = 0, il est facile a vérifier que f;

et f, sont Pj-nonconcaves sur [a, b]. Le lemme 1 appliqué pour » = 1,
k = 0 entraine

S

(14) L(f)'20," 'L(fy) =20
b d
Nous avons L(f) = S fdv + g fdv + g Jav; en appliquant pour la derniére
a : d ¢

intégrale la formule d’intégration par parties on obtient
d
(15) L(f) = T{R) + L(f) — \ wfydt
Compte tenant de (12), (13), (14), (15) on a L(f)> 0, et le lemme est
démornitré.

4. T, théoréme 2 ci-dessous a été démontré par T. Popoviciu a 'aide
de la théoric des différences divisées et des fonctions convexes d’ordre
supérieur. T,a démonstration que nous allons présenter ici est fondée sur
les résultats de Peano, Remez, Sard ct sur les lemmes 1 et 2.

THEOREME 2. (r. porpoviciu [7]). Soit O <k <sn—1, 4 : C*a, b] - R
linéaire, continue, P,-exacte. St A(fui1,)) = 0 f)our chagque t = |a, b], alors
A(g) > 0 quelle que soitt g € Ck[a, b] P,-convexe. ,

Démonstration. Counsidérons les fonctions #,, ..., #,_, avec les pro-

priétés (5), (6), (7), (8). Si nous notons v = (—1)*~*~1u, , , alors v est &

b
variation bornée. Soit L:C [a, b1 » R, L(f) = S fdv. Si f e Cr=1a, b],

“
montrons que

(16) A(f) = L(f=1).
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En cffet, siw — & — 1= 0, alors compte tenant de (5) on a:

b b 3

Af) = fwdu — S F0=duy = f0 0ol = ().

L (L

Sion—hk—1>0, alors j=mn -+ Lk —=2>0 et conmpte tenant.de (8),

b

o B0 [0 bdig =

[/
() = (—1y+ §
b b
e (__1)ﬂf/¢—1 Sf(nr— l)d'”'n—k—] . Sf(u—l)d.v — L(f(»—-l))_

Donc I'égalité (16) est établie. Soit maintenant g C [a, b] P noncoticave,
et soit f € C*![a, b] telle que f—D =g, Alors f est P,, nonconcave. Con-
formément au demme 1, A(f) > 0.0Alors L(g) = L{f*") = A(f) = 0.
Donc L(g) = 0 quelle que Soit g P -nonconcave. Alors L est nulle sur tout
f_ ol A(xr 1) #£0, il en résulte
que L est Pi-exacte. Enirédsumé, L vérifie les hypothéses du lemme 2 (f,,
étant Pj-nonconcave). Soit doue a << ¢ << d < b tels que (17) L{#) > 0 s1
N est Pi-nonconcave sur [a, b], P-convexe sur {¢, d]. Soit g € C*[a, b]
P ,-convexe. Il faut démontrer que A(g) > 0: Ia dérivée gi—1 existe
sur (@, b), ' étant .continue et Pj-convexe sur(a, b). Dcmgnerons par g
la dérivée A gauche de gt~V quirexiste sur (a, b)./ Considérons les poly-
némes p, ¢ de degré n tels uc

(18) PO(e). = (), g (@) = &P, =0, 1, o,

Soit f la fonction qui coincide avec $ sur [a, ¢], avec g sur [¢, d] et avec
q sur: [d, b]. Alors f € Cr=1a, b), fr-1 est P—noncouune sur [a, b] et
P-convexe sur [¢, d]. Compte tendnt de (17), L(f*-1) > 0. Mais (1101'5
en vertu de (16), A(f) > 0. Soit & =g — /. 1l est facile & vérifier que At — y
est continue sur (a, b) et Pj-nouconcave. Donc A4 est P ,-noncouncave sur
{a, b). Mais h = C*[a, b], donc I est P -nonconcave sur {a, b}. Confor-
mément an lemme 1, A(k) > 0. AlOIS A(g) (f) + 4(h) >0, et le

théoréme est démOntré.

polynéme de degré 1. Comme [ (x?) =

5. Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 1.

a) Soit 0 < & <#n— 1. Si A(f) = 0 quelle que soit f= C*{a,. b]
P -nonconcave, alors A(l) =4 (x) = ... =4 (¥") =0. Supposons
A(x"“) = 0: Soit p un polyndéme ‘quelconquc sur [a, b]. T/ensemble de
ses différences divisées d’ordre # 4~ 1 est borné: soient m et M ses botnes.
Alors fj = p — matttet f,=Mx"+t! — p sont P,-nonconcaves, donc A{f,) >
2 0, A(fy) > 0. Ondéduit facilement A(p) =0, et alors A =0, ce qui
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contredit 'hypothéses Donc A (x"+!) # 0 et la fonctionnelle A4 est P, -exacte.
De plus, A(fiq1,:) = 0 car foi1y,, € C"'a, b] est P,- -nonconcave pour
chaque t € [a, b]. En '1pphquant le théoréme 2 on obtient 4 (g) > 0 queile
que soit g € C*[a, b] P,-convexe. '

b) Soit maintenant % = . En utilisant la représentation intégrile
de la fonctionnelle linéaire et bornée A :C"[a, b] » R et les conditions
A(l) =A(x) = ... = A(x~1) =0 il est facile a vérifier qu'il existe une
fonction # a variation bornée sur [a, b], continue A gauche, u(a) = 0,
telle que

(19) A(f) = ( fdu, fe C [a, b].

On a aussi 4(2") = 0, d’ott %(b) == 0. Soit & = Cla, b] nondécroissa aute,

et soit H e.C*a, b] telle que H® = h. Alors H, est P ,-nonconcave, donc
v

Shdu = (H(")du = A(H) = 0. Puisque (,i’m-,:,;_. = — ( udh, on a
b
(20) (udh( 0, quelle que 'soit A & C[a, b] nonddécroissante.

a

Compte tenant de (20), la' continuité a gauche de # entraine # < 0 sur
‘[a, b]. Comme A # 0, il existe un, point ¢ € (4, b) de continuité pcur
o, tel que wu(f)i< 0. Alors on peut trouver » € (a4, ¢) et ¢ € R tels que

(21) u(s) <c<<0, st s'e[r t].
Soit g € C*[a, b] P -convexe. Alors g € Cla, b] est croissante.
b b t
Ag) = gg(”)du = -—gudg(”) > — Sudg(”) = —c(g(t) — g™ (r)) > 0.

Donc A(g) > 0 et le théoréme est démontré..

6. Soit # un nombre entier,; # > 0, et soit A: Cla, b] — R une foric-
tionnelle P,-simple. Donc A(x"+1) # 0 et pour chaque f € Cla, 5] on
peut trouver les points £, ..., ¢4, distincts tels que

(22) ‘ o (f Yok t) ey L i 8,0 e A

Pour qhe la fonctionnelle 4. soit P,-simple il faut et il suffit quc Ag) #0
quelle que soit ¢ P,-convexe (VOlI‘ [7])s «

En particulier, 'soit # =0, et soit A : C[a, b] = I{ une fonctionuelle
linéaire. Alors pour chaque f € C{a, b] on peut trouver les ‘points distincts

7 SUR LES FONCTIONNELLES DE LA FORME SIMPLE 967

t s € fa, b] tels que A(f) = A(x )f(s f() si et seulement si A(g) # 0
S

quelle que soit g = Cla, b] croissante.
11 est intéressant de comparer le résultat ci-dessus au suivant.

THROREME 3. (FARNUM et wHITLEY - [3]). Soit 4:C [a, b] - R,
3 4

A #£0, |4 <2, donnée par A(f) = Sfdu ots la fonction u est a varia-

tion bornée, continue & gauche, w(a) = 0. Alors les affirmations suivanies
sont équivalentes : "

(i) pour chaque f= Cla, b] on peut trouver s # t tels que A(f) = f(s) —
— 7). |

(i) A(g) # 0 quelle que soit g € Cla, b] croissante

(iii) w(b) = O ct'u ne change pas le signe sur [a, b).

TARNUM ct WHITLEY ont étudié un cas plus général (voir [3]).
Remarquons que 'implication (iii) = (ii) est une conséquence du théoréme 1,
pour k& =n = 0.

7. Considérons un nombre entier' # >0, et deux nombres a, » tels
que 0 < a < b. Soit X = (%, ..., %) ol @< % < ... <%, < b. Notons
A, = A, (X) = (%, + i A+ 2) [0, G, = GuX) = (%, -..%,)1, S, = S,(x) =

= E (% — %)%

i <j i34
carrwricHT and FInrp [2] ont démontré les inégalités

1 1
Is {1, < -
(23) 2bn? S” 5 A" G“ = 2amt "
On en déduit immédiatement
A S
24 1 <E2og 2
(24) R 2b*n® G, v, b 2a’n?

En utilisant(22) pour # = 1 nous obtiendrons des inégalités comparables
a (24). ,
Soit L:Cla, ) SR L(f) LA £ 0. A7), pfdir o By }opy ex

" +

ceptant le cas banal x, = ... = x,, la fonctionnelle L est P,-simple et
L(x?) = Ss Considérons la fonction In sur [@, b]. Alors an peut trouver
/nﬂ

t, t,, t3 distincts dans l'intervalle [a, 0] tels que

(25) L(in) = L(x%) [ty fa, £y In]
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. 1
Mais L(ln) =1n G, —1In 4,, et — L[ty tylta g =
2a? 252
Sy Gy " 3
Alors (25) nous donne — -2 < In% < — -2 oy bien
2a%n? A4, - 2b%p2
S, Aj S
{26) exp —— < 2 g exp 22—
2b%n? G, 2a%n?

Compte tenant de l'inégalité 1 4 eon i exp n_ nous retenons de (24)
2b%n* 2b3n2 e

et (26) les meilleures délimitations

S A S
(27) exp —2- g 2 g1 42
2b%n2 G, 2a®*n?

Les inégalités (27) sont aussi comparables a celles de BULLEN [11.

8. Dans un autre ouvrage le théoréme 1 sera appliqué a 1'étude de
la représentation des fonctionnelles d’un degré d’exactitude donné.
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