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(6) uly Culþ.t.lx) ç r,t,. xfu: x U u. x l) xfot,,

(7) xlu C @,ly)/" - ul), . tt,: ul),,

x. u.C þ,ll) . u, ç uf;t,

Ç ct'ly,

où, pour déduire (6) et (7), norls avons fait appel aux théorèmes 3,
Ajnsi, xluU x. u U x : ul!, et par conséquent

{*, t} : ulx U u U xlu U x. ul)x : ulx l) uly l) u.

e t3l

Si øC ufx, alors uCø. x,et dt fait que aCD.z el (u.z) .:cç
a. (2. ø), il résulte c1u'il existe Lrrt'u'Cz. x te1 clue uca. u,', d'oÌr
C {u, a} f) z . x. I.e cas ø C %l), s" traite de rnanière analoguc.

Nous avons, donc, dérnontr'é le théorèrne snivant:

SUR I-.ES FONCTIONNBI,I,BS DB I,A FORMB SIMPI-,E
AU SBNS DB T. POPOVICIU

C
l.l,' par

r. r{aça
(Cluj-Napoca)

\
)

trrÉonÈr,r4. lo Lc couþle (X, .), const,ítué d.'øtn ctøsentblc X strotctwró
à I'q:ide d.es øxiontcs (I)-(VI), (VII*) et d.e l'oþérations ., d,éfin,ie þar (l),
est uu csþacc à conuexitó

,. 20 Un esþøce à cotøuexitri, (X, .) cle lc¿ d,imetcsion > lairific les axio-
ines (I)-(VI), (VII'+), Iø relation ,,est entre" étønt cclle dé.iinie þør (3).

1. t. popot¡rcru a introdttit les fonctionnelles de la fonne simule, en
étudiant leurs propriétés et en indiquant leu¡s applications ¿ì i'évalua-
tion du reste datrs les formules linéaires d'approxirnatior. de l'aualyse (voir
l7l, [8], isl, [6]). Nous allons envisager d'¿ru.tres propriétés de ces fonc-
tionnelles et leurs liaisons arrec d'autrcs résultats.

I,es notations que nous a11ons ernployer sont ce11es c1e [7], [6]. B"
particulier, soit n un nombre entier, n > 0; une fonction J e Cla, b) est
dite P,,-nonconcave (P,,-convexe) si toutes ses dilIércnces c1ívisées d'ordre
n + | stTr n f 2 points distincts de lø, öl sont nonnégatives (positives).

2. Soit ù[ un sorls-espacc de Clø, ö] clui contient 1es polynôrnes. Soit
A: Ã[ -+ R une fonctionnelle linéaire tclte cluc

(1) A(f) > 0 c1ue1le clue soit / € rll' P,-notrconcave

(Ces lonctionnelles sont étudiées dans l4:], chap. XI). Bn géné.rtrl, une
telle fonctionnelle n'a pas la propriété

(2) . A(g) > 0 quelle clue soit g e f,/t P,-convexe

Voici urr cxcnrþlc. Soit M : C,l-]r, ll, A(T):.f"(0). Aiors .,21(f) >0 si
Í = C' [- 1, 1] est Pr-nonconcave. i\{ais SØ : la est Pr-convexe et
A(e) :0.

Remarquons que si ,4 possède 1a proprété (2), alors'A est une lonctio-
nnelle P,-sinple ([7], théorèrne 5). I,e théorème I met en évidence une
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262 I. RA$A

classe de fonctionnelles pour lescluelles la propriété;(1) entraîne la propriété
(2) (et donc la sirnplicité).

Nons al1ons considérer daus Ckla, b) la norme donnée par

rrrax {ll/ll, Il f' ll, ..., ll./(o)ll}, oì1 ll./ll : stlp {l/(/) l' ¡ e fø, bl}.

1'gÉoRlìlrp l. Soit 0 <A (n,,:I:Cki-a, ö]*R linéqire et conlinue,
A + 0. ,Si,

(3) A(f) > 0 qu'ellc qu,e soit f ' Colø, bl P,,-rcottcott'cøttc alors

(4) À(g) > 0 qttellc qu,c soit g = C|'ltr', b') P,,-cottu(xc.

Ponr 0 < A < n - | ce résultat est un corollaire cl'un théorèrne de

T. popo\¡rcru ([7], théor-ème 15) . Nous préserrterons une lrouvelle détton-
stratiou du théorèrne <1e 'I. I'oltoviciu, cltli est applicluable anssi pour
It.: n daus le théorènre l. I,'excrnple ci-dessus trous montr(r cltlc pour
k.2 n, la conclusion du théorèntc 1 n'cst pas tortiours rtr¿ric.

3. Irotrr t e la,å] soit Í,,, t,ti 1ia, b) --+ R,

,/"+t,,(S) :
0 sefa,t]
(s t)", s e [t, b]
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(e) eU) : *, uj,,,t,r), t e fø, bl

(10) J0'+t)O tlt, f e Chla, b) ¿1rqç jf(") absoll¡rent conti'ue

r,riMì,IE 1. Soit 0 < å < n - l, A: Chl-ø, b) -rlì linéaire, conti,n,uc,
P,,-cxacle. Si A(f,,tt,,) 2O þoul cltaqu,c ¿.: la, hl, ølors A(f) > 0 þou.
clraqu,e .f = Cofø, bl P,,-n.onconc&ae.

I)ómon,stratiott. Soit / e Chl-a., bl rllle Iouction P,,-noltcorlca\.e. Si
8,,,(-f) est le polynôlrre de Iìerustein de dcglé r/r, alors 11,,,(/) est P,,-notrcon-
cave et (II",UD con\¡erge vers / atl sctls de la norlrre de l'cspace Ckia,bl.
Donc lim A(B,,,(-f)) : A(.f).

D'atrtre part, la fonction g donnée par (9) est nonuégatir¡e, et (l),,,(f))ø+rl
est aussi nonnégativc. I)onc, cornpte terrant de (10), A(R,,,(.f)) )0. Il en
résulte A(Í) > 0, ct le lernrne est dénrontré.

l,Dì,¡{E 2. Soit L : C fa, 0] -r Il, linéøirc, conti'nu,c, Pr-cxøctc, tclle
que L(fr,,) >- 0 þocu' ch,aque t e la, b). Alors on, þcut tyouaer c, cl, a. {
< c < d <l), tcls quc L(k) > O quell.a qu,e soit lt, e Cla, bl Pr-rlol,tco?tcøae
sur la, b) et Pr-conacx,e sur ic, d).

Déntou.stra,tion. Soit ?r ullc fonction à rrariatiorr bornée, u(ø) :0, tel1e

2 3 SUR LES FONCTIONNELLES DE LA FORME SIMPLE

Aff):
l)

Alors /,,r ¡,¿ cSt uu.e fonctiou 1),,-Itottcollca\¡e.
Nous dirons que la fonctionrrcllc ,,1 est P,,-cxactc si l(l) - tl(x) - ' ',

A(x"):Q, A(x,,tr) #0. soit 0 <iT < n-l et A: CAfø;1,,1 -It
linéaire, continuc, Pn-exacte. Conformér'nent aux r'ésultats de ,pDeNo,.
r{Drvr¡z ct S¡nn (voir f9]) il existe uue fonction u à r'ariation bolrrée sur

iø, b), corrtinue tì gauche, 't't(ct) : 0, telle clue

(5) A(f) - .f(o) du, f < Ckla, bl

De plris, si notls notons L(,u : '¡4, tt¡(s) :

alors

þ 'quc

(11)

la lormulc (8) étant valaltlc c1ucllc c¡re soit -f n Cu irz, ö] telle cluc;f{t'r,) esî.:

absolurncnt continuc sur iø, ö l. l

L (e) g(t)du(t), s e Cla, tl.

I- étart Pr-exacte, il cst facile à vérifier que z(ó) : 6 
"¡

(t)dt

Alols il cxiste un ltoiut xu = kt, å) tel çlrlc ?/ est continue au point øo

ct u(xo) > 0, car dans le cas contrairc J, : 0, cc clne contredit l'h1,pothèse
I-(xz) * 0. Soit (c, d,) rn voisinage de xo tel quc &<c<d.<b et

(r2) a(t) > 0, ¡ e lc, rll.

Soit /¿ e C la., bl Pr-uonconcave sur lø, bl et P,-conr¡exe srlr lc, dl.
Notons Í(t) : hØ - h;(d)t, ¡ e fø, b) Uri c'est la dérivée à gauche).
Alors Z(å) : f,(Í) ct ¡otts tno'trerons cluc .L(f) > 0.

xLj ,(t) dt j-1,...,tt,-h,.

, tt, - lt,

0.i,(6)

(7)

tt¡(a) : u¡(lt) :0' j - 0, l' ', ', tt - lt

r rrj-l
u.¡(t) : -)=- .1(f*+¡t,',,), t e la, bl, j : l, ..

\tt )- 1) |

(B) A(f) : (-r¡, ' ilj(t)ÍØ l/r')(l) tlt, .i:0, l, . .., tt - l¿,
\
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T,a fonction / est Pr-4orlconcave sur [ø, Ó] et Pr-conveñe sur [c, d].
T,a dérivée à gauche f! est finie sur (o, lt), nondécroissante sur (ø, b) et
croissante sur lc, dl. Comme f;(d') :0, on a

(13) fi\) <0, t e lr, d).

Soient maintenant

5 SUR LES FONCTIONNELLES DE I-À FORME SIMPLE

lin cTlet, si u, - h - |: 0, alors cornptc tenant dc (5) on â ¡
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Si rø.- ä - 1> 0, alors j: ft tt k -2 2 0 et corrtpLe teualt,dt (8),

Í,u) - J-rØ: f(d), ¡ efa, cll

fØ, ¡ eld,, bl

Err tenant compte de f 
"(c) 

( 0 et f;(,1) : 0, il est facile à r'érifier que ,f1

et /, sont Pr-nonconca\¡es stlr lo, bl. I'e lemme 1 appliqué polJr n : l,
Ã : 0 ent¡aîne

(14) L(Í,) > 0, r,(T,) > 0.

cbd

Notrs avons r,(f) : 
\ n, + \ ru, + \.tar; en erpplicluant pour la dernière

øtlc

intégrale la formule d'intégration par parties on obtient

b, l)

IT
A(f): (-1)i |\tt.,ftttitt)dt -( l)l e t\ft,'-rt¡Jut,.,:

\Jt 
) " )"
aø

ÍU), ¡ela,c)
f(r), ¡elc,bl

í

I

l)"-rr-r Ifltt - 1)¡fu¡,0-,,-, : f i" -tIrlu - I-(f{,,-tt¡

(15) L(f) - t,(f,,) t- L(f") - \ af',at

Cornpte teirant de (12), (13), (14), (15) on o. f-U) > 0, et le lcruurc c';t
dénrorìtré.

4. I,e théorèrne 2 ci-dessous a été démontré par '1. Popoviciu à 1'aidc
c1e la théorie des différences clir.isées et des fonctions convexes d'ordrc
supérieur. I,a démonstration qtle notls altons présenter ici est fonrlée sur
1es résultats d.e Peano, Retnez, Sarcl ct. s'-tr lcs lctnmes I et 2.

rnÌ.)onÉr,rp 2. (r. eorovrcru [7]). Soit 0 <h <n-1, A '. Ct'lct, òl --+ll
lintjuire, conlinwe, P,,-exacte. Si A(f"t-r,,) > 0 þour ch'uque t € l&,b1, nlors

'ak) > 0 qwcll'e que soit I e Chlø, b) P,,-conaexc.

Déntonsh,atiory, Cotsidérons les fonctions %0, ..., Ltr-h avec 1es pro-

priétés (5), (6), (7), (B) Si nous notous a : (-l)"-n-t lttt-,k.,t alors u est à

Dorrc 1'éga1ité (16) est établie. Soit naintenantg Ç C iø, ðl Pr.nonconcave,
et soit f e Çt-r lø, bl tclle cluc;f(r-t) : g. Alors / cst P,,-nonconcave. Con-
forrnénent arl lernme I, A(f) ) 0.'Alors L(g) 4'L(f("--ttt : A(f) > O.

I)onc -I-(g) > 0 cluelle clue soit g P.-noncorc¿ì\'e. Alors -I- est nulle sur tout

1rol-vnôme de d.egré 1. Cornme I-(x,) : .: - 
A@,rt¡ +0, il en résulte

(zfl)!
qtre Z est Pr-exacte, En' résuné, Z r,érific les hypothèses du lernme 2 (fat
étant Pr-nonconca\¡e). Soit clorrc ø <c<d.<b tels clue (17) L(k) )0 si
å est Pr-nonconca\¡e sur fø, Ò], Pr-conr¡exc sr1l i.c, dl. Soit g e Chls, hl
P,,-convexe. Il faut détrontre¡ cluc ,,1 (g) > ù I"a rLér'ivée,'g(rt-t) esiste
sw (ø, b), étant,continue et P¡-convexe sriÍ (ø; ð)'. Désignerons par g(')
la dérir'ée à gauche de g(,,-t), qni,cxistc sur (ø, ó) ,, Considérons les poly,
rrôrrres þ, q de degré n tels cluc

{18) .ptit(c) - s(i)(c), qu)(d) : s(i)(d), j : q, t, ..., rt,

Soit/ la fonction clui coincide avcc þ sw la, cl, avec ,E sur ic, ¿ll et ¿rvec

ç sur, ld, bl.Alors / e Çn-r Ia, bf,./('¡-r) cst ?r-uonco¡c¿1vç stlt lø, l¡i et
Pr-corn,exe sur lr, dl. Cornpte tendnt de (17), L.(f{,,-tt¡ > 0. }fais ¿rlors,
en vertu de (16), A(f) > 0. Soit h : g - "f ,Il cst facilc à r''érifier clLr€: Ìr(tt-tt
est continue sur (ø, ó) et Pr-nouconcave, Donc k cst 1?,,-floucouùa\¡e sür
(ø, lt). Mais l¿ e Chla, D], donc lr, çsL P,,-noncollcave stlï lø, Itj.Confor-
rnórrrent all lemn1e I, A(lt) > 0. Alors A(g) : -l(f) + ,4(h,) > 0, ct le
théotème est dérnontré. i

5. i\orls porl\¡orls n-Lairiteuant dérrontrer le théoi:èrne L.

a) Soit0 <å <n-i. Si .1(/) 20 quelle que soit f =C|lø,:bl
P,-ttonconcave, alors A (l) : A (x) : : A (x") :0. Supposons
A(x"+r¡ : g. Soit 2 un pol1.nôme quelconquc sur la,.bl. L'enserrrble de
ses diff érences divisèes d.'ordre n ! I est borné ; soient':m et ùI ses boines.
Alors/¡ : þ - mx¡'J-t et fr-!/[y"+t -þ sont P,,-nonconcaves, dorc A(fr) )
> O, A(f,) > 0. On déduit facilernent A(þ) :0, et alors A :0, ce qui

¿

variation bornée. Soit 1- : C la, l¡l --+ Il, L(f) :

trontrons qne

(16) A(f) : I.(ft,,-n¡.

fdv. Si f e Çn-rla, b),
I

S - L'ðndlyso numóriquc ct la thócr¡c tle l'approximation ---Tome 9, No, 2, 1080
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contredit l'hypothèse.'Donc A(xa-rt¡ * 0 et la fonctionnelle,4 est P,,-exacte.
De pltrs, A(-f,,tr,r) 2 0 cat .f,¡1,¡ e Ç"-rlø, bl est P,,-nonconcave pc11r
chaqne t = l.o, å1. Ðn appliquant le théorème 2 on obtient A(Ð > 0 clireile:
qne soit g e Chla, bf P,,-convexe.

b) Soit maintenant h: u,. En utilisant la représentation intég¡r;k:
de la fonctionnelle linéaire et bornée A: C"lø, b) --+ R et les conditi¡:rLs
A(l) : A(*) : A(x"-t\ - 0 il est facile à vérifier qu'i1 existe tine
fonction u à yariaLion bornée sur la, bl, contínue à gauche, u(a) : Q,
telle que

(le) .,1(f) : .fþ,ldy, f = C,, la, bl

On a aussi A(x") : O, d'on u(b
et soit H =,C"ln, b)telle eue I1(")

/úu Hþùdtt,' A(H) ) 0. Puisque

(20) udh { 0, qtreile qrre soit lt, e C lø, bl nondécroissante.

Compte tenant c1e (20), la conti,nuité à gauche de ø entraîne z¿ -< 0 sur
'lø, bl. Comme A + 0, il existe un point t e (a,, å) de continuité pcur
a, tel que u(t),{ 0. Alors on peut trouver r e (a,, t) et c e R tels ciue

121) ø(s) <c<0, si 5efr,t).
Soit g' e C"la, bl P -conyexe. Alors g(t) e Cla, b) est croissa¡te.

) : 0. Soit /¿ = Cla, å] nondécroissatrte,
: /¿. Alors 11 , est Pr-nonconca-ve, donc
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l, s e [ø, ó] tels que ,{ (f) : ttttl49:10 si et seuleurent si A(e) + O

qtrelle clue soit I € C¡o, a] .roirr"nt"l -'
11 est intéressant de coûlparer le résultat ci-d-essus au sui\¡ant-

l'HÈoRrtlIB 3. (ruanNu*r et rvrrrtr.Bv t3l). Soit A: C la, ól --+ R,

A + 0, lll ll < 2, d.ot'ncée þar t1(Í):)fa',r' où løfonction u' est ìt uariø-

tion born,óe, cottti'n'uc à gøot'c1rc, u(ø) : (i' Alors les affirmations suiu&ntes

sottl ttqrtiualanlcs:

(i) þor.ry cfu,aqve Í- ClØ, bl on' þeut troutter s * t tels que A(/) :,f (t) -
-fØ.

(li) , (g) I O qu,ellè quc soit g e Cla, b) croissønte

(lä) u'(b) : 0 ct u ne 
.ch'øttge þas le signe sur la, bl.

rrARNUr,r ct wFrrTr,rJv ont étudié un cas plus général (voir t3]).
Remarcluons quc f irnplication (iii) + (ii) est une conséquence du théorème 1,

pour å -n:0.
7. Considérons u11 nombre entier tø > 0, et derrx nombres ct, b tels

qtre0 <û.<å. Soit x:(xr, ..., x,,) oùø( Ír(... { xn (á. Notons

,4,,: A,,(x): (*, + .,. { x,,)ltr',G,,= G,,(x) : (x, ... fr,)tl", S,,: Sn(x) :
D@o - x¡)'
i<j

caRTwRrcul and FrDLD [2] ont démoritré les inégalités

(2s) #s,(1n-G,(#t"
On cn déduit irrurtódiatcment

(24) 1aj=.+*t-F;sí;.' 2b2nz Gr, 2ø2tt2

En utilisant(22) pottr n : I no¡s obtiendrons des inégalités cornparables
à (24).

I. RA$A 6 7

b

J

b

f

b

I

aonudlt,,

l)

uclgaùtluolt\6 f ttclgoù 2- c(gt,t(t) - gt"t(r)) > 0

Donc ,zl(S) > 0 et 1e théorème est démontré.,

6. Soit ra un nornbre entier,' n > 0, et soit A: Clø, å] * Iì une forLc-
tionnelle P,,-simple. Donc ,4 (x,+t) * 0 et pour chaclue -f = Cla, b) on
peut trouver lcs points lr, , t,,¡2 distincts tels clue

'(22) A(f) :'J(x"+t¡i-t,, . . ., t,+") .fl.
Potrr q,ue la Tonctionnellc ,{ soit P,,-simple il fqut et il suffit que ,.1 (Ð + O
quelle que soit g P,,-convcxc (voir [7]). \ ,

En particulier, soit n:0, ct soit I : Clø, bl --+ Il une fonction¡relle
lirréairc. Alors ¡.rour chaclne _f = Cla, bl ot peut ttóu.'"r, les,points clistincts

Soit I : Clø, bl-,R L(f) En ex-

ceptant 1e cas banal Kt: . . . : xn, la fonctionnelle I est Pt-simple et

L(xz\:å. Considérons la fonction ln sur la, bl.Alors on peut trouver

tr, tz, ts distincts dans f intervalle lra, 0] tels que

(25) I(ln) : L(x2)1t,, tr, t"; ln)

f(.r,\ * ... 1- f @") -r
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Mais Z(ln) :lnG, - irrr A,,, "t- + ( 1t,., t",t";lnl 
" -#

Alors (25) nous donne - j. < hr j+ < - 
s' ou bien2a2n! A r' 2b2n,

(26) 
"*¡, -!,, < 'tl < "*,, 

t,
- 2b2nz . Gu ' 2aznz

Conrpte tenant de f inégalité I + ,:;"* " "*p ,h rrous retenons de (24)

et (26) les rneilleures délirnitations

(27) "*¡',-I" <1-"<ll sf,
' 2bzn2 Gn 2o2nz

r,es inégalités (27) sont aussi cornparables à celles de nur,r,nrv [r].
B. nans un autre ou\¡rage le théo¡èrne l sera appliqué à l'étude cle

la .représentation des fonctiorrnelles d.'un clegré d.'exactitude donné.

DATA ORGANIZATION ACCORDING TO THE PROPERTY
OF CONSECUTIVE RETRIEVAI,
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l. Infroduelion. I,et ot- {Ar, r\,,, .. '; A,} 6". ¿ srrt of clescriptors
(attributes). Evcrl' descriptor À, rnay take values from a set lD¡'If-Îor
àrry descriplor A, c, certai; value froln Ø¡ is fixed, we obtain a¡ecording

wheie u¡ e aD¡, i : l, 2,
tiou of data:

R: (?rr., 0r, .,., ür),

.., n. A set of recordings will Torrn a collec-

@: {R,li, : l, 2, ..., nt}.

to¡ed on a certain medium á which
can t
has ch

d"p of
the en

a necessity appeafs. These necessities are specified by means of some

questions, and we denote by e- thcir set'^ what we are interested in is to firid an organization of ' @ on t,
so that for any element Ç = I one call determine the elements from @

*tri"tt constituie the ansr'ver to the question q (denote bV q@))'

2. Kinds of questions' Let A¡ e c4 anð- u,¡ e Q,' The pair: 
'

[{ : (A.r, rt,¡)


