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Soit f un élement de F(CL2 [—1, +17), espace précisé ultérieure-
ment, que 'on désire approcher par un élement g% = Vp-sous-ensemble
de l'ensemble des fractions rationnelles dont les degrés des numérateur
et dénominateur sont respectivement m et #, de telle maniére que :

lg* — Slle = min |lg — fllz

g=vy
On pose : _
F={f//(®)20Vxe [-1, +1], fe I2[—1, +1], VI GC[—1, +1]
S(x) #0 sur I}

V=188 = b e, bt 3 0Vae [—1, 417,
0 0 0

td 1] m
2@t >0, Vx e [—1, +1], >l 4 Db = 1}}.
0 0 0

1. Existence d’un meilleur approximant

SOlt C‘ - [ﬂ’,b‘] = [aUF ML) anlb(): c ety bm:l = Rn+m+2.

Chercher g* < V! revient & chercher — s'il existe — ¢* e®NBNa
tel que
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(1) o) = § w() l@i > flal) a4
=1 2. apnk

soit minimum pour ¢ = c* avec &, boule unité de Rr+m+2 et
&= {c e Rrint2 /bt 2 0 Vi e [—1, +11},
a=1{c Rt/ Saxt>0Vre [—1, +11.

On montre [2] que le minimum de Q — s'il existe — appartient a

tinue dorc:
un compact sur lequel Q est continu , 5
11 eI))(is‘ce une meilleure approximation de f < F par un élement de V

2, Non unieité (et unieité)

. . * ”
Si fe F on ne peut assurer I'unicité du meilleur approximant g% e Va
(Wm, n), pour toute fonction poids w(x).

Contre-exemple

Soit 1
R i o)
flx) = 1
01 xm[-5 +g
et soit w(x) =1
On a alors
+1 by Iyt T 2 i
=\ | Sy e
00 = [t =0

-1

b+ b% n meilleur approximant de f. 11 est immédiat de
af +-afu d f
. _ b — biu i illeur approximant de j.
voir que ¢~ (1) = ;%—_—a—;; est aussi un me PP )
0 . . * M) = ¢~ (u had
cité = o*(n) = ¢ (#) Vu; mais ¢*( \ i
unicite ¢*(u) a upicité on doit avolr

Soit o*(u)=

On a alors: 4
< o*(u)= @*(—u) bl = al = 0; donc s'il y
¢*(u) = b, (c’cst-a-dire une constante’.
On a:
( 5 = 0.5005)
Qbe, 0, 0) = min | [by — f(u) du = llglt — 051005 (3% = 0.

-1
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et si on calcule

Q(0.53, 0.415, 0.5) = ||g|* — 0.5241 < Q(b,, O, 0)
b di
(en prenant a, = 1 ce qui est équivalent A prendre ¢ sur la boule unité
de RY). .
Ceci montre donc que le meilleur approximant de f (qui est une fonc-
tion paire), n'est pas pair, soit tel que a;, = b, = 0
Il n’y a donc pas unicité du meilleur approximant.

*
* £

Cependant il est assez rapide de voir que si I'on choisit m — 0 et
# =1 il y a unicité du meilleur approximant.

On pose le probléeme suivant: a quelles conditions le meilleur appro-
ximant est-il unique?

— pour quelle classe de fonctions f?
— y-a-t-il unicité si m < n?
3. Application au filtrage numérique

Construire un filtre numérique consiste 4 trouver deux jeux de coeffi-

cients (8o, By, ..., By) et (a4, ..., @,) tels que la réponse en fréquence du
filtre [1]
i Bpe—iprT
H(emAT) __0
"
2 aﬁe—ipmAT
0

satisfasse un certain nombre de conditions fixées a 'avance.
Le filtre tel que: i)

m -
D Bpe =
0

(2) Sw(x) fpetaac — /(%)] dx soit minimum.

2 aﬁe—‘-‘"

0

2

(f(x) étant un modele donné A 'avance).
n
ii) le polynome ), a,2*—* posséde toutes ses racines de module <1
0

(condition de stabilité) sera dit filtre optimal au sens de la norme de
Li[0, =] (w(x) > 0); » est appelé 'ordre du filtre.
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L’application des § 1 et § 2 au filtrage numérique est alors immédiate
puisque :

B k X
2 Speitr — EO dycos (px) = ; hy cosPx
p= " ’

F2=T
iabi = ‘intégrale (2) permet de
t le changement de variabile cos x = # dans 11r}tegra 2) perme
Ie)asser!é l’iitégrale (1), ¢’est-a-dire a la recherche d’une fraction 4rat10.nn_e11>c;3
optimale. \ ' s <
Exemple. Filtres passe-bas optimaunx

On peut tout d’abord remarquer que le modéle A(x) du filtre passe-
bas idéal n’appartient pas a.F. . T

' hex)

+1

]

Fig. 3.1

On prend alors pour modele, f(x), d'un filtre passe-bas: (¢ constante
> 0 fixée, aussi petite que désirée)

1 x e [Or xl]

f(%) = (1= cos ) (1 - cos () ¢ sinon cé¢ modéle appartient bien 3 F,
1 —{cos (#,) cos (»)

T £(x)

PR G——
+1 1
1

]

]

L]

]

'

L)

L)

i
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Soit F, le filtre optimal corresponce i modele, On a le résultat
suivant : : ,

THEOREME. On pose m = n, of w(x)=1 + tg (x/2). Soient
(BYt =g, ..., Bl et () = [af, ... am] les  coefficients du Siltre
optimal passe-bas F,. Soient (B2 et (ar)t les coefficients du filtre optimal
passe-bas F,,. 1l existe une matrice M 4 (m + 1) lignes et & (m 4 1) colon-
nes telle que

B2 = MB' et o= Mg

Remarque. A partir d’un filtre F, fixé, pour un ordre donné, on peut
construire avec des transformation simples tous les autres filtres passe-
bas ou bien passe-haut de méme ordre.

Pour construire des filtres passe-bande (ou multi-bande) 4 partir de
ce filtre F, dit filtre de base le probléme n'est pas encore entidrement
résolu car on ne sait pas s'il y a unicité dans le cas m < n.

Ces fliltres passe-bande, quoique excellents comme le montre la figure
3.3, ne peuvent étre appelés optimaux.

4. Caleul numérique d’un meilleuy approximant

Le calcul de la meilleure approximation — ¢’est-a-dire du filtre opti-
mal — est difficile pour plusieurs rajsons :

a) la fonction a4 minimiser ne possede pas de "bonnes propriétés”’,
qu’on espére trouver dans Jes problémes de minimisation c’est-a-dire forme
quadratique ou fonction convexe.

b) on doit minimiser la fonction Q(c) sous un ensemble de contraintes
en nombre infini.

Dans le cas de minimisation avec contraintes on a choisi une méthode
de pénalisation intérieurc, Les résultats ont été assez décevants : lenteur
de la convergence (le filtre obtenu ne présentant pas certaines propriétés
d’alternance du filtre optimal).

Cependant dans le cas ot # — 0 (pas de dénominateur), une méthode
particuliérement appropriée a été mise au point [3].

¢) en réalité on peut se ramener 2 un probléme sans contraintes en les
inconnues [a,, ..., @y Bo, -+, Bl (les inconnues du dénominateur n’étant
pas actives). Pour cette minimisation sans contraintes la méthode de Flet-
cher et Powell s’est révélée trés efficace,

Les résultats obtenus par cette méthode sont ceux des exemples du
paragraphe § 5.

5. Exemples

La figure 5.1 montre le filtre passe-bas, de bage, d’ordre 3 qui permet
de calculer tous les autres filtres passe-bas optimaux d’ordre 3 et des filtres
passe-haut ou passe-bande. Sur chaque figure est dessiné:
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NUMERATEUR DEGRE K= &
DENOMINATEUR DEGRE M= 3

1,00 |m—=

'0'61 1 1,57 T

“REPCNSE EN FREQUINCK

EMPLACEMENT DES POLES

p COEFFICIENTS DJ FILTRE «
£ ALPHA
0 1,000000
1 0,185483
E 2 0,371160
1 3 0,129237
* e BETA
0 0,270007
1 0,554612
2 0,857008
P 3 0,27/2414

— le modgle (carré du module de la réponse en fréquence)
— le carré du module de la réponse du filtre optimal

— 1la répartition des podles a l'intérieur du cercle unité (ce qui permet
d’avoir une estimation de la durée de la phase transitoire due au filtre).

— les coefficients cherchés du filtre étudié.
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'I:a.» figure 5.2 montre unfiltre passe-bas de pulsation de coupure (nor-
m\ahsefe).: 2.,2. Ce filtre optimal est obtenu & partir du filtre précédent 5.1
par utilisation du théoréme . dun.§.3:(c’est-a:dire sans aucin caléul de mini-
misation). e e ey |

NUMERATELR OEGRE K 3
DENOMINATELR DEGRE My 3

/ j
0.01

REPONSE EN FREDUENCE

EMPLACEMENT CES POLES

COEFFICIENTS QU FILTRE o

ALPHA
#
0 1,000000
1 0,987870
20,5265
11 3 0,008211
" BETA
0 0,142029
1 -0,116618
¥ 2 0,18103
3 -0,144415

Fig. 5.2
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La figure 5.3 montre un filtre passe-bande obtenu comme le. précédent

a partir du filtre de base, mais cette fois-ci I'ordre est multiplié par 2 I'or-
dre est'donc 6. e o SR

. Ces différérits résultats montre que ces filtres optimaux, au sens de la

norme L2 sont au moins aussi bons que les filtres plus classiques (Butter-

worth, Tchebycheff, ...) obtenus avec d’autres types d’approximation.

NOMERATELR DEGRE Kr ©

; QENOMINATELR DEGRE M= 6

1,00 r\” |

0.01 1,366 1.763 TI' -
REPONSE EN FREQUENCE "

DMPLACEMENT DES POLES

COEFFICIENTS DU FILTRE »

ALPHA

0 1,000000
1 -0,032567
2 2,070443
3 -0,045374
4 1,461995
5 -0,015715
& 0,328289
BETA 1

0 0,0672%7
1 -0,001532
2 0,035685
3 -0,00000G
4 -0,036232
& 0,00i538
s -0,067748

Fig. 5.3
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