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{rom (14) and (13) ¡¡'e have :

GH. TOI\DER 6 MATHEMATICA _ REVUE D'ANALYSE NUMÉRIQUE
ET DE THÉORIE DE L'APPROXIMATION

L'ANALYSE NUMÉRIOUE ET LA TIIÉORIE DE L'APPIIOXIMATION
Tome 10, ¡e l, lgLl, pp. llg_l2z,t-l fü

8l+r,,,: D Pi,;],+Dqi:i +t i:¡t

1

¡t-l
\-\
¿J

fr
nl
i,i-r : þ¡,¿-t i Dþt,,-r: þi+t,,,,

that is (19) holds.
As we sarv in (B) :

''2rí,,n:m- j+ 1 : so(m -j + I) for 2 <j <m
Frone (15) we have lor j > 3:

Ër,(¿ - j+t) :"Ë'so(i) : st(m- j+r)
¿:j itl

3
f j,,u Ð T¡-t, t-r :

Let us suppose that:
20) rJo,*:sn-z(rn - j +ll.
Then

r'jl,,' :f. ri-r,o-' : É s,-,(i - j + l):'tt so-zþ),
' l"tt - ?n i-i .. d;l

that is, by ind.uctiort lot n, the assumption (20) is proved.
To finish the proof of the theorem, it is enough to determine the

APPROXIMATION PAR DES FRACTIONS RATIONNELLES
EN NORME L2

(APPLICATION AU FILTRAGE NUMÉRIQUE)
par

JAQUES worrF
(Greuoble)

coefficients so (m). We have:

sr(m):Drr(t) :É
i:l i:t

Let us suppose that:

. vn(m I 1\

2
(*

+1
2 me CLr. l- l, +ll), ltèrieure_g: ;,',fåiå"uå',:ii ffé.,"#lJ:cL vement m et n, que:

llg* - "fllp : min llg - fll,
8'vm

On pose :

F : {f ,/f (r)>0 V;ve [--1, +1], f = LiL_r, +11, V/ + Ø a [_t, +l]

(2r)

Then

so( tn ffïï)
sn+t(m): Ë so(i) : r(: : 1l :li-t -r\h+ll \

mIh*l
h+2

From (9), (18), (19) and. (21) we have (16). f(x) + 0 sur 1)
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1. Existence drun meilleur approximant,

Soit c' : løtlbtf : lao, ..., arlbu, ..., bn,l =pt,+n+2.
Chercher g'r = V'l revient à cherchcr - s,il existe _ c* e &raß.1gtel que
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(r) Ql'): \;o'V*- rutfa.
et si orr calcule

0(0.53, 0.41s, 0.5) : llell, - 0.sz4r < Q(bo, o, 0)t. t t.
(en prenant øo: I ce qui est équivalent à prendre c sur ra boule unité
de .F).

ceci montre donc que le meilleur approximant de f (qui est une fonc-
tion paire), n'est pas pair, soit tel que &t: bt - 0. -

fl n'y a donc pas unicité du mlilleur apþroximant.

***
Cepcndant il est assez rapide de voir que si l'on choisit m :0 et

n : I t\ y a unicité du meilleur approximant.

. On pose_ le problème suivant: à quelles conditions le rneilleur appro-
ximant est-il unique ?

- pour quelle classe de fonctions /?
- y-a-t-il unicité si m 1n?

soit minimum pour c : c* avec &t boule unité ¿" ¡¡ø+ø+2' sf

& : {c .- pn+ñ+2//Lboxh > 0 Yx = [-1, +1-]]'

&:{c *F{'+n+zr/2aoxh > 0 vr = [-l' +1]]'

On montre 12] que le minimum de.Q - s'il existe - appartient à

"" ;;;;"ti"t i"i1"^"t Q est continue doic:
Il existe une meilleure approximation tle/ e F par un élement de Vi'

2. Non unicité (et unicitó)

Si/eFonnepeutassurerl,unicitédumeilleurapproximantgx=Vl
1V*i-"\,]õur toutË fonction poids tu(ø)'

Contre-exemþl'e

Soit 3. Application au filtragc numérique

Construire un liltre numérique consiste à trouver deux jeux de coeffi-
cients 

J_9_0, 9r, . . ., þ-) et (ao, .-. . , d,) tels que la réponse en fréquence du
filtre [l' 

É ppe-iÞatr

I1(eioar¡ - 
o

\ o¡"-;t't'r
0

I xe +;l
+;lf(x):

0.1 it é o

et soit u(x) :7
On a alors

Qþ):TtmÏì:(u¡l'a" satisfasse un certain nombre de conditions fixées à l'avance.

Le filtre tel que : i)-l

Soit g*(u):o"WUrnun meilleur approximant de /' Il est immécliat de

voir que v-@) :o#rnest aussi un meilleur approximant de /'

On a alors : unicité * p*þt) : 9- @) Yu; -"it.. 9*(w) : q- (u) o
+9*(u): q*(-w) *ii: oi)d;'aool t'i y a unicité on cloit avoi¡

gt'(u) : bo (c'cst-à-dire une constante)'

m

(2) ! *øt
o

D PP"-'¡'
0

- t@) d,x soít minimum.
n

\ o¡t-io'
0

Ona

(f(x) étant un modèle donné à l'avance).

ii) le polyno-" f d"hzn-þ possède toutes ses racines de module < I
(condition de stabililé) sera dit filtre optimal au sens d.e la norme d.e

f?,¡0, n1 (*@) > 0); n est appelé l'ord.re du filtre.

+l

Q(b,, 0,0) : min f tr. - f(u))'d'u: llsll' - 0'51005 (bã:0'5005)

-l
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4

. r"application des $ 1 et $ 2 au filtrage numériquc est arors immrédiate
putsq ue

ÐBot-to,:Idrcos (þ*) : Ih, cosox
þ-0 þ=0 .. -0- 

,i

et le changegen! de variabile cos .tr : u dans f intégrare (z) permet de
passer à f intégrale (1), c'est-à-dire à la recherche d'un-e tractió¡ iationnelleoptirnale. :

E xernþle. Filtres þøsse-bas oþtirnøux

9l .peut tout d'abo¡d rerrarquer que le modèle h(x) da filtre passe-
bas idéa1 n'appartient pas à F.

r¡rÉonÈrlrE. On þose nr. : n, et
tPå, . . ,, PLI ;t @')' : t"å, . .,
þøsse-bas F*,. Soient (g\, ,t 1n¡ts F,". Il exiite une màiri'ce U'a'p
que

*(*l:,1 + tg, (x,/2). Soient
_d^l t¿s cofficiàóts 'd.u 

filtre
Ie,s coefficient,s d.u fittre optimalI I) /.r.g1tes et à (m l_ l)'coton_

AppRoxrMArroN po* o¡! ¡äÄcúo¡,rs RATToNNELLES 
l2j,

le filtrc pptinral corresponce à modèle. On a le résultat

þ' : Mþt et a.2 : Mq.r

5

. Soit Pr,
sutvant :

^ 
On prend alors pour modèle, f(x), d'an filtre passe-bas: (o constante

) 0 fixée, aussi petite que désirée)

(l - cos *,)(l -l-cos (z))
- +. " a sinon ce rnodèle appartient bien à trI -icos (xr) cos (z)

A partir d'urr filtre È,. .fixé_, pour un ordre d.onné, on peut;:i ,Íi";;ät;,,11';;åñ;^'ïä'"ï:."i.iå*ï;;",";lJ,::
ruire des 1

ce filtre ,¡;", aii Ïittre multi-bande) à partir de
résolu cat on ne sait pãs pas encore entièrement

Ces fliltres pàrs"-¡a i rn < n-

5.3, ne Ë;;;;:;re apr mme le montre la figure

4. Calcul numérique drun meilleur approximant

,,,u Ï ::fä1'Íåi: îåTl1l;,1gî:î:Tlï :'est-à-dire du riltre opti-
a) la fonction à _mi ser ne possède p1s de ,,bonnes 

propriétés,,,qu'on espère trouver danr ;;"bjè"ä a" -ïrrilii;tio;;iest_à_dire formequadratique ou fonction ri";'"'^"

"" "|ìrîi"U,îlr;1l"t-ise¡ 
la fonction p(c) sous un ensemble d.e contraintes

de minimisation avec contraintes on a choisi une méthodede inté¡ieui". 
"i"î^t¿iitìåìs 

ont été ssez décevants : lenteurcle ce (re f'tt";bt;;"*ïË'pre."nt""t pär"ääines propriétésd,a filtie optim;¡.--- "-
Cependant dans le "l: où I 

= 
0. (pas de dén eur), une méthodelée a été misc au point

contraintes en les

ffili:'.î:3'i,Xï:
paragraphe $ 5. 

s par cette méthode sont ceux des exemples d.u

5. Exemplcs

. I,a figurc S.l montrc lc filtre
de carcuie?îouJ'l"r'àr,tr"u rittres p ã{:åÍJî?rnå:rnïiî:lpasse-haut ou passe-bande. Sur- d.essiné :

h(f)

.r1

cti

f(x) :

rr

Fig.3.l

x e 10, xrl

"r
Fig. 3.2

f(x)

+l

s

'Y :
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N-|'4ERATEIR DEGRE Ko 3

CÐ\Io$4NATNA DEGRE M= 3
r,a figure 5.2 montre unfiltro pass€-bâs de pulsation d,e coupure (nor-

malisee) ;2,2. ce filtre.optimal est obtenu à paitir du filtre précédeut 5.1
par utilisation du théqrème .-du",g.B,-(cigsr.i[.dti¿.*"tr" 

"o."n "ji¡i dåtrri_misati,on). :i;----- ' -

lr@

¡r¡€RAIE-R 0EGffi K¡ 3

ü]$rttrAT8n ffiflE tfi 0

P_'

'0.01 57 TT
t.0o

"FEP[)'¡SE 0.1 FFEqn'¡:c

0.m
$aPLA5€¡fT DEC lt-Es 2,2 Tr

C0EITICIENTS S-J FILTRE r NæC}ßE R¡ TFTTTfME

NfHA I

0 1,000000
1 0,186489
2 0.3777æ
3 0,129297

BETA I
U'P|-AC].ú'{T DES Pû-Es

COFFICIS{TS ELI FiLTRE ¡

¡ALfllA ¡

o o,270vÛ
1 0,5546f2
2 0,ry008

" 
0,2t2414

0 1.000000
1 0,987370
2 0,525511
3 0,006211

BEÍA ¡

Fi. 5.1

- le modèle (carré du module de la réponse en fréquence)

- le carré du module de la réponse du filtre optimal

- la répartition d.es pôles, à l'intérieur du cercle unité (ce- 
-q1- 

p,--",lT:J

d,avoir ;;-ãti*"tion tle 1a durée de la phase transitoire due au filtre)'

- les coefficients cherchés du filtre étudié'

0
1

2
3

0,14299
-0,116€18
0,11810J
-0,744415

&c. 5.2
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Lafigure5.3montreurrfiltrepasse-barrd,eobtenucomme.lepré9éÇgnt
à p"ñir-åóf,lntià"á"fu¿, *ãir-""1t^" iois-ci l'ordre est multiplié par 2l'9r
dre estldonc 6.

. ' ces différe¡ts résultàts rnontrë qtle ces filtres optimau*,-au serrs de la

norme 12, sont "" ;;iu; ;ussi þor1s ltre les Tiltres plus classiques (Butter-

worth, 'Ichebycheff, . . l) obtenqs dvec d'autr"s lypes d'approxirnation'
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Requ Ic 7. f. lgZS

Uniuersité tle Grenoblc

lrO

O'Ø I,366 1.763 TI

TEPO\68 R¡ FFEq.RTE

E}4PLAITMNT DES POIS

C0ETICIEIJTS D.J FII-TRE ¡

Al+{q I

o 1,000@
1 -0.032567
2 2.0704L3
3 -0.045374
4 1,461995
5 -0,015715
6 0,328289

BETA I

0 0,06729
'1 -0,001532
2 0,036685
3 -0,00000G
4 -0.0362æ
5 0,001538
s -o,tw76

Fig. s.3


