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1. Considérons f intervalle lø, b) et le nombre entier n > - 1. Soit
Pn l'espace des polynômes de degré ( n(P-t: {0}). Notons þ,(t) : til
t = lø, bf, i:0; 1, .... Soit M tn sous-espace linéaire de Cla', å] qui
contiènt lès polynômes. IJne fontíonnelle linéaire L: MnR est diteP" -
- :exacte s\ L(þo):2(þt) : .". .:L(þ,) : 0, L(þ,+r) * 0.I,a fonctionnelle I
est dite P"-simple si L(þ"+ì ) 0 et si quelle que soit .f = lW on peut trou-
ver les points tr, . . ,, l,+z distincts dans fø, ól tels que

(1) L(î) : I.(1,"*')1t,., . . ., t,+.2', Í)

Une fonctionnelle linéaire L: M --'Iì est P,-simple si et seuleurent si
¿(r) > 0 quelle que soit s e M, s P,-convexe ([4]).

Soit I ela,b). Notons w(t):l si f=(e,b) et w(t):ll2 si I €
e {ø, b}. Soient %t, ..., xo, des points distincts dans fø, bf, et c¿}0,
i :- l, . . ,, rn. Considérons 1a fonctionnelle

(2) A: Clø, ål * R, A(f) :Ð 
",Í(*,), f = Clø, bl

Soit 9,,*r l'ensemble des fonctionnelles de la forme (2) pour lesquelles
lil-t1

Ðr(*,)*l(eo:{0i).
THÉoRÈME 1 (t2l). Si T est une fonctionnel,l,e li'néøire et þosit'fue sur

Clø, b), øl'ors il' existe L = 9,1-, tel'le que Tlen: Lle,.
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'r'HEorÌÈnrD 2 (17))' Soient X' Y' 7 cles esþøces d'e ßønøch" U: X*Y'

V'.X*Zdeso7rArarc'urclinéairesetborn'és'Usurjecti'f'I/lo'":0'Al'ors
il existe un oþórateur linéa'ire et bort'ltj T "Y 

--- Z tel que V : T o U'

Dans l,espace linéaire Cþlø, bl noús allons considérer 1a norme donnée

n- itil;:*n'{li7i; ll.f il' "" ll/'^'ll}' ll'll étant la norme unirorme'

2. '1. popor¡rcru [5, $4] a étuc1ié 1es fonctionnelles P'-exactes L : IVI *

*1ìpotrrlescluellesonpetrttroür¡erleslonctionrrellesP,,-simplesLb
r.lvl+Rtellesquel- I'|-Z,.Danscettelrotenousenvisagefonsúne
D2'- ^

classe de lonction,tJl' qt'i jãuiss""t de cette propriété' Noüs construirons

aussi une fonctionnelt" qii n'a pas la propriété en question'

'rr{DoRÌtrro 3. Soit 0 < Þ < n -l I et so'il' L" Cklø' b)*R une fonc-

tionnellelinóø'ire,Uorn¿',-P,,-exøcte'Al'orsonþeuttrouuerdeuxfonctionnelles
Lr, Lr: Chlø, bl ---+lì t'inéiires et bornées' ckàcune étønt P'-sim'þle or nulle'

tel,les que L:I-r-Lz'
Démonstration' Solt dans le théorème 2' X - Chla' bl' y : Clø'-b)'

Z:R,UU):fa't,V:I'AlorsilexisteunefonctionnelleT:Cla''bl*
* R 1inéaire et bornée, te1le que

(3) LU) : T(Í@t)' -f = Cela' b7'

La fonctionnelle 9i: T.. 
est P'-¿-exacte'3ä"#'ï;ä;ã; îi Jä",Í 

ri"lÌ 
"T,'5:OUe -¿ : 17- L

À = 9,-na1 telle

REIVIARQUD.Unecertainellopriétédeminimalitépourlareprésentation
L :-î;-: i, est étudié dans [5], [6]'

3. ExemPles et aPPlications

nt Pas r:ePrésentables

' 1ï;I':tliå'ü,"ì""îJ,lå:
t 1) :''':L(þ"):0'
L(h,\ : kc'i,-t, h > n a 1. Supposons que L :.Lt- Lr,.oìr les fonctio-

;t[f1"r i::oLo''.'[..'.*R sont linèaires, 
"-hucuo" 

étant P,,-simplc or nulle'

ööä;åi,"",'iü(l),io.u"huqo" tt' > n f 1 onpeuttrouvers' I e (0' 1)

tels que

hc'i" : L(þu) : Lr(þo) - Lr(þr) : Lr(þ*r-r)c;+rtu-"-'

- Lr(þ,, r)ctit¡h-u t 4 Lr(þ,t-t)c';".

I)onc Ly(þ,t r.t) 2 Þ quel que soit h > n f 1, ce qui est impossible'

b). Considérons la formule de quadrature de Hardy

\ro,u.: Hff) + R,(Í)

oìrã(/)+/(5)),+,2'2f(3)'Lafonctionnelle
Rã, déf måià 'o'est pas'-Pu-sirnple (tsl)'
Soit G dans la formirle de quadrature de

Gauss, 1e [0, 6], donc

(4) G(f) :å¡(, - å Jß) +|rtsr +ir(s+ å Jir]

Conformémentauthéorème3,Rr- Lr- LroìtLretLrsontd'esfonctio-
nnelles Pr-simples sur C [0, 6] ; on trourre

f(x)dx - G(f), L,(Í) : H(f) - GU)

L,(þu) : 174961175, L,(þu) :2268125

J)onc, que11e que soit f = C[0'^6] il existe st' " " s' distincts clans [0' 6]

et tr, ). ., t, ãistinctÀ dans [0, 6] tels que

(5) Rr(fl:19 [rr,',., sz ; Í]- ffl'r" "' t'ti f1

Si / e C0 f0, 61, alors il existe s, I e (0, 6) tels que

(6) Rr(f) : # ¡ter(s)- 
jt 

¡CIr1r¡

r.,,( f ) :
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Si / e= C3[0, 6] on sait ([B]) que

17) R,(/) : ]Otf,',{n) - !¡a4u¡¡, a.: b e (0, 6),

r. popo\/rcru (fSl) a obtenu po:u¡ f = C8[0, 6]:

(8) R,(.f) : fr- tf.,t'l - E ¡atg¡), ,, d e (0, 6)

Ðn appliquant les résultats de c, er,r,.rsra et ì,r. arrr{asrÁ[l] on obtient,
pour / .= cß [0, 6] :

(e) R"(/): 19f 
¡r.r14 - 

tä¡,rf{);, t, ¿,e (0,6)

c) . Considérons nr.aintenant la formule de quadrature de W-eddle

itoru-:w(f) + R,(Í)
0

otr w(f) :0,3[/(0) + Í(2) + f(4) +/(6)] + l,st/(1) +/(5)l + 1,8/(3).

I,a fonctionnelle R,, définie sur C[0, 6], est Pu-exacte rnais n'est pas Pu-
simple ([5]). Conformément au théorème 3, R, - LL- I, où les fonctio-
nnelles Pu-simples L, et Z, sont données par

6

L,(f) : [, Í@)a* - G(Í), L,(f) : r4/(f) - G(Í)

Puis Zr(1u) : 174961175, Lr(þu) :2628125.
Donc, quelle que soit Í = C [0, 6_] il existe sr,
et tr, . . ., t, distincts dans [0, 6] tels que

, so distincts d.ans [0,6]

(10) R,(f) :#1r,, .. ., szi .ff - ff v,,,.., tzi Íl
Si / e C010, 61, alors il existe s, t e (0, 6) tels que

(11) R,lfl: 4x ¡tur1s¡ - J!-Íø{t)

Si / = C8[0, 6] on sait ([B]) que

(t2) R,(fl : -jo (Í$)(ø) + fr/t'rta)), ø, b e (0, 6).

r. popovrcru ([5]) a obtenu pour / e C8[0, 6]:

(13) R.(Í): - in0 1¡ror(c) * 1¡r'r1a¡¡, c, d. e (0, 6),
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et pour f e Çro [0, 6] :

(14) R,(f): - 
I (frcrb\ * 61-7,tol(r)), ,, 5 e (0, 6)

140 ,, \'/ 1gl5

Bn appliquant les résultats de c, er.r,,l.sre et M. Ar{r{asra [1] on obtient
Pour / e Co [0, 6] :

(15) R,(,f) : r91a¡rurp¡ 
-tlrfo frtt), t, t, e (0, 6)
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