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1. Considérons l'intervalle [a, b] et le nombre entier » > —1. Soit
P, l'espace des polyndémes de degré < #(P_, = {0}). Notons p,(t) =¥,
t e [a b],c=0,1, .... Soit M un sous-espace linéaire de Cla, b] qui
contient les polyndémes. Une fontionnelle lindaire L : M — R est dite P, —
—exacte si L(po)=L(py) = ... =L(p,) =0, L(pu+1) # 0. La fonctionnelle L
est dite P,—simple si L(p,+1) > O et si quelle que soit £ = M on peut trou-
ver les points £, ..., ty4+o distincts dans [a, b] tels que

(1) L(f) = L{pna)[t1, -y Basz; f]

Une fonctionnelle linéaire L: M -+»R est P,—simple si et seulement si
L(s) > 0 quelle que soit s = M, s P,—convexe ([4]).
Soit ¢t € [a, b]. Notons w(f) =1 si £ <= (a, b) et w(t) =1/2 si ¢ =

e {a, b}. Soient x,, ..., %, des points distincts dans [a, b], et ¢; >0,
i =1, ..., m. Considérons la, fonctionnelle 3
@) A:Cla, b]—R, A(f) = 3 cf(x), f < Cla, b]

i=1

Soit £,.; l'ensemble des fonctionnelles de la forme (2) pour lesquelles

w

> wix) < 2EL (g, = (0)).

i=1

THEOREME 1 ([2]). S¢ T est une fonctionnelle linéaive et positive sur
Cla, b], alors il existe L = &, telle que T|p, = L|p,.
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rriorEME 2 ([7]). Sotent X, Y, Z des espaces de Banach, U : X =Y,
V. X — 7 des opératenrs lLinéaires et bornés, U surjectif, Vigwr = 0. Alors
il existe un opérateur linéaive et borné T:Y —Z tel que V =ToU.

Dans I'espace linéaire Ck[a, b] nous allons considérer la norme donnée
par ||fll, = max WAL U s [ /@[3, -] étant la norme uniforme.

2 o poPOVICIU [5, §4] a étudié les fonctionnelles P,-exactes L: M —
—» R pour lesquelles on peut trouver les fonctionnelles P,-simples Lq,
L,:M — R telles que L = L, — L,. Dans cette note nous envisagerons une
classe de fonctionnelles qui jouissent de cette propriété. Nous construirons
aussi une fonctionnelle qui n’a pas la propriété en question.

THEORDME 3. Soit 0 <k <7 41 et soit L:CHa, b]— R wune fonc-
tionnelle linéairve, bornée, P, -exacle. Alors on peut trouwver deux fonctionnelles
L, L,:Cta, b]—R linéairves et bornées, chacune étant P -simple or nulle,
telles que L = L, — Lo

Démonstration. Soit dans le théoréme 2, X == Ck[a, 0], Y = Cla, b],
Z =R, U(f) =f®, V =L. Alors il existe une fonctionnelle T :Cla, b]—
_» R linéaire et bornée, telle que

(3) L(f) = T(f®); f = CMa; b).

La fonctionnelle L étant P -exacte, on déduit que T est P,_,-exacte.
Soient T4, T, des fonctionnelles linéaires et positives sur Cla, b] telles
que T =T, — Ty En appliquant le théoréme 1 on déduit qu’il existe
A e &, 4 telle que Tylp, , = Tolp, = Alpy_s

Supposons que T; — A soit nonnulle. Soit s = C[a, b] P,_,-convexe.
Si Ty(s) = Als), alors T et A coincident sur le systéme de Tchebycheff
{Po, P1v ++ s Pt s} ; mais alors Ty = 4 ([3]). Donc, si T; — 4 est nonn-
nulle, alors (T; — A)(s)# 0 quelle que soit s € Cld, b] Pa-j-convexe.
1l en résulte que T, —A est nulle, or T, — A est P,_,-simple, or —(T; — 4)
est P,_,-simple. Les mémes conclusions sont valables pour T’y — 4. Compte
tenant que T = (T, — 4) — (T3 — A), on 'déduit que T =4; — 4, ol
A, et A, sont des fonctionnelles linéaires et bornées sur Cla, b}, chacune
étant P, p-simple or nulle. Soient L, = A,o0U, Ly = Ay0U. Alors L,
et L, sont linéaires et bornces sur C#[a, b]. Soit 4, #0, donc A, est
P,_,-simple. Alors L, #0. Si g C*[a, b] est P, -convexe, alors g =
e Cla, b] est P, — convexe, donc L,(g) = 4.(g™) > 0. On en déduit
que L, este P -simple or nulle, le méme conclusion ¢tant valable pour L,.
Compte tenant de (3) on obtient L(f) = T(f®) = 4,(f®) — Ag(fW) =
= L,(f) — Ly(f) quelle que soit f = C*[a, b). Donc L'= L=y,

_ REMARQUE. Une certaine propriété de minimalité pour la représentation
L =L, — L, est étudié¢ dans [5], [6].
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3. Exemples et applications

a). 11 v a des fonctionnelles P -exactes qui ne sont pas représentables

sous la forme d'une différence de fonctionnelles P, simples. Voici un exemple.
~ Soit M I'espace de tous les polynomes sur [0, 1]. Considérons la fonc-
tionnelle lindaire L : M — R pour laquelle L(p,) = L(p1) =... = L(p,) =0,

L(p,) = kCi™', k > n + 1. Supposons que L = L, — L, olt les fonctio-
nnelles L, Ly: M —R sont linéaires, chacune étant P,-simple or nulle.
Cc;mpte tenant de (1), pour chaque & > # + 1 on peut trouver s, t = (0, 1)
tels que

RCEH = L(p) = Lulp) — Lafy) = Lalpus) G —

— Ly(purn)Ch T Ly(par)Ci '

Donc Ly(pur1) = k quel que soit b > n + 1, ce qui est impossible.
b). Considérons la formule de quadrature de Hardy

| 7ta)dx = H(f) + Rulf)

oft H(f) = 0,28[f(0) + /(6)1 -+ 1,62[f(1) + £(5)] + 2,2f(3). La fonctionnelle
R, définie sur C[0, 6], est Pgexacte mais n'est pas Pgsimple ([5]).
Soit G la fonctionnelle qui intervient dans la formule de quadrature de
Gauss, avee trois noeuds, sur Uintervalle [0, 6], donc

(4) GU) = 513 = S8+ /@) + 2/ (34 15

Conformément au théoréme 3, Ry=L; — L, ot L, et L, sont des fonctio-
nnelles Py-simples sur C[0, 6]; on trouve

L(f) = S f@)dx — G(f), Ly(f) = H(/) — G(f)

Ly(pe) = 17496]175, Ly(ps) == 226825

Donc, quelle que soit f € C[0, 6] il existe S;, ..., S; distincts dans [0, 6]
et t,, ..., I, distincts dans [0, 6] tels que

17496 2268
@ Rl f)= 280 fay )y s Y B st )
Si f e C*[0, B8], alors il existe s, & < (0, 6) tels que
6 R(F) = 28 e — 5B e
) alf) =2 pogs) = o
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Sif e (8]0, 6] on sait ([8]) que

) Rylf) = —=(f9(a) — /@), a’ b = (0, 6)
. POPOVICIU ([5]) a obtent pour f = C8[0, 6]:
®) R(f) = o= (FOle) = 22 fO(d)), ¢, d < (0, 6)

En appliquant les résultats de ¢. ALLASIA et M. ALLASIA[l] on obtient,
pour f & C8[0, 6]:

©) Ry(f) = fOE) ;5 ¢, 4 = (0, 6)

c). Considérons maintenant la formule de quadrature de Weddle

1944 5553
—— fO) () —
35 f ( ) 100

| 769dx = W(f) + Ru(f)

o W(f) = 0.3[f(0) + £(2) + f(4) 4 F(6)] + L5[/(1) + f(5)] + L8f(3).

La fonctionnelle R, définie sur C[0, 6], est Ps-exacte mais n'est pas Ps-
simple ([5]). Conformément au théoréme 3, R, = L, — L, oit les fonctio-
nnelles Pj-simples L; et L, sont données par

Li(f) =} f(x)dx — G(f), Lu(f) = W(f) — G(/)

P S

Puis Ly(ps) = 17496/175, Ly(ps) = 2628/25.

Donc, quelle que soit f = C[0, 6] il existe s;, ..., sy distincts dans [0,6]
et 4, ..., ¢, distincts dans [0, 6] tels que

10) Ry =l e 53 fl— T [ e b ]
Si f € C%[0, 6], alors il existe s, £ = (0, 6) tels que

(1) Ry(f) =22 fo(s) — 2 fo)

Si f = C%[0, 6] on sait ([8]) que

(12) R,(f) = ——= (fO(a) + == fO0), & b < (0, 6).

T. POPOVICIU ([5]) a obtenu pour f = C3[0, 6]:

(13) Ry(f) == (o) -+ %f‘s’(d)), ¢, 4 < (0, 6),

140
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et pour f = C10[0, 6]:
1

(14) Ro(f) = — —= (fOr) — = f10(s)), 7, s = (0, 6).

140 1815

En appliquant les résultats de . ALLASIA et M. ALLASIA [1] on obtient
pour f = C¢[0, 6]:

(15) Ro(f) =

1944 _ 8177

14 fouy

L f0E), 1, < (0, 6)
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