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Dans le travail [1], TIBERIU POPOVICIU introduit les fonctions

) 8,(5) + 236 00 (9

olt # est un nombre naturel,

0, x <A
CPH‘-%(” Tl =P %= A

et €, est un polynéme de degré p, les A, sont des points donnés tel que
4 M < ... < A <<b et les ¢, sont des constantes quelconques. Les
fonctions de la forme (1) sont appeléés, [1], fonctions élémentaires d’ordre
p sur [a, b]. Nons avons le théoréme suivant, démontré dans le travail
[].

THEOREME (TIBERIU POPOVICIU) Pour p>1, toute fonction f:[a,b]—R
continue sur [a, b] et non-concave dovdre P est indéfiniment et unifor-
mément’ approximable, sur [a, b] par des fonctions de la forme (1) avec des
coefficients ¢, mon-négatifs.

Une autre démonstration du théoréme, on trouve dans [5].

Dans le présent travail, nous donnerons une nouvelle démonstration
du théoréme antérieur, utilisant la propriété suivante :

Une fonction fy: [a, b] — R continue sur [a, b] est la limite d'une suite
uniformément convergente sur. [a, b] des fonctions de la forme suivante :

(2)
Ga(2) = filho) + [Xos M5 fil(x — @) + 2}""2‘0 v Mpn Mges f1] Paa (%)

v+1
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3) 7\\,=a+vh,h=b_a,v=0, 1, it

n

Nous désignerons par [2y, 2, ..., Zpry; f] la différence divisée d’ordre
k de la fonction f sur les &k + 1 noeuds z;, 2y ..., 2,4,. Le graphe de
fonction (2) est la ligne polygonale inscrite dans la courbe y = f,(x) et
dont les sommets sont les points (A, fi(N)). [2] On sait, [4], que

b— !
4) i) = bl <2 0420, % < [a, b], me N,
et 0,(3) est le module de continuité de la fonction f,.
Ensuite, pour fixer les idées, on va se situer dans lintervalle [0, 1];
le cas général on obtient par une simple substitution.

Soit £:{0, 1] =R, (p — 1)-fois dérivable sur [0,1] et p > 1, g~0
est continue sur [0, 1]. Soit

b k
(5) Tyalg, ) = 2 2 g (0)

le polynéme de Taylor, attaché a 1a fonction g. Nous avons.

LEMME
) .
&%) = Tp-1(g, %) +?—| [Ror Ap; g#-0] - 2?2 4-
n—2
2 . olp—
+ nepl ;) [)‘v' 7\\'-Hl 7\v+2; g(p ‘1)] : @P+l,7\\,+l(x) + R,,(g, x)
et
IR,(g %) € ——0 4 (l), n eN
LA p—1 g ” .
quelque soit x € [0, 1] et les 2, étant les noucuds (3) pour l'intervalle
[0, 17.
Démonstration.

On sait que
1

L (= - er0) — 90 Ot

6) &%) = Tp-1i(eg #) + PECTS

quelque soit ¥ € [0, 1] et (x — )t = Pp_y, ¢ (%)
En mettant f, = g#-0 dans la formule (2) et tennant compte de la
délimitation (4) nous avons

#—2

g(i’—l)(t) . g(p—l)(O) - [10: 7\1; g(!’_l)] t— 2‘2 [7‘\0! )\H-l: 7\v+2 ;g(‘f;_l)]x

% y=0

1
X CPZ')\v+.1(t) <-2mg(p—1) (;)’ = [0’ 1], n < N
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Donc
g0 — g#-0(0) = [ha, My g#70] -0+
n—2
2 . N .
s ;\2} [7‘v: 7\v+h_7\v+21 g(p 1)] . ‘Pg, 1‘+1.(t) =+ s,,(g, t)
avec

. o !
edg O < 20,6 ( ), ¢ = 10,1 » N,

Donc nous avons
1

. .
S(x — )P (g=1(E) — g®=1(0)) dt = [Rg, Ay g¥~1D] - s ( —fp-2 - pdt +
° 0
A 1
'+" E 2 [7\\:: )\v+1: 7\v+2; g“’_'l)] i g (x - t)ﬁ_—z(Pz_ A\H—l(t) N +
n v=0 0

1

1
+{(a— o 2efe b dt = (o, Ar; g#70] - 22 +
0

Tpp—1)
2 n—2
. U(P_——l);:’o [ At Az 0701 - °Pp+1,Av+r(x) +

1

2 g (8 — -2 e, (g, 8) dt.
En introduisant ce dernier résultat dans la formule (6), on obtient

g(x) = Tpalg, %) + ; (Mo A; g#~D] 2P

n—2
2 . alp—
+ ”Pl & [)\v, AV.}.], )¥v+2,g(p 1)] * CPP+],XV+1.(x) + Rﬂ(g’ x)

ol

; 1

Ri(g, %) = { (v — 072 g, Ot

0

et

IR,(g, %)| = g (x — t)2=2 (g, ) dt

0

1
<(x—nr el ldt <
0
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1

1 _ 1 ¢
< 20 g5y (;] : { (% — )82 dt = 20 (;) S (v — t)P-2dt =
0 1]

1 rp-1 1 1
:2 L — ] - s _\._.
oo (3) 577 <2ewlil 5

Q.E.D.

I”our démpp’grer le théoréme de TIBERIU POPOVICIU ¢€énoncé tout
au fiebut, on utilise la lemme ci-dessus, ol1, au lieu de g on met le po-
lyndme de S. N. Bernstein.

S~ (B [m b
Bo(f, ) =35 f () (5] #(1 — 9m
avec m > p + 1 et on obient

(7))  Bulfs %) = Tps(Bulf, ), x>+;‘—,m. A; BOO(f, )] - af +

2 n—2
nep! 74;0 [ Agt, Ayyzs BE-D(S, .)]CPP+1.N+1(x) 4 R (B,(f, *), %)
et
‘ 2 1
®  IR(BalS ) A< rogeeng (4] x < 0 1L meN
Posons
bmn(®) = Tpoa(Bulfy ), #) +pi, [ho As BE-D(f)] - #04
n—2
2 .
+ T V;O D\w 7\v+1, 7\v+2; B("’; ”.(f' ')]‘Pp.;_l,;vﬂ(x)-
Mais
=l 4
To_1(Bulf, *), %) =2, = B&(f, 0) =
r=ok!
&l 1 2 B—1
= (1'_—)(1—— ...(1_ = )[xo, TR Wy P
k=0 w m m
Donc:
& 1 2 plfg
©)  mal®) = 2 (1 o _)(1 s —) (1 L -“—)[7\0, A .ees Mifl2Y F
k=0 m m m
w—2
L Do M BEO(f, 1% 4 — 20 [hyy Arny Mg 3BET(S )T X
p! nepl v’=0

X Ppy1, 7«,,“-(")'
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En ce qui suit on va démontrer que la fonction f est uniformément approxi-
mable sur [0, 1], par la fonction Yo e
Conformément a (7), (8), (9) on aura

|Bm(fJ x) T q)m,n(x)l < %

1
2b_lcnﬂg,rl)(ﬁ_)(;), x'e [0, 1]

et
1£(%) — dmau(®)] < 1f(2) — Bulfy 2| + |Bul /s %) — Ymal(%)] <

3 1 2 1
< Emf(:/_’;;_)-i_f—lO)Bsg_l)(f'.)(;), %X & [0: 1]

, 1
Done, en choisissant tout d’abord m trés grand, ainsi que g (77”—.)

soit petit, et ensuite choisir n aussi trés grand, de sorte que ® BNy, .)( %)
soit petit, on voit que toute fonction f continue sur [0, 1] est indéfiniment
et uniformément approximable sur [0, 1].

Maintenant, la propriété de la fonction f d’€tre non-concave d’ordre
p sur [0, 1] implique BEV(f, ) > 0, quelque soit x < [0, 1], d’otr résulte
que BE7Y(f, -) est non-concave d’ordre 1 sur [0, 1]: domc, par la définition
de non-concavité d’ordre 1, résulte que [, Avt1, Avyn; BEU(f, )] = 0,
‘)=O, 1,0 [ w — 2.

REMARQUE. Si f€ Clony» alors lim BEU(f, %)= F#7V(x), uniformément

Mm—rco

sur [0, 1], ([3]). En ces conditions on prend dans la formule (9) m = #» et
on obtient

Eh—1

(%) =M(1 __) (1 —7) [hoy Ay« vos Mg S18% +

m—2
1 2
+p—1 [Ags Ay; BE-U(f, )] + o 2;6 [A Aot Az BEU(S, )1X

m

X @pp,2,,, (%)

v

et

£5) = i) < Jor[gz) + Zogpng () 2 = 011

" m
Mais £, Bﬁf"”( f,+) sont continues sur [0, 1], donc uniforme continues, alors

lim mf(:/—li) =0 et lim  pp-1) 7 -y (-'1;) = 0.

M= 0 IH—r 0

Donc (§,,) converge uniformément vers f sur [0, 11.
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