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Dans le travail [1], rrnnmu popovrcru introduit les fonctions
n

(1) s,(x) + p ru gr*,, 
^" 

(r)

otr ø est un nombre naturel,

?rn1, ¡u(r) :
0, x 1),u
(â,-Iv)r, x2\,

et 9n est un polynôme de degté þ,1es Àu sont des points donnés tel que
ad\t<...
fonctions dc la forme (1) sontappeléès, [1],fonctions élémentaires d'ordre
þ sw la, b'J. Nons avons le théorème suivant, démontré dans le travail
t1l.

tHÉo¡tÈIrr¡l (TrBERru PoPovrcnÐ Pour þ)'l , toute fonction f :lø,bl-"R
continue sul lø, bl et non-concøae d,'ordre þ est ind.éfiniment et unifor-
rnément øþþroximøble, sut' lø, bl þar d,es fonctions de lø forme (l) aaec d'es

coeffi,cients cu non-négat'ifs.
Une autre démonstration du théorème, on trouve dans [5].
Dans le présent travail, nous donnerons une nouvelle démonstration

du théorème antérieur, utilisant la propriété suivante:
Une fonction fr: lø, ó] -' R continue sur lø, b) est lø limite d.'une suite

uniformérnent conaergente sur lø, bf des fonct'ions d'e lø forme suiaønte :

(2) 
î-z

{"(ø) :,fr(Àr) + lÀ0, Àr fr,)!x - e) +rrÐr[Àv, Àv+r, \,+ziÍtl.pr,r,*.(r)
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oìí

(3)
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b-Är:4+vk,tL_- '4, V:0, 1,.
,l

li. g(þ-\(t) - g(/-t)(O) : [ì0, Àt; g{/-t)] ' I f
Nous désignerons pat lzt, zz, .., z¿+ti /] la différence di'isée cl.'ordre

t d".la fonction./ sur les Þf I noeuds 2r, rr, ..., zk+t I,e graphe de
fonction (2) est la ligne polygonale inscrite dans la cõrube ¡, : jrlx) et
dont les soru.mets sont 1es points (À",,/.(Àr)). [2] On sait, t4l, que' '

(4) If,@)- ù"(*)l < tr,(T), %€ lø,b1, øeN.

et co¡(ò) est le module de continuité de.la fonction /r.
_ Ensuite, 

_ 
pour fixer les idées, on va se situer dans l'intervalle [0, 1] ;

le cas général on obtient par une simple substitution.
Soit g:[0, 1]_*\, (p - l)-fois ãérivable sur [0, 1] et þ ] I, g@-rt

est continue sur [0, 1]. Soit

(5) T¡-t(g, ù :'Ð__,! gþt1o¡

1e polynôrne de îaylor, attaché à la fonction g. Nous avons.
Í,EMME

g(x) : Tp-,(g, 4 * ;,[À0, 
À, ; gø-t\l . xþ *

-rs-t ,.þlZ-,0 [Àu, Àe¡t, Àvaz; g{Þ-rl) 'P.*r,^u*r(z) * R,(g, x)

et

lR,(g, x)l *å^rr-,r(:), n eN

quelque soit ø e [0, 1] et les lu étant les noueuds (3) pour l'intervalle
[0, 1.].

Démonstration.

o
_-L _

I

n

,r-2

v:0

avec

l",lg, t)l ( 2<or{r-r) (i),, e [0, l], t, e N.

Donc nous avons

I

f
0

(x - t)þ;r@(r-r)(t) - g(e-1)(0)) d.t : l\o, Àr; g(Þ-t)l
I
0

( t( t)þ tdt++

tt -2 (* - t)T"çr.^u*,U) dt +
1- ¿ D [Àv, À"+r, Àu+z i g(P--l)]

ll y:O

+-

1

\ ø - t)\-,,^(s, t) dt : #_, [À0, À, ; gtt-tt)
0

xþ*

*;?ro - rrb":l t^", Àvar, Àv+z ; gtÞ-t)l ' 9p+,,^"*,(ø) +

+ I (* - t)r;' e"(g, t) dt.

Én introduisant ce dernier résultat d.ans la formule (6), on obtient

On sait que

(6) g(x) : Tp-'(g, .) + þ+ (* - t)T,Gtt-u (t) - s(þ-1\ (O))dt,

g(x) : Tp-r(g, ù + ;,[À0, 
Àr; g{Þ-r)] ' xþ *

+: -b"-j ,^", Àu-.1, Àuaz i gþ-t'))'pp+r,n"*,(*) + R,(g, x)

c1uelc1ue soit x e [0, 1] eL (x - t)þ;": qp-
þn mettant -ñ: g(/-t) d¿¡5 la formrile

délimitation (4) nous avons

t,, (*) '
(2) et tennant compte de la

ot1

R"(g x) {* - t)T' e,(g, t)d't

I

lgþ-tt(ð - g(1"-r)(0) - lÀ0, À, ; g{Þ-r)i . t - 
2

t- D [r", Ày ¡r, Ìv+z ' g(r-r)] x et

il

X gr, 
^o* 

(r) < 20,¡e-,) (*), , e [0, l], n eN lR"(g, r)l : (* - t)o;" e,(g, t) d,t * f t, - t)0r.2 e,(g, t) d't 4
0
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Mais
,t'þl

( 2co,1r-r) (;) f Ø - t),;' dt :2ae(p-, (;)i @ - t)n-z n¡ :
00

:2.,¡Þ-ít(:) # 42a¿o-,t (*l ;
g.E.D.

Pour d.émontrer le théorème de TrBERru PoPovrcru énoncé tout
au début, on ütilise la lemme ci-dessus, ot), au lieu d,e g on rnet le po-
lynôme de S. N. Bernstein.

B-(Í, x) :þ-r 
l:)W) xo (r - x)w-n,

avec n1. > þ + 1 et on obient

B^(f, x): Tp*t(BnU, '), ù * *lxr, trri Iltþ-t)(Í, ')l'xþ -f

o n-2

+;í,Ð [n", 1u11, Àu+z i Bß-t\(Í,')leo*,,^"*,(') + R,lB,(f, '), x)

lR,(B-(Í, .), 4l < ;11^u*-\v,,(*), x'10, 11, ø e N.

Posons

þ^,,(x) : 7'p-r(B*(Í,
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Ën ce clui suit on va démontrer que 1a fonction f est uniformément approxi-

ãã¡ll'sur [0, l], Par la fonction tf.,,'
Conforttté*"ttt-" (7), (8)' (9) on aura

lB^U, ù - ú*,*(xtt < 7]'ag,-,t(, ,(+)'a e [0' 1]

et

lÍ@) - t^,(x)l < l/(ø) - B,*(f' x)l + lB*(Í' x) - þ^"'(x)l 4

ni"'(#)*#".n#-'rff,,(;)'5 e ro' 1l

Donc, en choisissant tout d'abord- m très gtand' ainsi clue "t(h)
soit petit, et ensuite choisir n aussi très grand, de sorte que toB(l-l) ,r, l:)
soit petit, on voit que toute_fonction;f continue sur [0, 1] est ind'éfiniment

et ur-,jiformément afproximable sur [0, 1]-'

Maintenant, f"''ptoptiãiã d." tu ioo"tiot / d'être non-concave d'ord're

/ sur [0, 1] impliquå ¡itn+n1¡,x)> O, quelque soit x e [0, 1], d'oìrrésu1te

i". ant'{i,.¡ "rf 
too-"oncåve d'ordre 1 sur [0, 1]:donc, par la définition

de non-concavité d'ordre 1, résulte que [Iu, Àu.'r, Àu.¡r; AÎ,-"(f'')l > 0'

./:0, 1,...,n-2'
REMAR9uD' Si /= Cfo¡], alors,liff' BII-tt(f, x¡:¡tÞ-1)1x)' uniformément

sur [0, 1], (13])'En ces conditionJ on prend dans 1a forrnule (9) m: n et

on obtient
þ-r

þ*(x) :Ð,(t - *) f -+) rÀ0, À,, ,.., À/, ; Ítxh *

+rf trr, \L; Bþ-')(f, ')lxþ * #,ã t^",À'a1' Àv1 z;13þ-t\(Í")lx

* gO..r,^u_ur(ø)
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(7)

et

(8)

), r) +;f [^0, 
^*'

t-
2

Ð [r", Àv11, Àvaz iBn-\(f, ')ler*,,^u*,(z)'J-

Tp-t(B,"(f, '), *) :n';B@t(f, 0):

:ä(t - _.) (t -:l .. (r - +)rÀ0, À,, ..., rr itt' x".

Donc:

(e) þ^,^(x):'Ð:(,--a) ?-:)..(r -+)rÀ0, r,,..., À¡;Í)x':-

-l 
nJ 

tro, ^r; 
Bþ-t\(f, ')l xþ + :ñ Þ:l ,^, Àvnt' rv+z ;B@-ttU' ')l x

X go*r,^u*r(r).

tÍ@ - ú,,,(x)t . i^'(+)* ;apØ-Ðç,, (;), 
a e r0, 1l

Mais l, Brl-t)ff,') sont continues sur [0, 1], donc uniforme continues' alors

,::*',(#) : o et,l*'ur-",,', (*) : o'

Donc ({.) converge uniformément vers/ sur [0, l]'

et
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UNE NOTION DB CONVBXITÉ POUR LBS FONCTIONS
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par
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(Cluj-NaPoca)

0. Introduction

soit / une fonctiou réelle définie et continue daus f intervalle [0, 1]'
Désignons par

(1) 8,,(Í)(t): å (*lr, - ,^-r, (:l
]e polynônre de S. N. Ber¡stein de degré 1Ì1 corfespondant à cette fouction
et à f intervalle 10, 1]

Il est bien connu {ue si f est continue dans [0, 1], la suite (B*(f))7,:,
co vels f.

oT,EG aRAMA a montré que si f = C [0, 1] est nor-
co [0, 1], alors la suite (,B,,(/))fr:1 d.es -poly.nômes de

S. n-croissante. I,a récipioclrie de ce théorène a été

établie dans la note [10] par ELENA PoPovrcru
Par conséquent 1é résultat süivant a lieu
r"eo"n*e a.: (Jne fonct'ion "f = c [0, I'] est ,non-concø1)e d'ordrc 1

sul [0,-11-siàt seulemant ii ta suite"(B^(f)li,-, des þolynômes de S. N. Bertt-

stein est non-cro'issante.
soit x un espace de na'ach 'n"t 3;::. 1r'!ï,åÎiÏ."n;' É(ä",Lì'åiiî

et continus U:X'X.
d.e E et Pat t --> ?(l) une fonction

dans I(X).
duire une notion de non-concavité

rielles 7(l) fortement continúes sur


