MATHEMATICA — REVUE D’ANALYSE NUMERIQUE
ET DY THHEORIE DE L'APPROXIMATION

L’ANALYSE NUMERIQUE ET LA THECRIE DE I’APPROXIMATION
Tome 10, N° 2, 1981, pp. 155178

UNE NOTION DE CONVEXITE POUR LES FONCIIONS
OPERATORIELLES

par
A. TIDJANE DIALLO
(Cluj-Napoca)

0. Introduction

Soit f une fonction réelle définie et continue dans Uintervalle [0, 17].
Désignons par

B B0 = 1 (1) o = 0mf (2]

le polyndme de S. N. Bernstein de degré m correspondant & cette fonction
et 4 lintervalle [0, 1]

Il est bien connu que si f est continue dans [0, 1], la suite (B,,( =1
converge uniformément vers f. '

Dans l'article [1], oLEG ARAMA a montré que si f< C[0, 1] est non-
concave d'ordre 1 sur [0, 1], alors la suite (B, (f))m=1 des polynomes de
S. N. Bernstein est nom-croissante. La réciproque de ce théoréme a été
établie dans la note [10] par ELENA POPOVICIU

Par conséquent le résultat suivant a lien -

THEOREME A : Une fomction f = C[0, 1] est non-concave d'ovdre 1
sur [0, 1] st et seulement sila suite (B, (f))m=1 des polynémes de S. N. Bern-
stein est mon-croissante.

Soit X un espace de Banach réel doté d'un coéne K et d'une relation
d’ordre partiel définie a l'aide de ce cone. Désignons par L(X) lalgebre
de Banach des opérateurs linéraires et continus U: X —

Désignons par E un sous-ensemble de E et par f— T(t) une fonction
opératiorielle définie sur E, 2 valeurs dans L(X).

Le but du présent travail est d’introduire une notion de non-concavité

d’ordre 1 pour les fonctions opératorielles T'(¢) fortement continues sur
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[0, 1] en partant de la caractérisation fournie par le théoreme A ; ensuite,
en généralisant la notion de différence divisée, de définir la notion de fonc-
tion opératorielle 7'(f) non-concave d’ordre # sur un sous-ensemble E (C R;
enfin, d’étendre certains résultats dus a TIBERIU popovIcIU [13] & Yapp-
roximation ' des fonctions opératorielles non-concaves d’ordre # sur un
intervalle [a, &].

1. Preliminaires

Nous employerons la terminologie ci-aprés exposée dans le livre [9].
Dans tout ce qui suit X désignera un espace de Banach réel.

pEFINITION 1.1. Un sous — ensemble K (C X est appelé cone si les
conditions susvantes sont vemplies :

a) K est un sous-ensemble fermé de X
b) Pour tous x, y < K et pour tous nombres réels non megabifs « et
B, Vélément ax + By = K.

c) Si x et —x appartiennent & K, alors x = 0 o 0 est I'élément nul
de Uespace X.
K C X est appelé clin si les conditions a) et b) sont vemplies. Remarquons
que K est un sous-ensemble convexe et fermé contenant I'élément 6
DEFINITION 1.2. Un céne KC X est dit générateur si pour tout x € X,
il existe u, v € K tels que x = u — v.

DEFINITION 1.3. Sott K C X un céne et x, y deux éléments de X,
On dit que x £y st vy — x € K.

k
Avec cette relation d’ordre partiel, X devient un espace ordonné.
On dit qu'un élément z est le suprémum d'un couple d'éléments
x, yeX si x kgz, Y %z et si des inégalités x £ z;, v § 2z, 1l résulte
’ k

que 2 § 2.

k
On définit de facon analogue linfimum d’un couple d’éléments.

DEFINITION 1.4. Un céne K C X est dit miniédral si tout couple
d’éléments x, v de X possede un suprémum ’

Remarquons si un couple d’éléments x, y € X posséde un sup (x, y)
alors il posséde aussi un inf (%, ).

Si le cébne K est miniédral, alors toute famille finie %, %, ..., %,
d’éléments de X posseéde un sup(xy, %5 ..., %,) et uninf (xy, %5, ..., %,).
pEFINITION 1.5. Un cbne K C X est dit normal s’il existe un nombre
8> 0 tel que pour tous x, vy = K wvérifiant la condition ||x|| = ||y|| =1,

ait liew la velation ||x 4 y|| = 8.

DEFINITION 1.6. Une fonctionnelle linéaire f: X — R est dite positive
par rapport an cone K C X st

Vx € K =f(x) 20

3 UNE NOTION 157

DEFINITION 1.7. Un opérateur linéaive U: X — X est dit positif par
rapport auw céne K C X si:

Vy €« K= Ux € K

Au cours de ce travail nous nous servirons souvent des deux résultats
suivants :

1EMA 1.1. [3] Si f: X — R est une fonctionnelle linéatve et positive
par rapport & un cone génératewr K (C X, alors elle est continue.

Considérons un sous-ensemble K (C X satisfaisant aux conditions b)
et ¢) de la définition 1.1.

LeEMA 1.2, [8] Pour que Uensemble K soit fermé il faut et il suffit que
la condition suivante soit satisfaite: si x, € X et f(xy) 2 0 pourioute
fonctionmelle liméaive, positive et continue f, alors x4 € X.

Démonstration.

La condition est nécessaive. Soit x, & K = K. En vertu du théoréme
de MAZUR [14], il existe une fonctionnelle linéaire réelle continue g, définie
sur 'espace X tout entier telle que go(%,) > 1 et go(x) § 1 sur K. K étant
un cdne, de x € K il résulte que nx € K pour tout » = N. Par suite

go(nx) = ngo(x) S 1. Par conséquent g,(¥) S L pour tout #» = N. Donc
n

go(x) € 0 pour tout x € K.

Notons par f, = —g,. La fonctionnelle linéaire réelle et continue f,
satisfait aux conditions suivantes:
Solx) 20 Vx € K
Fo(xe) < —1

La condition est suffisante. Si la condition du lemme est remplie, alors
K = N{x:f(x) 2 0} ou l'intersection est prise par rapport 4 toutes les
fonctionnelles lineaires, positives et continues f.
 Nous noterons par X' I'espace des fonctionnelles linéaires et conti-
nues f: X — R et par K* le clin des fonctionnelles linéaires et positives
par rapport au cone K.

2. Propriété de Non-Convavité d’ordre 1 pour les
fonetions opératorielles

Dans tout ce qui suit, X désignera un espace de Banach réel doté
d'un céne générateur K C X et de la relation d’ordre partiel engendrée
par ce cone, L(X) l'algébre de Banach des opérateurs linéaires et continus
U: X~ X

Considérons les deux fonctions opératorielles

T,: [0, 11— X, T,: [0, 1] — L(X)
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DEFINITION 2.1. On dit que Ty £ Ty si pour tout ¢ < [0, 1] et tout
x € K, est remplie la condition

Tyt)x — T(t)x = X.
Cette relation este une relation d’ordre partiel dans I'espace vectoriel
réel F{[0, 1], L(X)} des fonctions opératorielles définies sur [0, 1]
Soit 7°: [0, 1]— L(X) une fonction opératorielle continue dans 1’in-
tervalle [0, 1] dans la topologie opératorielle forte.
P. L. BUTZER et H. BERENS ont défini dans l'ouvrage [6] l'analogue
du polynome de S. N. Bernstein de degré m par
te [0, 1], » e X

"

B0 = {35 (7)1 = g T(ﬁ), !

k=0 m

B

Ils ont démontré aussi que pour tout x €X
lim || B,,(T)(#)x — T(#)x|] = 0,

la convergence étant uniforme par rapport 4 £ [0, 1].
Tenant compte du théoréme A, nous pouvons introduire :

DEFINITION 2.2. Umne fonction opératorielle T : [0, 1]—L(X) continue
sur |0,1] dans la topologic opératorielle forte est dite nonconcave dordre 1
sur [0, 1] si la suite (B,,(T))m=1 est noun-croissante cest-a-dirve quel que soit
m < N, quel que soit t = [0, 1] et quel que soit x = X, la relation suivante
este satisfaite :

(3) Ba(T)t)x — Bupa(T)(t) x = K
THEOREME 2.1. Soit T :[0, 1], — L(X) une fonction opératorielle conti-

nue suy Uintervalle [0, 1] dans la topologie opératorielle forte.

Alors T(t) est non-concave d’ordre 1 sur [0, 1] si et sculement si quelle
que soit f = K* et quel que sott x € K, la fonction réelle f(T(#)x) est non-con-
cave d’ordre 1 sur 1[0, 1]. { i5Y

Démonsiration. Remarquons que si ¥ €X et ¢ € [0, 1] alors pour
toute f €X'

F(Bw(T)() x) =f[i (’;‘) (1 i pr T (L) x]gz'

k=0

n

=R ) as amr (T (2 5] = BuLAT()m0
C’est-a-dire _
@ FBATIO) = BulA(T()9)]0)

90

10
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Nécessité de la condition du théoreme. Soit x € K, t = [0, 1] T(f)
étant non-concave d’ordre 1 sur [0, 1] nous avons

vme N B, (T)@#)x — By 1(T)(t)x e K
c’est pourquoi pour toute f €K* et pour tout m< N
(5) FIBu(T)(A)x — Buia(T)()%] 2 0
De (4), il découle que pour tout m< N
B, [f(T()%1(t) — But:1[(T(+))]¢) 2 0

Ce qui signifie que la suite {B,,f(T'(-)%)}n-1 des polynémes de S. N. Berns-
tein est non-croissante. Comme la fonctionnelle f € K* est continue sur
X (lemme 1.1.) et la fonction opératorielle T'(¢) est continue sur [0, 1]
dans la topologie opératorielle forte, la fonction réelle f(T'(f)x) est continue
par rapport a ¢ [0, 1].

En vertu du théoréme A, f(T(f)x) est non-concave d’ordre 1 sur [0, 1].

Suffisance de la condition du théoréme. Pour x € K et f € K*, la fonc-

tion réelle f(T'(#)x) continue sur [0, 1] est non-concave d’ordre 1 sur [0, 1].
En vertu du théoréme A la suite {B,,[f(T(:)x)]}m=1 est non-croissante.

De la relation (4), il résulte que
. ¥f e K* ¥m < N, f[BT)&)% — B (T){t)x] 2 0
Comme le cone K est fermé, il découle du lemme 1.2. que
B(T){t)x — B,i(T)(#)x = K

x € K et t e [0, 1] étant quelconques, 7'(¢) est non — concave d’ordre
1 sur [0,.1] selon la définition 2.2.

Soit 7'(f) une fonction opératorielle définie et fortement continue sur
Pintervalle [0, 1]. Alors pour toute f € X’ et pour tout ¥ € X, la fonc-
tion réelle f(T'(£)x) est continue sur [0, 1]. Selon un résultat de oLEG ARAMA
[1], il existe trois points distincts £, t,, #; (dépendant de T'(¢), f et x) tels
que la relation suivante ait lieu:

AT %) — B0 = — L= (1, 8y, 14 F(T()5]

De (4), il découle
(6) fITW)x — BuT)O%] = — 2 (8, 1 805 F(T())]

Désignons par L,(0, o) 'espace de Hilbert réel de toutes les fonctions réelles
définies sur [0, ) et de carré sommable dans cet intervalle.
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[vel

Si v est un élément fixé de L,(0, o), alors flx) = { x(s)y(s)ds est une fonctio-

0
nnelle linéaire et continue sur L,(0, o). Considérons {T(t)¢ < [0, o)}
le semi-groupe des translations sur Ly(0, o).

(T@)2)(s) = (¢ + ).

Ce semi — groupe est de classe C,. : : ) o
Supposons que ¢ < [0, 1]. Alors il existe trois points distincts 4y, f5,83 <

e [0, 1] tels que

@) ?[x(t + 5) —é(’:)t"(l —fymhx (:f + s)]y,(s)ds L

L9 _1(1___")[t1, ta, tg; S x(+ +9) y(s)ds]

m
0

3. Propriété de Non-Concavité d’ordre n pour les fonctions
opératorielles

Dans ce paragraphe X désignera un espace de Banach réel, L(X) l'al-
gébre de Banach des opérateurs linéraires et continus U: X — X, E
un sous — ensemble de Paxe réel R, ¢— T'(f) une fonction opératorielle
definie sur E, & valeurs dans L(X).

Supposons que 'ensemble E contienne au moins n + 1 points distincts,
Soit x € X.

DEFINITION 3.1. On appelle différénce divisée généralisée d’ordre n atta-
chée au point x = X, de la fonction opératorielle T'(¢) pour les points distincts
ti, ta ..., turr € E, Vexpression définie par les relations

(8) [tr; T(:)x] = T()x
“ Catars oty pys T()x] — [ta. -t T(-)#]

[ty tay - o s barrs () ] =
"n+1 —h

Désignons par @y, ...s ,, l'espaces vectoriel réel de toutes les fonctions opé-

ratorielles ¢ — T(f)  L(X) définies sur les points distincts %, 4, ..., fat1
Alors les relations (8) definissent un opérateur :

fufar, o 1PEL N
A3 a -@t.,t.,...,t”ﬂ—"X

par
©) Al oo tn(T) = by, dg wvsdnra s T(e) ] = X
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Montrons par récurrence que A% ™ st est un opérateur linéaire.

Pour n— 1, A%(T) = [ty, ts; T()x] = T@r T

: 30 3
Soient T, S € 9,,, alors

Af,'"’(T + S) = [ty ts; (T + S)( g ) x)] — UT + S)lt)]xr — UT + S)(t)1x =

hh—t
_ [T0) + St))x = [TE)+SE)1x _ Tl)x ~ T(h) + Sty — St)x
hh— 1 bh—1h 03

= A¥H(T) + AY(S)

De' fagon analogue, on montre que si « € R, T € 9,,,, alors
A T) = adT).
Supposons que pour k& < » les relations suivantes soient justes

S, T0& By ly, o1y AW Wa(S e T) = Al e hna(S)

+ A;l, ty ...,tk_H(T)
= R A‘,}""""‘Hl(aT) e aAt;,t.,..._!h+1(T)
Montrons que des relations similaires ont lieu pour m = k 1.

S, T €Dy hytyp A5 (S + T) = [ty bty oo, Batas

(S + T)() x:' il Catsr o ooridpans (S + T)C)x] — [t - - bt (S 4+ I)(-)»]

thts — U
it [atss o oos tpaas SC) 2] — [utbay oo tpgas S() 21 +
thya — h
4 (bt o oouthgas T(2) %1 — [ lay o oh Bpias T(-) »] ot
thta — b

= {tll tz, 1. ) tk+2; S(‘)x] —I— [tl, tg, | B t};+2; T(')x] =
:At;,h,-..,tk_ﬂ'(s) +A‘;"h'”"k+’(T).

De méme pour o« € R, T = & f ... by TOUS aVODS

Ai:" piled, ""H_(O(,T) =l_°(A‘xh By o0 ne tk_H.(T)
LEMME 3.1. Pour toute f < X', nous avons
(10) f{[tl, t2: LRI tn+1; T(’)x]} = ':tlt ts: st t"+1; f(T(')x)]

On démontre la lemme 3.1. par récurence sur le nombre des points
n -+ 1 en utilisant les relations (8).

3 — L'analyse numérique et la théorie de 'approximation -—— Tome 10, No. 2, 1881,
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Dans le reste de cet article X désignera un espace de Banach réel
doté d’un cone K et de la relation d’ordre partiel déterminée par ce cbne.
On supposera aussi que E contient au moins n 4~ 2 points distincts.

DEFINITION 3.2. Une fonction opératorielle t —T(f) définie sur E est
dite non — concave dordve n sur E si pour tout systeme de n + 2 Doiuts

distincts ty, ty, ..., ta2€ E, la condition swivanie est remplie :
(11) Vx € K = [ty, to - buges T(+)x] € K

PROPOSITION 3.1. Une fonction opératorielle t— T(t) définie sur E
est non —  concave d’ovdre w sur B si et seulement si pour toute f = K* () X'
et tout x = K, la fonction réelle f(T(t)x) est non-concave d'ordre n sur E.

Démonstration. La nécessité de la condition de 1'énoncé résulte de-la
définition 3.2 et du lemme 3.1.; sa suffisance des lemmes 3.1. et 1.2.

Tenart compte de ce résultat, le théoreme 2.1. peut étre énoncé de la
fagon suivante.

THEOTEME 2.1. Supposons que le cone K C X soit générateur ei que
t— T(t) soit une fonction opératorielle définie sur [0, 1] et continue dans
cet intervalle dans la topologie opératovielle forte.

Alors les affirmations swivantes sont cquivalentes :

a) T(t) est non-concaye d’ordre 1 sur [0, 11 au sens de la définition 3.2.

b) La suite {B,(T)}n 1 est non-croissanie.

Ce résultat constitue une généralisation du théoréme A.

Soit T une fonction opératorielle définie sur les points

(12) b<ty < ... <tnpou m Zn-+2
et soit ¥ € X.

PROPOSITION 3.2. La différence divisée généralisée [ti, ti, ..., 4,5
T(Jx], 2l ot 1 €4 << .. < inpr S est ume moyenne arith-
métique généralisée des différences divisées [tj, Livr, - tarrs T()%], j =

=1y, g+ 1, . ovy Tysr — W, CORSErystes sur tous les systemes de n + 1 points
consécutifs de la swie (12).

Démonstration. Soit f € X'. f(T({)%) est une fonction réelle de la
variable réelle t définie sur les points (12). Du lemme 3.1. et du théoréme
de la moyenne pour les différences divisées établi par TIBERIU POPOVICIU
[12], il découle que:

f{[til' t‘n’ TTIL &4 t';"+1 ’ T(')x]} = [:t‘.x’ tiu' < e Reh)) t‘g+1 ; f(T(.)x]) —=
1"
= 3 Aylty, tisr e, Fians S(T(2)x)] olt les nembres A, sont indépen-
=1
dants de f(T'(f)x) et satisfont aux conditions:

2

Aj%0j='i1,’i1+l,...,1.”+1'——n, ZA]:l

J=iy
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De nouveau, du lemme 3.1. il résulte que

LI k)

F{ T bty gl s e T - VR T} = 2o Af{ltn b o tiaas T(-)x]} =

1=t

TREL
Zfl 2 Ayglty, tigr, ooy Ligns T( -)x]}

J=hu

Par suite, pour toute f € X’ nous avons

"n+1—"

(13) f{[tiu t,", L) If{”_H; T()x]— E Aj[t,', tj.|—1, S tj+n; T()x]} =0

1=h
En vertu d’un corollaire du théoréme de Hahn-Banach, il résulte de
(13) que:

fhp1 "

[tfp til’ R tin-kl; T(.)x] 7 Z_—\/ Al[tJ' t]"%l) «IfiRs y tj"r"; T(')x] = e

j=h

La proposition 3.2. est ainsi démontrée.
Soit T une fonction opératorielle définie sur les points (12). Supposons
que m =z n + 3.

COROLLAIRE 3.1. La condition nécessaive et suffisante pour que la
fonction T soit mon-comcave d’ordre n 2 0 sur Uensemble E,, des points (12)
est qu'elle soit mon-concave d'ovdre n sur tous les systemes de w + 2 points
consécutifs de U'ensemble E,,.

COROLLAIRE 3.2. Soit T ume fonction opératorvielle définie sur les points
<t < ...<tpowmznt2 nzlelgi<i,<... < oy & M.

Si le cone K C X est miniédral, alors pour tout x € X, nous avons:

Fils. 1]1f [t,h Zfj+1n ) ti+ﬂ; T_(-)x]§[t,'1, tin ] t‘v},+1; T()x} §
y—o,,|l+l,...1”+1—n K : K
(14)
§ ke Sup. [t,, tj+1, ooy tj+"; T(‘)x]
K j—ll,l1+1,...,l”+‘—ﬂ
Démonstration. Le cone K étant miniédral,
G = inf [t], tj+1, i B £ t]‘+,,; T(')x] et
F= ikl g
D = sup Wy, tivrs + s tien; T(+)%(] existent et selon leur défi-

PALITE ' o PR PO Rt ]
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nition G € [¢, ti41, +-+s ti+n; T(+)%] € D. Les nombres 4; étant 2 0
K
'.n-}-l*" ‘n+1—"
> AG S 5 Al tivn, -, bias T(0)2] S
=t K J=h K
ipgp1—n
£ A4;D
K =i

"n+1*ﬂ

Puisque E A; =1, les rélations (14) découlent de la proposition 3.2.
I=u
Dans tout ce qui suit M désignera un sous-ensemble non vide de X.
Généralisons la définition 3.2. de la maniere suivante:

DEFINTTION 3.3. Une fonction opératorielle t — T (t) définte sur I'ensemble
E est dite (M, K) — mnon-concave d’ordre n sur E si pour tout systéme de
n - 2 points distincts ty, ty, ..., tui2< E, la condition suivante este vemplie :

(15) Vx & M = [t by noy turz; T()x] € K

PROPOSITION 3.3. Une fonction opératorielle t — T(t) défimie swr E
est (M, K) — non-concave d’ovdre n sur E si et seulement si pour toute f < K*(M
N X' et tout x = M, la fonction réelle f(T(t)x) est non-concave d’ordre n
sur E.

Cette affirmation se démontre de la méme fagon que la proposition 3.1.

PROPOSITION 3.4. Soient {T,Ym—1 une suite de founctions operatorielles
définies sur E et (M, K) — non-concaves d'ovdre n sur E et T': E -+ L(X)
une fonction opératoriclle telle que pour fout x € M et tout t < E on ait.

(16) lim ||T,)% — T(¢)x|| =0
alors T(t) est (M, K) — non-concave d’ordre n sur E.

Démonstration. Soient ¥ = M et f € K*¥ N X'. De (16) il découle que
Vi € E, |f(Tat)2) — AT®2)] = | [ T,0x — TE)x]| S 1A 1 Twl)r —
—T(#)x]|—0. Cest pourquoi {fT,,(£)x)}m=1 est une suite de fonctions réelles

=+ OO
non-concaves d’ordre # sur E qui converge ponctuellement vers une fonc-

tion réelle f(T(£)x). Donc f(T(¢)%) est non-concave d’ordre # sur E. x & M
et f & K¥() X' étant arbitraires, de la proposition 3.3, il découle que
T() est (M, K) — non-concave d’ordre # sur E.

Désignons par F([a, b], L(X)) l'espace vectoriel réel de toutes les
fonctions opératorielles définies sur [, b] et muni de la topologie opéra-
torielle forte. Alors I'ensemble de toutes les fonctions opératorielles (M, K)—
— non-concaves d’ordre # sur [4, b] forme un clin.

PROPOSITION 3.5. Soit T : E — L(X) une fonction opératorielle (M,K)—
— non-concave &'ordre n sur E. Alors les affirmations suivantes sont justes :

(1) T(f) est (M + M, K) — non-concave d’ordre n swr E.
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(ii) Powur tout Nvéel 20, T(t) est (AM, K) — non-concave d’ ordre n sur E.

(ili) T(t) est (M, K) — non-concave d’ordre n sur E ot M est la ferme-
ture de M.

Démonstration (i) et (i) découlent de la linéarité de T(¥).

(iii) Soit x = M. Il existe une suite (x,)m-1, %, € M telle que
lim [|x,, — %|| = 0. Soit f < K* N X'. Considérons les fonctions réelles

gn(t) = f(T(t)x,,) et g(t) = f(T(t)x). Comme T(t) est un opérateur linéaire
et continu, nous avons:

1gn(t) — &0)] = If(T(A)%,) — (T E)x)] = I(T ()% — T()2)| =
= [fITO)(%n — 2)] S NITNTAI 1% — #ll,500 =0

Par conséquent la suite (g, (¢))m=1 des fonctions réelles non-concaves
d’ordre # sur E converge ponctuellement vers la fonction réelle g(¢). Donc
g(t) est non-concave d’ordre # sur E. De la proposition 3.3., il résulte (iii).

COROLLAIRE 3.3. Désignons par C le clin engendré par M. St T'(f)
est (M, K) — mnon-concave d’ordre n sur E, alors T(t) est (C, K) — non-
concave d'ordre n sur E.

Soit [a, b] un intervalle fermé et borné de K.

DEFINITION 3.4. On dit qu'une fonction opératorielle T : [a, b] — L(X)
est a differénce divisée d'ovdre m bornée sur. [a, b], velativement a M, si

(17) Ve € M, sup || [t oo bors; T()%]l] < o0
(1 Rrire® SO
distincts e”sz,l b]

Pour # = 0, nous avons
Vx € M AL, > 0 tel que |[|T(#)x]| € L, V¢ € [a, b]
Pour # = 1, nous avons

Ve € M AL, < 0 tel que ||T()x — T () x| € Lilts — 24
Vi, b, € [a, b] et t, #t,.

Par suite pour x € M, la fonction x(#) = T(¢)x est lipschitzienne sur
[a, D].

PROPOSITION 3.6. Une fonction opératorielle T : [a, b]— L(X) est a
differénce divisée d’ordrve n bornée swr [a, b], relativement & M, si et seule-
ment si pour tout x = M et toute f = X', la fonction véelle f(T(t)x) est a
différence divisée d'ovdrve m bornée sur [a, b]

Démonstration. Nécessité de la condition de I'énoncé. Soient x € M et f « X',
Rappellons que [ty %, ..., %413 T(:)%] € X. Nous avons, en vertu du
lemme 3.1.

][tl’ oy + vy bngt ’f(T()x):” = lf{[tll gy ooy t”+1; T()x]}l §
SN s oo os twirs TR S Hfl]t it LR YRR .
dis:h:ctl .d ’[:‘:lb]

T()x]l| < 4o
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Par conséquent

sup ][tl: |79 tn-l-l!f(T()x]l < 4

fo b oo bty
distincts e {a, [

Suffisance de la condition de I'énoncé, Soit x € M. Si pour toute f € X'.

‘lsup' |[t11 tz: »tn+1:f(T()x]| < +OO
dis,ti:;c;;.; 'E:,Ia]

alors

sup ,f{[tll tz: ---;tn-l-l; T(')x:l}] < +OO

b1 bay ...,t”+

distincts [a,lb]
En vertu du principe de la borne uniforme,

sup ”[tlr t2l ,tn+1,T()9&]il < 00
150y, 20N
distincts e (a, b)
~ Soient T: [a,b] — L(X) et T': [a, b] — L(X) deux fonctions opéra”
torielles A différence divisée d’ordre » bornée sur [a, b], relativament & M-
Alors T +- T’ est & différence divisée d’ordre # bornée sur [a, b], relati”
vement 4 M ; pout tout A réel, AT est a différence divisée d’ordre
bornée sur [a, b], relativement a M.
Soient L1 boyiennss 843 S1y St ncionSfinbicalinerSii-1o bivg == Sjig, ««v, by =3
k + j points distincts de [a, 6] 1 § ] §Jk. Soi‘c] 1 un]eF fonc‘éi+02n 1'ée11e,a de’fi’j
nie sur [a, b]. Dans P'articole [12]. TIBERIU POPOVICIU & montré que

[, tas iy dy s L1\ [Su $a5 Jad S5l ] =

b
:g(t| x5 S.') [tl) tZ: . "It’" Sis Sitk1y o vy Sy 1]

+

Soient, T: [a, b] — L(X) une fonction opératorielle et » = X. Pour toute
f e X' nous avons ‘

S, &, Y £y T(:)x] — [S1, Seiren =% Sy T(-)x1} =
Yy [tli gy <o) tkrf(T()x)] T [Sl, Sgy vy Sk,f(T()x)] 55

:;(tl S so‘) [tlx t2) YOV t.-, S'-, Sit1y o0 ey Sh:f(T(')x)] T

I

fl’__l (s — S 2ar « s bir Sip Sikts v 5 Sps T()x]} .
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Fn vertu d'un corollaire du théoréme de Hahn— Banach, des relations
précédentes, il résulte que

(18) b by +or tns D)%) — [0 50 - s 83 T()¥] =

4
= (tl - sl') [tlx tzy 3 ke t;; Sis Sid1y w0 v Sk T(')x]
1=1
proposrrion 3.7. St T [a, b) — L(X) est une fonction opératorielle
a difference divisée Dordre w bornée sur |a, b, relativement a M, alors elle
est @ différence divisée d'ordre n 1 bormée sur [a, b], relativement a M.
Démonstration. De (18), il découle que pour * < M

H[tl" tZ! ¢ ')tn; T()x]ll § H[Sl’ Sgy =y S"; 11()96:”' +

+Eltc — sgl 1w bay v v Bis Siv e 00 Sk T()x]ll €

$=1
€ 1G5 50 805 TN 2 == siEs S

§ H[SD Sa, "'an; T(')x]ll —}—'ﬂ(b——d)L’
par suite
sup H[th tZ:"')tn; T()x]ll§”[sl’ S2» ...,S"; I‘()x]|l+n(b—a)L,

[T S
distincts = {2, b)

COROLLAIRE 3.4. Suj)j)oéons que T :[a,b] — L(X) sotit wune fonction
opératorielle a différence divisée dovdre nin = 1) bornée sur [a, b], relati-
vement a M, alors

Ve & M, Vi, € [a,b] Hm || T(¢x — Tyl =0
1t
En effet pour » = M, la fonction x(t) = T(f)x est lipschitzienne sur [a, b].
ranoREME 3.1, Supposons que le cone K C X soit wormal et que T :
[a, b] — L(X) soit ume fonction opératorielle (M, K) — non-concave d’ordre
n sur [a, b] (n = 1). Alors
Yy € M, Vi, € (a,b) lim [|T(F)x — T(t)x|| =0

-,

Démonstration Soit ¢, € (a, ). Il existe un intervalle (c, d) tel que

to S (C, d) C [C, d] C (“' b)

Puisque K est normal, pour toute g = X', il existe fy et f, € K*¥N X'
telles que g = f1 — fa. Soit ¥ € M quelconque; les fonctions F:(T(t)x)
i= 1,2 sont mon-concaves d’ordre n(n = 1) sur [a, b]. Selon un résultat
établi par TIBERIU poPOVICIU [12], clles sont A différences divisées d’ordre
n bornées sur (¢, d] C (, b): Par suite g(T(f)x) est a différence divisée
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bornée sur [c, d] C (a, b). En vertu de la proposition 3.6. T(¢) est & diffé-
rence divisée d’ordre n bornée sur [c, d], relativement 4 M. D’ot1, selon
le corolaire 3.4.,

Ve e M, ty = (c,d) C [c, d] C (a, b)
lim [|T(#)% — T(t)|| = 0

{—¢,
f, €tant arbitraire dans (g, b), la démonstration est terminée. Si M = {x},
%(t) = T(f)x est une fonction définie sur [a, b] & valeurs dans lespace
de Banach X. Lorsque # = 1, le théoréme 3.1. fournit un cas particulier
d'un résultat établi par w. w. BRECKNER et ¢. ORBAN [5] (corollaire
5.2.2 page 82).

COROLLAIRE 3.5. Supposons que le cone K X soit générateur ¢t nor-
mal et que T : [a, b] — L(X) soit une fonction opératorielle nonconcave d’ordre
n sur [a,b] (n = 1). Alors T(t) est continue dans lintervalle ouwvert (a, b),
dans la topologie opératorielle foric.

Démonstration. Si x = X, il existe #,0 € K tels que x =4 — v

Soit #, & (a,0). |T{#)x — T(to)3l| = 1T — v) — T(ta) (s — v)|| =
= || T()u—T(t)ut+T (oo —T(tpll < [|TOu — T(to)ul] -+ |1 TEw — T(tooll
Selon le théoréme 3.1,

lim [|T({#)u — T({tg)u|| = lim [|T @)y — T(e)v]| =0

el i,

Cest pourquoi lim ||T(#)x — T(t)x|] =0

t—t,

Lixemples

4.

41. X =R K = {a< Rla 2 0}. Une fonction réelle 1(f) définie sur
E peut étre considerée comme une fonction opératorielle ¢ € E — 1(¢)
I € L(R) ot I est 'opérateur identique sur R.

Pour x € R 1(t)Ix = 1(¢)x

Selon la définition 3.2., nous obtenons qu'une fonction réelle 1(%)
définie sur E est non-concave d’ordre »# sur E si pour tout a = 0 et pour
tout systéeme de # + 2 points distincts &, ¢,, ..., buye € E

(b1, Lgy o os tay2; 1(*)a] 2 0

)
Il en résulte que [f, 4, ..., tuy2; 1] = 0. Nous retrouvons la défini-
tion donnée par Tiberiu Popoviciu {12] des fonctions réelles d’une variable
réelle, non-concaves d’ordre # sur E,

42. Soit U:X — X un opérateur linéaire, positif par rapport au
cone K (C X et continu. Alors le semi-groupe T(t) = ¢!V t = [0, o0) est
non-concave de n'importe quel ordre sur [0, o).

4.3. Soient C un clin C X, U: X — X un opérateur linéaire tel que
UC = K, f: E— R une fonction réelle non-concave d’ordre » sur E.
Alors, de la définition 3.3., il découle que T(f) = f()U est une fonction
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opératorielle (C, K) — mnon-concave d’ordre # sur E. En effet pour tous
fy, g + -y bnya distincts de E et pour tout x € C,
(b1, ta -+ s tuyes F()UR] = [ b s typn; f1Ux % 0
nt+1

Soit T(f) = 3, td, ot A, L(X) 1=0,1,2, ...,7% +1
1=0

et A,,; est un opérateur lindaire tel que 4,,,.C < K. Alors T(t) est

— non-concave d’ordre » sur E. ' ;
R 12)4 D;ilsignons par C[0, oo] Yespace des fonctions réelles x: [0, 0) R

bornées et uniformément continues sur [0, o). Notons par
C = {x = C[0, c0]|x non-concave d’ordre n sur [0, ©)}
K ={x e C[0,0]lx(s) 20 Vs [0, )}

Considérons le semi-goupe des translations :
x € C[0, 0] (T(t))(s) = %(¢ -+ 5)

() est (C, K) — non-concave d'ordre # sur [0, o0). _

()4.5. &)ésig)nons par N l'ensemble des nombres naturAels. Une suite
(L,)a~, d’opérateurs linéaires et continus L, : X — X peut étre considérée
comme une fonction opératorielle définie sur N.

L n

Soit AL, % = Y (— 1)w~k( k)L,Hkx.
F=0

De la définition 3.3. appliquée a ce cas, il résulte, compte tenu du (.101‘0118,1;'(6

3.1., qu'une suite (L,)n-1 d’opérateurs linéaires et continus L,: X"~

est (M, K) — non-concave d’ordre # sur N si

Vm eN, Yo e M= A" Ly K.
Si i 1 3 finition bien connte
8i # = —1 et M est un clin, nous retrouvons la définition :
d'une suite (L,)n-1 d'opérateurs lindaires et continus L, : X — X qui
appliquent le clin M dans le cone K:L,M < K pour tout m ﬁ)N' L
Soit X = C[0,1]; M = Ex = C[0,1], » analytique sur [0,1] et x (s) =0
=28 ...¥s [01]
K ={x < C[01]x(s) 20 Vs = [0,Ll]}
Considérons la suite (B,)5-q des opérateurs de S. N. Bernstein:

B, :C[0,1]—C[0, 1]
2 " A m—Fk —k—
(Ba)(5) = 35 | [0 =95,
Le résultat principal de larticle d' oLEG ARAMA et de DUMITRU

RIPIANU [2] peut étre formulé de la fagon suivante :
La suite (B,)m: est (M, K) — non-concave d’ordre 1 sur N.
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5. Approximatien des fonetions operaterielles non-eoncaves
@’ordre supericur

Dans l'article [13], TIBERIU rorovICIU a montré que toute fonction
x: [a, b] — R continue et non-concave d’ordre # sur [a, b] est la limite
dune suite uniformément convergente de fonctions élémentaires d’ordre
n, non-concaves d’ordre # sur [a, b]. Dans [4] R. BOJANIC et J. ROULIER
ont donné une nouvelle démonstration de ce théoréme, basée sur les obser-
vations suivantes:

(1) Si x € C[0,1] alors lim || B,,(x) — #|| = 0"

™0

(#1) Si x est non-concave d'ordre n sur {[0,1], alors B,,(x) est aussi

non-concave d’ordre # sur [0,17.

(453) Si x e Cr+1[0,1], alors

5t) = #(0) + S #(0) 4 = #(0) +. . + £ xm(0) +

21 nl
!
LA = s amn(s) ds.
nl i,
0

A Taide d’une méthode similaire, nous allons étendre le résultat men-
tionné de ‘Tiberiu Popoviciu au cas des fonctions opératorielles 7°: [0,1] —-
—~ L(X) continues sur [0,1], dans la topologic opératorielle forte, et (M, K)
— pon-concaves d’ordre n sur [0,1].

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons des résultats relatifs 2 la déri-
vation et 4 l'intégration des fonctions de variable réclle a valeurs dans un
espace de Banach (cf par exemple [9] pp. 81—94).

Soit x: [a, b]— X. Nous dirons que la fonction x(f) est fortement
dérivable en un point ¢, € [a, b], s'il existe un élément x'(¢,) = X tel que

A= i)

La fonction x(¢) est dite fortement dérivable sur tout Pintervalle [a, b]
si sa dérivée forte existe em tout point de cet intervalle.

Considérons la fonction operatorielle T': [a, b] — L(X).

LEMME 5.1, Supposons que pour tout x < M, la fonction T@)x a
valewrs dams Uespace de Banach X possede des dérivées fortes sur [a,b)
jusqu’ & Vordre n -+ 1, n = 0. Alors pour que T [a, b] — L(X) soit (M,K)
— non-concave d'ordre m sur [a, b] il faul et il suffit que:

lim

-4,

—0

an+1

Vi € [a, 0], Vx € M =

T(t)x = K

e

Démonstration. Observons que pour toute f € K* M X' et tout x < M,
la fonction réelle f(T(f)x) posséde des dérivées jusqu’ & Vordre » + 1 sur
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[a, b] et

dﬂ+l

AT = f Lo T() x)

( 19) dt”+l [ dt"J"l

Nécessité de la condition du lemme. Pour toute [ = K* (M X' et tout
x = M, la fonction réelle f(T(t)x) est non-concave d’ordre # sur [, b].

g F(T(t)x) existe sur [a, b], alors selon un résultat de TIBERIU

Comme
dt”+l

)
antt

f(Tt)x) 20 V¢ € [a,b]. De (19) et de la proposi-
i
tion 3.1, il découle que
d’H—l

amia

popPOVICIU [12],

T)x = K Vi< [a0].

Suffisance de la condition du lemme. Elle découle de (19) et de la
proposition 3.1. _ o S e e

LEMME 5.2. Supposons que T : 0,1] — soit une fownction o0 -
torielle (M, K) — mnon-concave d'ordre n sur [0,1] (nz —1). Alors le
polynome t — B, (T)(t) de S. N. Bernstein défint par

B,(T){t)x = ?m (”’: ) (1 kT (%) %

est aussi (M, K) — non-concave dordre n sur [0,1] e
Démonstration. Pour tout x € X, B, (T)(f)x posséde des dérivées for-
tes de tous ordres sur [0,1].
Comme dans [11], on peut montrer que:

2 g (T))x = (n+ 1)!(1 = L)(l —%) Y —f)m;‘gjx

dt”-}-l m
m—n—1 TR B k—i—n+_1_T.x]
X( k )tb'(l——t) l‘;: 7;"'! - » ()
Par suite, )
Yy e M = :¢+ B (T)t)x K

Du lemme 5.1, il découle que B,(T) (t) est (M, K) — non-concave d’ordre
n sur, [0,1].

0 si t<= (a0
Soit \. t —c) = W0l ¢ < [cb]
Considérons une partition a =¢, <& bk Lt <<t < .

L, i e, =Lt vde Iintervalle [a, b].
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DEFINITION 5.1. Une fonction opératorielle : [a, b]— L(X) définie
par

x e X Ymlt)x = Ax (¢ — ci—1)? Dix

i=1

ot 4,D,eL(X) i=1, ..., mestappelée fonciion opératorielle élémen-
tatre d'ordre O sur [a, D]

LEMME 5.3. Supposons que la fonction opératorielle : ¢ < [a, b] — T@) =
= L(X) sost continue sur [a, b], dans la topologie opératorielle forte, et (M ,K)
_ won-décroissante sur [a, b]. Alors il existe une suite (§,(¢))m=1 de fonc-
tions élémentaires dovdre O sur [a,b], (M, K) — mnon-décroissantes sur
(a,b], qui comverge vers T(f) dans la topologie opératorielle forte, unifor-
mément par rapport a t € [a, bl

Démonstration. Elle suit une construction faite dans [13] pour les
fonctions réelles.

Soit m & N, m 2 1. Divisions Uintervalle [a, b] par les points

@ =Cp <0< oo < Cuo1 < Cp=10 tels que
max. (g Go) St = L 2, iy m
n

et définissons la fonction opératorielle {,(f) par

"

20) xe X dnlt)r = T(@x + 2 ¢ — c)2[T(e)x — Tloim)x]

i=1
On vérifie que .
T(@)x 4 T(c;41)x — T(@)x = T(ej41)% pour ¢ < [cf, ¢j41)
§=01...,m—2
T(a)x + T(B)x — T(a)x = T(b)x pour ¢ € [cn_1, b]

l'l)m(t)x =5

Soit m(l; T(-)x) = sup {]|T(t) x— T(s)xl|;a €t s S0, |t — 3| § —1—}
m Y »m
T(t) étant uniformément continue sur [a, b],
| 1
(21) 19at)x — T3] S0 (13 T()¥)  —~0

Par conséquent, la suite ({,,())m—1 converge vers T(i) dans la topo-
logie opératorielle forte; uniformément par rapport ate [ab]

Ta fonction {,(f) est (M, K) — non-décroissante sur [a, b]. En effet
si t;, 4, € [a, b] et £, <t; alors

O, tl: tz (S5 [ﬂ, Cf—l)

(t2 Al 05—1)2 - (tl - 05—1)-(})- =1 Zf1. = [a) Cl'—l): ty € [Ci—l’ b]
0, t,t, € [ci—1, 0]
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Comme T(t) est (M, K) — non-décroissante sur [a, b] et ¢; > ¢;_y, alors
Vie M= T()x — Teim)x = K

Par conséquent

Vx e M, blta)x — Unlt)x = 3o (lts — i) — (i — e8] [Te)% —

4=

— T(ci_)x] € K

Te lemme est ainsi démontré.

Observation 5.1. Au cours de la démonstration du lemme 5.4, nous
avons montré que si T: [, b]~L(X) est une fonction opératorielle fortement
continue sur [a, b], alors pour la suite des fonctions (20) a lieu la relation
(21).

Désignons par

0 te[a, ci—1)
¢t = a0 = e vl )

. dT ! .
et par TU)(s)x = a3 lorsque cette dérivée existe.
=3 '
LEMME 5.4. Soit T:[0,1)— L(X) une fonction opératorielle lelle que
our tout x € X, la fonction T(t)x posséde des dérivées fortes, combinues
sur [0,1] jusqw’ a Uordre n + 1. Alors pour tout me N, il existe des points
0=y < 61 < Ca << -vv < 0y =1 tels que T(t)x puisse étre représentée sous

la forme :

T@)x = TO)x + £ T Oz + ZT'Ox + .. + - T(0) % +

¢

S‘(t — §)*ir,(s) ds

0 -

1
n—1)1

+ — i (¢ — c‘—-l): [T(")(ci)x T T(”)(G;_l)x] +

nl i=

ot 7,1 [0,1] — X est une fonction continue par morceaux sur [0,1], & valeurs
dans X, intégrable sur [0,1] telle que

|
lim =0,

Mm +00

S_(t — s)*=17,(s) ds

uniformément par vapport @ t < [0,1].
Démonstration. Soit x € X. Puisque la fonction T(f)x psseéde des
dérivées fortes, continues jusqi & Vordre # 41 sur [0,1], la formule de
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Taylor a lieu pour ¢ < [0,1]:

(22) T(t)x = T(0)x + 1—‘1 T'(0)x + ;—; T0) % + ... + ‘7[ T0(0) % + Q,

ol1
3
oI S (t — s)* T#+9(s)x ds
nl
0

Comme T¢+(s)x est continue sur [0,17 et (t — s)” est une fonction réelle
de s continue sur [0,1], nous pouvons transformer Q, en utilisant la for-
mule d’intégration par parties.

S(t — §)n=1 T®(s)x ds.

0

1
n—1)1

Q.= — = TW(0)x +
nl

¢

Observons que g(t — s)pmtds = t;‘”- . Par suite,
0
:
Q.= {8y [T 5| T(0)2) s
»n— 11 ] :

Pour chaque x € X, la fonction TM(t) x — T™(0) x est continue sur
[0,1]. En vertu de Vobservation 5.1, pour tout m = N, il existe des points
0==co<C <Cyove <Omoy < Cp = 1 indépendants de #, tels que la fonc-
tion

Unlt) 2 = 2 (¢ — -+ [T(e) 8 — TOei) 2]
vérifie la relation:
Vx € X, lm ||{a(f)x — (T™W()x — T™(0)x)|| =0

11— 0

aniformément par rapport a ¢ = [0,1].
Posons pour ¥ € X

TH() x — T™(0) x = d(t) % + 7(t) ;

7,(t) est une fonction continue par marceaux sur [0,1] & valeurs dans
Iespace de Banach X, intégrable sur [0,1], telle que lim ||z, ()|} =0 uni-

m—+ 0O

formément par rapport a ¢ & [0,1].
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Par conséquent

grmlacif i sk I T(0)%] ds =

3

» e ) |§ (b — 51 [Un(s)% & 7ml8) 148 =

[

(t — s)r=t bls)ds + @%1)7 S (t — st 7a(s)ds

1

)

{n —

=
o:,ﬁ—‘

[ 6= 9t dmiehds = By gt et T e)x — T8

¢
L3 ey - Tfeii) 21 [ st s el s
=1 6
1 0 t e [a, _Ci—l) Bt
S B g)"—l(s — cim1)2ds = 1E — G)" ¢t efcior, 1] 3 ”
0 n
Par suite

¢
+

Q,= 1—’2;1(15 — Ci—l)ﬂT(")(ci)x — T®(c;—1)x] + (—,,’_1_1)—1 S (i s)”-‘rm(s_) 48

nly

— 0 uniformémentpar rapport a t € [0, 1]

(23) "' lim g(t—s)"—‘r.,.(S) ds

m— 00

0
De (22), il découle que
. L
T(t)x = T(0)x + 1il T'O)% 4 oo + o TOO% +

11

P et IT e — TOa)] gy (€ e

— 11
nl =1 o )f)

et (23) a lieu .
DPEFINITION 5.2. Sott @ = Co < C1 Lot Cmm1 K Oy = b une j)m)z'-
tion de lintervalle [a, b]. Une fonction operatorielle H,: [, 0] — L( )
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définie par: x € X

H,(t)x =) thd,x + 2, —ci1)2Dyx
K=o et

o
A, D; € L(X) E=0,1,...,n;1=1,...,m

est appelée fonction opératorielle élémentaive d’ordve n sur [a, b].

COROLLAIRE 5.1. Soit T [0,1] — L(X) une fonction opératorielle (M,K)
— non-concave d'ordre n sur [0,1]. Supposons que pour tout x < X, la
Jonction T(t)x posséde des dévivées fortes, continues jusqi A Vordre n + 1
sur [0,1). Alors il existe une suite de fonctions élémentatres dordre n sur
[0,1], (M, K) — mnon-concaves d’'ordre n sur [0,1], telle que

(24) Vr e X lim ||T()x — Hu@)x]| =0

uniformément par rapport a ¢ = [0,1].

Démonstration. Selon le lemme 5.4., pour tout m € N nous pouvons
choisir les points ¢; 4 =0,1,...,m tels que la fonction opératorielle
H,:[0,1] — L(X) définie par
x € X H,t)x=T0)x + ﬁ T'0)x + ... + t—"] TH(0) x 4

”

+= é(t — 6i-)2 [TO(c;)x — T®(eci) %]

n!l =1

vérifie la relation (24)
Montrons que H,(t) est (M, K) — non-concave d’ordre # sur (0,1].
Fn effet, en posant ¢, . (f) = (¢ — ¢;—1)%, nous avons pour x € M et
B

tita oo, bope = [0,1] distincts

1 m
[tls t2) L] t"+2; Hm(')x] - _2 [tll tz' i t”+2; cPn+1, % (')(T(”) _(c,)x—

nli=1 1
1 < ,

— TW(c;y) %)] = N 21 (1 Zose v oo btz Ppyy, ”.'-1] (T (c)x — T™ (c;—1) %)

Dans l'article [13], il est démontré que [fy, 2y, - .-y tat2; Ppyq,., 120

' -1
et de TW+)(t)x = K (lemme 5.1) et ¢; > ¢;—y, il résulte que
TM(c)x — TW(c;C1)x € K.
Donc H,(f) est (M, K) — non-concave d’ordre » sur [0,1]
THEOREME 5.1. Soit T: 0,11 — L(x) une fonction opératorieile (M, K)

— non-concave dordve n sur [0,1], continue sur [0,1] dans la topologie
opératorieile forte. Alors il existe une suite de fonctions opératorielles élémen=
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taives dordre n sur [0,1], (M,K) — monconcaves d'ovdre % sur 0,171 qus
converge vers T(t) dans la ‘topologie opératorielle forte, uniformément par
rapport a t = [0,1].

" Démonstration. Soit By(T)(t) le polynéme de 5. N. Bernstein de degré
> n 4 1 attaché a T() sur [0,1]. e

Pour chaque x € X, By(T)(f)x posséde des dérivées fortes, de n’'im-
porte quel ordre, continues sur [0,1].

Du lemme 5.4., il résulte que pour tout m € N, il existe des points
0= cp <<y < von < Gy < Gy =1 tels que

t”

Hi(T)(t)x = B,(T)(0)x + it—l Bi(T)O)x + ... + = BMT)0) % +

n!

b3 = e BIBP(T) s = BT (1))

vérifie la relation
Ve e X, im ||Hyn(T) ()% — By(T)(#)x|] =0

m— 00

uniformément par rapport a ¢ < [0,1].
Comme By(T)(t) est (M, K) — mnon-concave d’ordre n sur [0,1],
H,,(T)(t) est aussi (M, K) — notni-concave d’ordre # sur [0,1]. :
Dans Vouvrage [6], P. L. BUTZER et H. BERENS montrent que si
T:[0,1]— L(X) est une' fonction opératorielle fortement continue sur

[0,1], alors
3

Vx & X||By(T){t)x — TE)ll < 5

1 \
o|l—; T()x

(755 7C) 7]
Donc, pour T(f) satisfaisant aux conditions du théoréme 5.1, nous avons

Vxe X, |T#Hx — Ha (DB || S IT@x — By(D) @)l +

+ BT )% — Hin( DO € 20755 T ) +

+ BT ()% — Hun(L) ()]l
3 1 = [ €
Ye>0 13l,eN; Vi>l :EQ(J—T; f(-)x)<?
Pour ces /> l, choisissons m, € N: Vm > m, = || BL(T) () x —
— Hin(T)0) 4] € 5
Par suite, nous avons démontré que

tim [|T(#)% — Hin(T)@) =0

m,1— 00

uniformément par rapport a ¢ € [0,1].

4 — Lanalyse numérlque et la théorie de l'approximation — Tome 10, No. 2. 1881,
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