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0. Introduction

soit / une fonctiou réelle définie et continue daus f intervalle [0, 1]'
Désignons par

(1) 8,,(Í)(t): å (*lr, - ,^-r, (:l
]e polynônre de S. N. Ber¡stein de degré 1Ì1 corfespondant à cette fouction
et à f intervalle 10, 1]

Il est bien connu {ue si f est continue dans [0, 1], la suite (B*(f))7,:,
co vels f.

oT,EG aRAMA a montré que si f = C [0, 1] est nor-
co [0, 1], alors la suite (,B,,(/))fr:1 d.es -poly.nômes de

S. n-croissante. I,a récipioclrie de ce théorène a été

établie dans la note [10] par ELENA PoPovrcru
Par conséquent 1é résultat süivant a lieu
r"eo"n*e a.: (Jne fonct'ion "f = c [0, I'] est ,non-concø1)e d'ordrc 1

sul [0,-11-siàt seulemant ii ta suite"(B^(f)li,-, des þolynômes de S. N. Bertt-

stein est non-cro'issante.
soit x un espace de na'ach 'n"t 3;::. 1r'!ï,åÎiÏ."n;' É(ä",Lì'åiiî

et continus U:X'X.
d.e E et Pat t --> ?(l) une fonction

dans I(X).
duire une notion de non-concavité

rielles 7(l) fortement continúes sur
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[0, 1] en partant de la caractérisation fournie par 1e théorème A ; ensuite,
én généralisant la notion de différence divisée, de tléfinir la notion de fonc-
tion opératorielle ?(l) non-concave d'ordre n srlr' 77n- solls-ensemble E g R ;

enfin, d.'étendre certains résultats dus à TrBERru poPovrcru [13] à l'app-
roximation' des fonctions opératorielles non-concaves d.'ordre ø sur un
intervalle lø, bl.

l. Preliminaires

Nous employerons 1a terrninologie ci-aprés exposée dans 1e livre [9].
Dans tout ce qui suit X désignera un espace de Banach rée1.

DEFTNTTToN l.I. Un sor.ts - ensemble K C X est øþþelé cône s'i I'es

cond,itions suiaantes sont remþl'ies :

a) K est un so'us-ensemble fermé de X
b) Pour tous x, )t e K et þour tous nombres réels non negøtifs u et

þ, l'élém,ent ax ! þY e t{.
c) Si x et -x øþþørtiennent à. K, ølors x:0 où 0 est l'él'ément nul

de l'esþøce X.
K C X est aþþelé cl'in si les cond'itions a) et b) sont remþlies. Remarquons
clue f est un sous-ensemble convexe et fermé contenant l'élément 0

DEFrNrrroN 7.2. Un cône KÇX est d'it générateursi þour toutxe X,
il, existe %, ú e K tel's que x: tt - u,

DEFTNTTToN 7.3. Soi,t K çX un côn'e et x, y deux élént'ents de X.
On dit que x Sy si y - x e K.

h,

Avec cette relation d'ordre partiel, X devient u11 espace ordonrié.
On dit qu'un élément z est le suprémum d'un couple d'éléments

x,!eX si x Sz,y(z et si des inégalités ø(z1,.2Szril résulte
-Þþhh

rlue z ( zt.
þ,

On cléfinit de facon analogue f infimum d'un couple d'élénrents.

nErrNrfioN 1.4. Un cône I( C X est d.it mini,édrø|, si tout couþle
cl'é.\éntents x, y d,e X þossèd'e un suþrérnum

Remarcluons si un couple d'élérnents fr, i e X possède urr sup (ø, y)
alors il possèd,e aussi un inl (x, y).

Si le cône K est miniédral, alors toute famille linie x,, %2, . ' ', fr*
d'éléments de X possède un sup(ør, %2, ', ', x*) el un inf (*r, xr, '.., x^),

DErlrNrTroN 1.5. Un c6ne K Ç X est dit normal, s'il existe un nombre
à > 0 tel que þour tous %, g e R aérifiant lø cond'ition lløll : llyll :1,
a.it lieu lø relation llø * yll > Ð.

DÐFrNrTrON 1.6. une fonctionnelle Linéøire f : x --* R est í,ite þosit'iue
þar røþþort au c6ne K ç X si, :

YxeK+f(x))0

3

DÞFrNrTroN l'7. Un
røþþort øw cône K C X
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Linéaire U:X*X est d'i't þositif þøroþérøteur
s, .'

Yx e I(+Ux e K

Au cours de ce travail nous nous servirons souvent des deux résultats
suivants :

LEMA 1.1. i3l st f : x* R est une fonctionnelle linéa.ire et þos'iti'ae

þar ra.þþort ù un õône !énérøteur I{ çX, al,ors elle est cont'inue.

Considérons un sous-ensemble K C X satisfaisant aux conditions b)
et c) d.e 1a cléfinition 1.1'

ta. bt',f' 
;;"=rç*2,otfriií

.fon tinue f, al,ors xo e f,.
Démonstration.

Lø cond/i,ti,on est nécessøire. Soit xo I K : I{' Ê'n vertu du théorème
de u¡.zun [14], il existe une fonctionnelle linéaire réelle continu_e_go_-définie

sur l'espace X tottt entier telle que go@ò ¡--1 et 8o(ø) =< 
1 sur K. K étant

un cônä, de x = ,Il il résulte que nx e K pour tout n e N. Par suite

go@x) : ngo(x) ( l. Par conséquent go(ø) S I noot tottt n e N. Donc

so(ø) s{offi 
}:": lf,o"^ronctionnelt" tl¿"ir" réelle et continue /.

satisfait aux conditions suivantes :

.fo@) à- 0 Vx e K
fo@ò < -1

La condition est suffisønte. Si la condition du lemme est remplie, alots
K : a{x: f (x) > 0} oú f intersection est prise- par rapport à toutes les

fonctionàeliei 
'lineaires, positives et continues /.

Nous noterons par X' l'espace des fonctionnelles linéaires et conti-
nues /: X * R et pär K* le ôlin des fonctionnelles linéaires et positives
par rapport au cône K.

2. Propriété de Non-Convavité d'ordre 1 pour les
fonctions opératorielles

Dans tout ce qui suit, X Banach réel doté
d.'un cône générateür I( C X partiel engendrée
par ce cOnð, ¿(X) l'a1gèbre de éaires et continus
U:X-*X.

Considérons les deux fonctions opératorielles

1r: [0, ll+X, Tr:10, l)*L(X)

et il. suffit que

) 0 þour toute
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DEF'rNrrroN 2.1. On dit que ?r S T, si þour tout t e [0, lf et tout
x e I{, est remþl'ie la cond,'ition

Tr(t)x-Tt(t)x eX.
Cette relation este une relation d'ordre partiel dans I'espace vectoriel

rée1 F{[0, 1], L\X)] des fonctions opératorielles définies sur- [0, 1]
Soit î : 10, 1l-* LtX) une fonction opératorielle continue dans f in-

tervalle t0, 1] dans la topologie opératorielle forte.
p. r1. BvrzÞn et u. BEREN5 ont défini dans l'ouvrage [6] l'analogue

du polynôme de S. N. Bernstein de degré m par

l=[0,Lf,xeX

(2) B*(r)(t)x: 
{ Ë. (î)- 0 - ¡¡^-a , å)l.

Ils ont démont¡é aussi que pour tout x e X

)¡11lla.1r)Ø 
x - r (t) ttll : Q,

la convergence étant uniforme par rappott â te [0, 1].

(3)

Tenant compte du théorèrre ,4, nous porlvons introduire:

B_(T)(t)x _ R,,rr\T)(t) xe K
THEoREIvIÞ 2.I. Soi,t 1:[0, 1l-L(X) une fonction oþératoriel,Ie conti-

wt'e suu' l'intcruølle [0, 1] d.øns lø toþol,ogi,e oþérøtoríel,le forte.
Alors 7(t) est non-concøue d.'ord.re L sur 10, ll si et seulernent si quelle

quc so'itf F I{* et quel que soit x e K, lafonctionréellef(7-(t)x) est non-con-
cøue il'ord,re I sur [0, 1 ].

I)émonstration. Renrarquons que si x =X et / e [0, 1] alors pour
toate f ef,'

Í(B^(r)(t) o : rläff) - Q - t¡^-n, (\.]r:
:äf;),* (t- rm-n¡e å) *) 

: u*tf(t (.)x)t(t)

C'est-à-dirc

(4) f(B^(T)(t)x) : B^lf\(.)x))(t)

Nécessité de lø cond,ition du théorème. Soit ø e K, t
étant non-concave d'ordre 1 sur [0, 1] nous avons

Vz¿e N B*(T)(t)x - B*+r(T)(t)xe K

c'est pourquoi pour lorte f ell* et pour tout me N

(5) flB,,(T)(t)x - 8",+,(T)(t)rl > 0

De (4), il découle que pour toat nt' e N

B,,U(T (.) x)tt) - B m+llf Q (') x))(t) > 0

Ce qui signifie que la suite {8,,/(Tl')*)}i,:rdes polynômes de S. N. Berns-
tein esL non-croissante' Comme la fonctionnelle -f = I{* est continue stlr
X (lemme 1.1.) et la fonction opératorielle T(t) est co_ntinue sur [0] 1l
dans la topologie opératorielle forte, la fonction réelle/(1(/)ø) est continue
parrapport,ùte[0, 1].

þn vertu du théorème A,f(T(t)x) estnon-concave d'ordre 1 sur [0, l].
Suffisance d'e I,ø cond'ition dutkéorème.Po:u x e K et.f = K*,1a fonc-

tion réèile/(T(t)x) continue sur [0, 1] est non-concave d'ordre 1 sur [0, 1].
En vertu du théorème A la suite {B,UGl)*)l}i:r est non-croissante.

De la relation (4), il résulte que

Y.f = rc, Ym e N, ÍlB^(T)(t)x - B.(T)(t)xl )0
Comme 1e cône I( est fermé, il découle du lemme 1,2, que

R*(T)(t)x - R-+,,(T)tt)x e I(
x e K et t e [0, 1] étant quelconques, ?(l) est non - concave d'ordre
1 sur [0, 1] selon la définition 2.2.

Soit 
"(l) 

uue lonction opératorielle définie et lortement continue su¡
f intervalle [0, 1].Alors pour toute/ e X' et pour tout x e X, la fonc-
tion réelle/Q(t)*) est continue sur [0, 1]. Selon un résultat de orr4G ¡navrÄ
[1], il exiÀte trois points distincts t1, t2, ts (dépenclant de ?(l), f et x) tels
que la relation suir.ante ait lieu:

f(L'(t)x) - B^(flT(.)r))(¿): -'(t , ') ltt, tz,h; f Q(.)xl

De (4), il découle

(6) flT(t)x - It*(T)(t)x) : -'+ lh, tz, tB; f Q(')x)l

I)ésignorrs par L"(0, oo) i'espace de Hilbert réel de toutes les fonctions réelles
définies sur [0, oo) et de carré sommable dans cet intervalle.

e [0, 1]

o
o,

Io



Si y est un élément fixé de Ir(0, co), alors/(ø) : { r(s)y(s)ds est une fonctio-

nnelle linéaire et continue srlr Ir(0, oo). corrSidéroos {7.(r) ¿ e [0, æ)]

i" s"t ri-gtoupe des trauslations sur Zr(0, co)'

("(r)ø)(s) :x(t-ts).

Ce semi - gloupe est de classe Co'.-

supposons .to" iz i0, ii A1orË iI existe trois points distincts tr, tr,t"e
e [0, I ] tels que

2r(7) f l,r *') -å (î)r ç - t)n-n.(* * ')]rt')a':
dL

.r 2 I: -'(' ') lrr, ,r, tr; \ x(. + s) y(.)dt 
I?n I d I

S.PropriétédeNon-Concavitéd'o-rdrenpourlesfonctions
oP6ratorielles

Dans ce paragrap e de Banach réel' !(X) I al-

g¿urJäî B;t'aclr ?"s et continus U : X n X' E
un sotls - ensembl e t) une fonction opératorielle

definie sur .8, à vale
Supposons qtre l'ensemble E contienne au moins n + 1 points distincts'

Soit ø e X.
DÞFrNrTroN 3.1. On øþþette sée d"ord're n attø'

,nAt"oi,^[olø-l- = X, d*'li'þnction_ les þoints d'istdncts

lr, tr, .-.., tr*, e E,l'exþression d'

(8) lt',i T(')xl: T(tr\x

Montrons par récurrence que Ar't"" "tr+r s.1 un opérateur linéaire.
pour m: l, Ati"(T) : ltt, tr; T(.)x) - 

T(t¡)r - T(t')t
t*-tt

Soient ?, S = Ø¡,,¡,, alors

AI,'(T*S) : ltr,tri (r+Ð( .)x)): t(Î+s)(r')lø-i(r+s)(â)lø -tr-tt

I UNE NOTION

lr-lt tr-1,

: A';h(T) + ,4ï'"(s)

De façon analogue, on mont¡e que si ø e R, I e Ø¡,,¿., alots

AILGT): oA';t'(T).

Supposons que pour h < n 1es relations suivantes soient justes

S, ? e Øt,,r,,...,,0rr, At;'t" "'''¡+t(S + ?.) : A')'h" "''r+t{S) *

+ AI'"""'t**'(T)

ø e R A';J"'""tn+'(aT): oA')'t""' ts+t(T)

Montrons que des relations similaires ont lieu pour m: k *1.
S, ? e Øt,,t,,,..,rrrr, A'ì'"' ""t¡+r(S + T) : ltr,tr, ,..,tp¡z|

(s + 1)(.) *) : It¡t", ; (S * 
")(.)rl - 

ltt,t,, . . ., úA+r; (S * 
")(')rl

th+" - t,

, lo*, ; 'S(') r) - ftt,tr, . . ., th+t ; S(')øl

A, TTDJANE DIALLO

ftr,ts,, , . ,tn+

@

,; T(.)*) - Lüttz, ' ..'r,i T(')nJ

tn+t - tt

6 161
160

It, tt I
¡

th+' - tt

, t¡+,; T(.) rl - ltr, tt, . . ., tÈ+r: T(') rlt,,+ th+' - t'

..,th+z; S(')r] I ltr, tr, ..., t¡¡zi T(')x):
: A,î,',..,,,r*'(S) + At:t,' "',tn*r(T).

De même pour ø e R, T e Øh\,...,t¡*rt nous avons

A';J " "'''r+a(ø1) : oA'ì' "' 
" " tn+'(T)

TTEMMD 3,1' Pour toute f e X', noL{s a'Üons

(10) Í{ltr, tr, ...,tn+r; Tl')xl}: ltr, tr, '. ',tn+ti f!t')*))
récurence sur le nombre d.es points

tp tz,

Itt, tr, . . . , tnlr; T(') xl :

Désignons par Ø¡,,rr,...r-+r l'espaces vectoriel réel cle toutes les fonctions opé-

ratorielles t * T(t) = L6) définies sur les points distincts t¡ tz,'.',tt+t.
Alors les relations (8) definissent un opérateur:

Ar'1" ""t¡+t ' Øt,,t,,...,tn+r* X

Par

(g) AI,t,"",'ø+r(1) - ltt,tr,...,tn+ti 1(.) rl e f,
On démontre la lemme 3.1

n + I en utilisant les relations
paf

(B),

$ - L'analyse numérique et la théorie de I'aPProrimation - Tome 10' No' 2' 1981
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Dans le reste de cet article X d.ésignera un e_space . 
de Banach réel

doté d uì cône 1( et de la relation d.'ordre partiel déterminée. par ce cône.

ö; ,;pp".;rà aussi que E contient au moins n + 2 points distincts.

DEFTNTTToN 3.2. tlne fonction oþératoriell'e t *T(t) définie sur E est

clite non - conc&I)e d,'orclre n snff E- si þou'r tout système d'e rt l-2 þoitr'ts
tlistincts tr, tr, . . ., t1tr2e E, la condition suiaante est retnþlie 

"

(11) Yx e K * ltr, tr, ..., t,1-zi T(')xl e 7ç

pRoposrl'roN 3'1. [Jne fonction oþérø t * T(t) définùe sur E
est non - c,nca'l)e d"ord're n sur E s'í et se:ul i þour ùkte ¡' e fix ) X'
;;"i;;;' x = k, l,ø fotøction réette f (T(t)x) est nòa'ue d'ordre n sur E'

Démonstrøt,ion. T,a nécessité d.e la cond.ition de l'énoncé ¡ésulte de la

a¿finìtián 3.2 et d.u lemme 3.1.; sa suffisance des lemmes 3.1. et 1.2.
---- i""u"t compte de ce résuliat, le théorème 2.1. peut être énoncé de la

façon suivantc'

THEorEri,rÞ 2.1. ÇX-^soit-générateur et 
-que

t*itll-tàit un, fo *' lO' t) et continue ilsns

cet inieiual,l'e d'øns- I r te'

Alors suiaø ualentes 
"a) T(t d'ord' f au sens de lø définition 3'2'

bi) La 1 est

Ce rés tlne du théorème A'
Soit T une fonction opératorielle définie sur 1es points

(12) trltr<..'
etsoit xeX.

PRoPoSITIo¡q3.2'La'différenced.iuiséegénéraliséelt¿,,t¡,,,.,,t,,*'i
*, S m est une nToYenne _ørítk-

It,, t¡ Þt, . .., tr+ti T(.)x), j :
tous ies syslèmes d'e n | | þoints

est une fonction réel1e de la
Du lemrne 3.1. et du théorème

es établi par rrBERru PoPovrcru

[12], il c1.écoule que:

.f{ltn,, tr,, ..., t¿n+r; T(.)x)}: lt¡,, t;,, ..., tí"¡r; Í(T(')x)):
in+1-ñs A¡lt¡, ti+t, ..., t¡+n; f(T(')r)] où les nombres /¡ sont indépen-

dants de Î(T(t)x) et satisfont aux conditions
i¡+l-n

Al 20 j:ir,irl1, '.',in¡1 -tt, D At:7
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De nouveau, du lemme 3.1. il résu1te que

ôn+1-i

Í{1t,,, ti,, .", t,,*r, r(')x)}: Ð A¡Í{ftt, t¡+r, "', tj+n; T(')xl} :

(13) f

:rl"'Ð," A¡lt¡, t¡¡1, ..., ti+n; rr ')rl 
l

Par suite, pour toute -f = X' nous avons

r¡*l-î

Itr,, t,,, ..., tin+t; f(.)ø]- D A¡lt¡,t¡-rt, '..,ti+n; T(')xl -0

En vertu d.'un co¡ollaire du théorème de Hahn-Banach, il résulte de

(13) que:
in-lt-il

It,,, t.,,, ..., t¡n-t-r; T(')xl - Ð Ailti, tj Fr¡ . , li¡,) T('){: a

I,a proposi tío:- 3.2. est ainsi UU"t"*rU".
soit T une fonction opératorielle définie sur les points (12). Supposons

ql;er/t,2n*3.
coRorrrrArRE 3.1. Lø condition e et þour que l-ø

fonction T soit d'ord're n l'en es þoints (12)
'est qu'elle soit d'ord,re n les n + 2 þoints
consécutifs d'e I

coRolrlalRÊ, 3.2. Soit T une fonction oþérøtorielle d'éfinie sur les þoints

trltr<...

Si l,e cône K C X est miniéd'rø\,, ølors þour tout x e X, nous øaons :

inf ltt, t¡¡t, .. ', ti+,; T(')xlS [l;,, ln,, " ', ti,¡r; f(')'] 
5J'-j¡,í.*1,. .,in+t-¡ - K

(14)

K j-ilrt*l,'..,i¡¡1-n

Démonstration. T.e cône K étant miniédral,

G: inf lt¡, t¡+t, , '., ti+,; T(')x) et
j- i¡,i'*1,. .,,i¡lt-n

D - sup lt1, t¡+t, ..., t¡+,; f(')x() existent et selon leur défi-
i-it,i,1'l'...,i¡+t-^
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Ð¿rc<j:i, K

i ¡+ l-'l
Puisque Ð 

At : 7, les rélations (1a) découlent de la proposition 3'2'

Dans tout ce qui suit M désignera un sous-ensemble non vide de X.
Généralisons la déiinition 3.2, de la manière suivante:

DEFTNTTI9N 3.3. Une fonction oþérøtorielle t*T(t) définie sur l'ensemble

E est d,ite (M, K) - noft-conceae d'ordre n sur _E.si þour tout systém.e.de

rr+2þoinisdistiit'ctstr, tr, "', tn+2e E, løcond'it¿onsuiaa'nteesteremþlie"

(15) Yx - M > ltr, tr, ..., tn+zi T(')x) e 7ç

pRoposrrroN 3.3. une fonction oþér t * T( e sur E
est (M , I{) - non-concØre d'oidre n sur E sí ent s'i þ Í.= 4*À
n X' 

' et tout x e M, la fonction réelle est non d'orilre n
sur E.

cette affi¡mation se démontre de 1a même façon que la proposition 3.1.

pRoposrTroN 3.4, So,íent {7,^}i,:, d.e fonctions oþerøtori_elles

défi,i|es sur E et (M, K) - ion-ô n sur E et T: !---L(X)
uíre fonction oþér:àtorietl'e telle que M et tout t e E on øit :

(16) j1x llr^(t)x - r(t)xll:a

ators T(t) est (M, K) - non-conca'ue d'ord're n sur E'
Dérnonstra.tion. Soient x e M el f e K* ì X'. De (16) il découle que

Yt eE, lf(T*(t)x) - f(r(t)x)l: lflT^(t)x-T(t)xll < lllllllT^(t)x-
-T(t)xll*0. c'est pourquoi {fT^(t)x)}f^-1 est une suite de fonctions réelles

ooo-"ooJåiË. d'ordr" n su E qui converge ponctuellement vers une fonc-
non-concave d"ord're n sut E. x e M
e la proposition 3'3., il découle que
rdre n sur E.
espace vecioriel réel de toutes 1es

i 
j1;Í"åîî"i:,it"::l,ll:1ji,,"w

- non-concaves d'ordre n st7Í la, bf lotme un clin.
pRoposrTroN 3.5. Soit T i E + L(X) une fonction oþératorielle (M,K)-

- non-roniøue il'orilre n sur E. Ators iei ølfiirnøtíons suiaantes sont justes:
(Ð T(r) est (M + M, K) - non-concaue il'ord.re n s*r E.

, tj+,i T(.)xl S D. I-,es nombres A¡ étant > 0

fnil-n

p, liltt tj+r, ..., tj+,; f(')r] Í
r¡ il -n

K j:i,
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(ä) Pourtoutì.réel )0,7(t) est(^M, K) - non-concøae d"ord.re n sur E.
(iii) f(l) est (M, K) - non-concaue d"ord,re n sur E où M est la ferme-

ture d,e M.
Démonstrøtion (i) et (ii) découlent de la linéarité de f(r).
(iii) Soit x e M. 11 existe une suite (*^)fr:t, %,,, = M te1le que

lim llx^ - xll :0. Soit / e K* 
^ 

X'. Consid.érons les fonctions réelles
nL+ @

g^(t):f(?'(t)x^) er gþ):f(T(t)x). Comme T(/) est un opérateur linéaire
ct continu, notls avons:

ls.U) - sØl : lf (T(t)x,") - f $(t)x)l : lf (T(t)x- - T(t)x)l :
: lf lT(t)(x^ - x)l < ll/ll ll r(l)ll llx^ - xll,,-* * 0

Par conséquent 1a suite (g,,(l))fr:1 d.es fonctions réelles non-concaves
d'ordre to sttr E converge ponctueliement vers la fonction réelle g(l) . Donc
g(l) est non-concave d'ordre n srr E. De la proposition 3.3., il résulte (iii).

coRor,LArRE 3.3. Désignons þør C le clin engend,ré þør M. Si T(t)
est (M, K) - non-concaue d,'ord,re n sur E, ølors T(t) est (C, K) - non-
concãne d'ord,re n sur E.

Soit [a, ó] un intervalle fermé et borné de R.
DÉFrNrTroN 3.4. On d,it qu'une fonction oþérøtor'íelle T: lø,b)* L(X)

est à differénce d,iuisée d,'ord,re n bornée sur la,b), relatiuement à M, si

(L7) Yx e M,. . srp. ll ltt, tr, . . ., tn+t; T(')xlll < *.o
tt,tù,.,,'n+1

dist¡hcts € [ø' ó]

Pour n: 0, nous avons

Vx e M 1L*) 0 tel clue llT(t)xll < ¿, V, e la,b)
Poot n: 1, nous avons

Yx e M lLL <0 tel que llT(tr)x-T(tt)xll <¿ilrr-rrl
Vt', tz e la, b) et tL + tz.

Par suite poar x e M,Ia fonction x(t): T(t)x est lipschitzienne sur
lø, b).- 

ÞnoposrrroN 3.6. Une fonct'ion oþéra b) - L(X) est à
differénce dí,aisée d)ordre n bornée sur la,b à.M, s'i et seule-
niint si þour tout x e M et toute f = X', elle f(T(t)x) est à.

différence d,iaisée d.'ord.re n bornée sur lø,b)
Démonstrøtion. N écessité de lø conclition d,e I'énoncé. Soient x e M et f e 7' .

Rappellons que ltr,tr, ...,tn+t; T(')x) e X' Nous avons, en vertu du
lemme 3.1.

lltr, tr, . . .,tn+t;f(T(.)x))l : lÍ{ltr,tr, . . .,tn+ti 1(')øl}l (
< ll/ll llltr,t",...,tn+t:T(')x) ll < ll/ll sup ll[f',ú', ...,tn+ti

u,!ïi'Å"i; :'i:,'r,
T(')x)ll < *.o
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Par conséquent

72

sl1p lltr, tr, . .', tn*r;fT(')xll a foo
]¡l¡...,í¡+t

¿¡a1¡¡ç¡s e [ø, ö[

Suffisønce d.e la cond'it'i,ott, d'e l'énoncé, Soit r e 14' Si pour toute f = X'

stlp lltr, tr, . ' ', tn+r; f (T(')xll 4 f oo
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Bn vertu cL'un corollaire du théorème de Hahn-Banach' des relations

précéd.entes, il résulte que

(18) ltr,tr, .",th',T(')*l - ["' Su' " '' så; T(')xl:

:Étr, - s¡)[lr, tr, . ",ti,si,S;1-l'; "'' spi T(')xl

: lø, bl * L(X) :tt yn: fonctíon oþératoriell.e

à d bornéõ "'-fi"h1' 
relaiiuätnent'ù NI' alors ellc

est ì'"n-Iuoä¿i"u'la'b)'-relatiuetnentùM'
il découle que Potlr x e M

llltr, tr, . ' ', t,; "(')ølll 
( ll[s'' sz' ' ' '' s" ; 7'(')x]ll f

^
+ É l¿, - s¡l Illtr, tr, . . ., t,, si, ' ' ', sÅ; T(')ø]ll S

i-1

., s";T(')ølll*Ðl¿r - s;ll' S

, s,, ; T(')ølll + n(b - ø)L'

A, TIDJANE DIALLO

alors

tr,tr,,, ,

diEtiucts €

1r,tr,.,.,
distitrcts €

ln+t
la, ø)

sup lf{ltr,tr, .'.,tni-t; 7'(')øl}l < +co
tr, tr, " ', til+l

distincts e [ø, ö]

En vertu du principe de la borne uniforme,

sup llltr, tr, . . ., tn*t ; T(')xlil < -l-oo
I n+,
l-a, bl

S ll [st, sr, '

( ll [s', sr,

Soient T' : la, bl * L(X) et 7" : lø, b) - L(X) cle-ux fonctions opéra-

torielles à différence'divisée d'ordre n botné. sur l'ø, Ò], relativamenl à X['
Àlors T f 7.' est à différence divisée d'ordre n bornée s.or .la, å], relati-
vement ù M; pout tout I réel, ÀT est à dilférence divisée d'ordre n'

bornée srnr la., ó], relativement à M.
Soient 11,tz, ...,tli s1, S2, .'., sri lr¡r ;sii-r, l¡+z-: s7lz, "'tto 7.)e

L + j fåì"tr'âiril".ts'a'" (o,ãl t S ¡ ( ¿: Soii t rrrie fonction réelle déIi-
tri. Jui Vt,b).Dans l'artiõole-[12]. TrBERru por,ovrcru a rnontré que

Ity, tz, . . ', t¡i 1] - [tr, Sz, ' ' ', 's/, ; 1] :

: * tr, - s¡) [1., tr, . ..,t¡, S¡,s¡ Fr, . . ', sA; l]
j:1

Soient T: lø,b)* L(X) une fonction opératorielle et t; e X. Pour toute

-f = X' nous avons

f{ltr,tr, ...,t¡;'r(')xl - [tr, s2, ..., s^, T(')*)) :

: ltt,tr, ...,to;f(T(')x)) - [sr, sr, '.., sÀ;Í(T(')x)):
j

-\lr+- ¿-r\oi - s¡) [lr, tr, ...,t¡, S¡, si+t, '. ', s¡;/(T(')x)):
d-1

:r{rÐ(ú¡ - s¡) ltr.,tr, ...,1¡, s¡, s;al, ..., s,ril(')tf}

llltr,tr,. . .,tu; T(')xlllsll[sr, s2, ' ', s,,; 7'(')ø]ll * n(b - ø)L'
par suite

sup
l',1r, ' 'ln

distiucts e [¿, b]

coRoLLr\rR r) 3.4. Suþþosons'ly' T : la' b)-l' l(X),soi't une JoncLion

ohcratorictLc ¿ ¿¡¡¿"'r,iri''i;;;r:;;',t','àrir, ;@ > r) b'orítée sur lø,bf, rctati-

,icnLent à l\1, alors

Yx u M, Vro = fo,bl !*"llT'(t)x - 
T(to)xll :0

!)n effet pour r €= on x(t) : T(t)-x est'-li sw la' bf'

rgfiop.ÈM4 3. que'tb côni k,ç !. et que T :

lø, bl - L(X) soit oþératoriette (Iul K) øae iL'ordre

n sur la, b) (n )
Yx e M, Yto e (a., ð) lii llT(t)x - I(ro)øll :0

Démonstration Solt to = (ø,Ó)' I1 existe un intervaTle (c' d) tel que

to = (c, d) C lr, dl ç (ø,b)
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bornée sur [c, d) C @, ð). En vertu de la
rence divisée d'ordre n bornée su lc, d,l
le corolaire 3.4.,

Yx e M, to e (c,d)Cl",dlç(a,b)
lim llT(t)x - T(to)xll - a
t)to

to étant arbitraire dans (ø, å), la démonstration est terminée. Si M: {x},
x(t) : T(t)x est une fonction définie sur lø,bl à valeurs dans l'espäóe
de lJanach X. I,orsque n: l, le théorème 3.1. fournit un cas particulier
d'un résultat établi par w. w. BREcKNER et c. oRBAN t5] (corollaire
5.2.2 page B2).

coRor,r,arRE 3.5. Suþþosons que le cône KçX soit générøteur et nor-
møl ct que T: lø,bl* L(X) so,it unefonction oþératorielle nonconc&ue d,'ordre
n sur lø,b) (n ) 7). Alors T(t) est cont'ínue d.a.ns I'interualle ouaert (a,b),
døns lø toþolog'ie oþératoriell,e forte.

Démonstrat,ion. Si x e X, i1 existe u,û e K tels que r -- u -aSoit lo e (ø,b). llT(t)x-T(to)xll:llT(t)(u-a) -rþo)@ -z)ll :
: llT(t)u-T(t)u-lT(t)a -T(t)ull ( ll?(t)ø - T(to)ull f llT(l)u - T(to)all
Selon le théorème 3.1.

lim llT(t)u - T(to)ull: lim llT(t)u - Î(ro)ull : 0
t+lo l+lc

C'est pourqtroi lim llT(t)x - T(to)xll : Q
l+l ¡

4. Exemples

4.1, X: R K: {øe Rlø 2 0}. Une fonctiorr réelle 1(l) définie sur
.Ð peut être considerée comrne une fonction opératorielle t e E -* 1(l)
I = L(R) oú 1 est l'opérateur identique sur R.

Pour ø e R l(t)Ix:l(t)x
Selon la définition 3.2., nous obtenons qu'une fonction réelle l(l)

définie sur ,Ð est non-concave d'ordre n slrr E si pour tott ø ) 0 et pow
tout système de n f 2 points distincts t1,t2, ...,t,+z e E

Itr, tr, , , ., t¡*z;\(,)al ) 0

I1 en résulte que ltr,tr, ...,tnt2;ll > 0. Nous retrouvons la défini-
tion donnée par Tiberiu Popoviciu [12] des fonctions réelles d'une variable
réelle, non-concaves d'ordre n sur E

4.2. Soit U: Xn X un opérateur linéaire, positif par rapport au
cône K Ç X et continu. Alors le semi-groupe T(t) : etu t e [0, oo) est
non-concave:,de n'importe quel ordre sur [0,.o).

4.3. Soient C un clin C X, U i X ---+ X un opérateur linéaire te1 que
UC c K, .f : E--*R une fonction réelle non-concave d'ordre ø sur E.
Alors, de la définition 3.3., il découle que T(l) : f (t)U est une fonction

i¡oératorielle (C, K) - non-col1cave d''ordÍe n slJr E' En effet pour tous

i:1'",",".'.:;"*r'ãi.títt"ts de E et pour tout x e C'

Itr,tr, ...,tt+2; Í(')Ux): ltt,t2, " ',t¡+z'flux ) 0

n+1

Soit T(t) :DttA,oir,4, e L(X) i :0,1'2" "'n + |
i:0

et An¡1 esf un opérateur -linéaire tel que Aut'tC g K' Alors T(l) est

(c, xi''- ,tott-"ottiavc d'ordre n sut E'
4.4. Désigno"t p^i ðtO, *] l'espace des fonctionsréelles x: l0'æ) "R

¡orn¿es et uñiformêment'continues sur [0,.o). Notons par

C -- {* e Cl},co]lø non-concave d''ordre n slJr t0' to)}

K:'{* = C[0, oo]lø(s) ) 0 Y5 e [0, co)]

Considérons le semi=goupe des translations :

x e C[0, *] (?(l)ø)(s) : ø(l -f s)

7'(l) ,":t natureis. une suite

Ø);:,' Peut être considérée

comme

soit aor.ø: É t- Ð"-o(L\t-*u*'
À 'o \l? )

I)e la définition 3.3' appliquée a ce cas, il résulte, conrpte tenu du corollaire

3.1., clu,une suite i¿,if,:,=i"pératcurs linéaireá et èontinus L,,," X --' X-l"t'tü, 
xl - tottl.óäó"ne d'ordre ø sur N si

Yrn eN, Y* = AI "> L'+r L,,,x' e K'

tlvons la définition bien connue
s et contints L^'. f, + X quí

L'.M c K pour lo:nt 'm é N'
aäalytiquc iur [0, 1 ] et ø{Þ)(s) ) 0

K: {x e C[0,1) x(s) >z g Y5 e [0,1]]

Considérons la suite (8,,)7,:r des opérateurs d'e S' N' Bernstein:

B^: C [0, 1] -' C[0, 1]

(B.r)(s) :ä(î)-(1 - s)'-r .(*)

Le résultat principal de l'article d' or'EG 'q'narrÀ' 
et de DTIMTTRU

*r"r^l*,l [2] peut'être lormulé de la façon suivante:

l,a suite (8,,)i,:, est (M, K) - non-concave d'ord're 1 sur N'

A. TIDJ,ANE DIALLO 15

proposition 3.6. f(l) est à diffé-
relativement à M. I)'où, selon
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la., b) et

tion 3.1, i1 découle que

d¡+t

dltl L
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5. Åpproximation des fonctions openatorielles non-eoneaves
tl'ordre supericur

Dans l'article [13], TIBERTU popovrcru a r¡.ontré que toute fonction
x: ¡i, ¿r] *-R continue et non-concave d'ordÍe n sLtr lø,bf est la-limite
á'.rr" s'lite rrniforménent convergente de fonctions éiémentaires d'ordre
,?, non-concaves d'ordre n srr lø, b)' nans [4] R' BoJlNrc et J' R'oul'rER
.,nt clonné unc nouvelle dérnonstratión de ce théorème, basée sur les obser-

rraticns suivantes:
(i) Si x - C[0,1] alors llmllB-(x) - xll:0
(¿t) Si r est non-"ot""rr" d'ordre n s17r [0, 1], alors B,(ø) est aussi

11or.r.-conca\¡e d'ordre ø sur [0, 1].
(iii) Si x e C"+t [0,1], alors

r(t) :r(0) +,1,*'(o) i f,, 
x"(0) + . .' I t, 

xr"t(O¡ ¡

A i'aiclc d'unc méthode similaire, nous allons éterrdre 1c résultat men-
tiorrné de Tiberiu Popoviciu au cas des fonctions opératorielles T: t9:!] __:

-" L(X) continues sui ¡0,11, dans 1a topologie opératorielle forte, el (M,I{)

- rloll-concaves d'ordre ra sur [0, 1].
Dans tout ce qrri suit, nous utiliscrons des résultats relatifs à 1a déri-

vation et à f intégtätion des fonctions de v¿rriable réclic à valeurs dans tiu
espace cLe Banach (cf par exemplc [9] pp. 81-94)'

soit :ç : lø,bl-" x. Nous dirons que 1a fonction x(t) est tolteÍucnt
dérivable "n,tt 

p-oitt lo e la,b), s'i1 eiiste un élóment x'(t) e X te1 que

ti,n ll4l--'!d - r'1r01 ll : o
r-r, ll t-tu ll

I,a folction x(t) cst dite fortenrent dérivable sur tout f intervalle [ø, ð]

si sa clérivée forte ôxiste en tout point de cet intervalle'
Considérons la fonction operaiorielle 1: la,bl-" L(X)'

I NI , lø fonction T (t) x à

aa l' s d'ériuées fortes sur lø'b)
j u , lo, Q) 

* Z (X) soit (A4 
' 
I{)

e suffit que :

vt e la,bl, Yx e M + d"*', 7'1t¡* = K
dtn+t

Démonstrøt'ion' observons que pour toute 'f 'I? | x'.et to:ut' x e M'
la fonction réelle /(T(l)ø) possèãe des dérivées jusqu' à l'ordre n | | xr

(1e) ffireov):ri#;rp).)
Nécessitéd,eløcond'itionclulemme.Pourtotrtef=K*(lX,et.;crrt

x e M,1a 1o'ction""r'éiíiå"iéii¡r¡ "rt non-conca\¡e d'ordre n sul la,b)'

;"*;"' ffirrrvlr) existe sur [ø, b], alors seion un résuitat de finrìRlu

popovrc; wl,#,-,rQþ)x) >-o Yt e la'b)' De (19) et de 1a proposi-

T(t)x e K y¡ e lø,bl

i, I (l - t)" atø+r)(s) ds

0

SufJisønced'eløconclitiond'ulent'nrc'Ð11edécoulede(19)etdela
proposition 3.1.

LEMMD 5.2. Suþþosons (11l'c f ' L0'11-" ¿(X)-^so.i! ,ury 'fonction oþéra''

torieue Uur,K) -;{';:;;;';;'" d';'à;;'n "i-'10'tl(n à 
" 1)' Ators Ie

'íliíi"a*i"r'*'n,,ç:1(t) d'e s' N' Bernstein d'éfinì' þar

R 
^(7') 

(t) x :,;"1:J r l - t)^- n' (:) .

est a.ussí (M, K) - 11'017-concøac d"ordvc n sur [0'1]

Dérnonstrrttion'PoarÏotttx=X'13'n(7-)(l)øpossédedes;c1érivéesfor-
tes de tous ordles sur [0,1]'

Comrrle dans f11], on peut montrel que:

{! n.s)(t)x : (n * t) 
' lt - :)f -'-)df+t

im-n-l\ .th h+r
x[- k )¿].(1 -t)n-t'l;'*'

Par suite,

fi-n-l

,tl-1ì Ð Y
\ nt) h:n

,U#t; r(.)x

Yx e M =+ B^(T)(t')x t'I{

Du lemrne 5.1, il découle que B-(?)(t) est (atI, K) - frol1-co1lcave d'ordte

ø sur [0,1].
f0 si ¡ela,c)

soit (¿-')o*:lr si ¡elc,bl

considérons ure partition "o =to-lt'<c2 
1"'cl 1cj+t 1"'
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þar

(20) xeX

On vérifie clue

À. TIDJANE DIALLo 18

DÞFrNrrroN 5.1. unc fonction oþérøtorielle Q,i la,b)--* L(x) d.éfinie

19 uNE NorroN 173

comme T(ú) est (IUI, K) - non-décroissante sur lø, bl et c4 ) ci-1, alors

Yx e M + T(cr)x - T(c¿-)x e K

Par conséquent

fr

x = x þ_(t)x: Ax t Ð þ -c¡_)lD,x
ol A,DreL(X) i: l, ...,/tt' est øþþelée fonction oþératorielle ëlémen-

ta.ire d,'ord,re 0 su,r lø,bl
r,ÞrvrMp queløfonctio lle : t e lø,bf * Tlt) :.

f(i¡ soit i,b_1, døns tø- ératorielle forte, et.(\'x)
non'-d.é.tro bl. Ators it suíte (þ^(t))i,¿ d'e fonc'

tions élémentøires d,'ord,re 0 sur lø, b), (M , K) - non-d'écro'issøntes sur

iø,b), qhri f Q) !'gns li toþologie oþératoriell'e forte, unifor-
inément- þar e la, bf .

Dénîons suif une construction faite dans [13] pour les

fonctions réelles,
Soit m e N, 1n ) 1. Divisions f intervalle lø,bf pat les points

ct.:co(cr(... <

max (c¡- c;-,) S f i : 7,2, .'.,ffi

et définissons la fonction opératorielle tJ,'.(ú) par

ù*(t)x : 7'(ø)x+ Ë O - c¡-r).! lT(c,) x - T(c¡-)xl
.1

yx e M, *^(t")x - þ-(tr)x:Ð t(¿, - c¿-r)l - (tr- c;-')11 lT(c,)x -

- T(c¿-¡)x) = K

m

T(a)x ! T(c¡¡)x - T(ø)x : T(c¡+r)x pour I €
J:

Le lemme est ainsi démontré'
obseruøtions.l.Aucoursdeladémonstrationdulemme5,4,nous

avons montré que si T: |ø, b)-L(X) est une fonction opératorielle fortement

continue sur [ã, D], alors pour la suite d.es foncti.ons (20) a lieu la relation

(21).
Désignons Par

(t - ct-t)\ : gn*r, 
"r_r(t) 

:

et par 7'til(s) *:dtTy)* | ,orrno" cette dérivée existe'
dP lr-'

T,EMME 5.4. Soit T: [0,1] -'-1.(X
aour-1oú x e X, lø fonction T(t)x
'sur l0,ll iusqu' à' l'ord're n I l' Alors
0 :;; à'tra c21 ... 1 c. : r tels

lø forme :

T(t)x: T(o)x + l,r'p1* + |,t"{olrx ! ' + 
"t 

7't"r(0)ø *

**å (t - c'-)ilrr't(c,)x- 2'{ø)(c¡-r) -l + ,:, i' -s)"-rl'(s) ds-

[0,
X,

7)*Xestune
intégrable sur

Í"
[0,

l[ ll
ii"' il [(r - s)n-r r.(s) ds ll 

: o,

''*llj ll

rt ù. t e [0,1 ],
x e X. Þuisque la fonction: {(l)ø pssèd'e des

s jusqú à l'ordlre n +l sur [0,1], la formule de

0 tela, c;-¡)
(t - cr-t)" ¡e¡c¡a,bl

nctiom continue þar morceaux sur lD,lf, à ualeurs

l) telle que

þ^(t)x :
T(ø)x I T(b)x - T(a)x: T(b)x pour I e lc,,-t,bl

Soit ro (*trt')r) : rop{l[@ x- r(s)*ll; ø S r, s S b, lt - 'l < *]
T(t) étant uniformément continue slur lø, bl,

llú^þ)x -1(l)rll (o
| 

; T(')* *0

Itl, rj*r)
0, 1, , ..,m -2

(21) ). _- où, r-',
døns

Par conséquent, la suite ({,,.(l))i-r converge vers T(l) d'ans la topo-
losie opératoriellle fórte; unifoitiêáênt par rapþort à t e Io,!J' -----1"'6;"tià" 

,¡_1t¡ e:st (M, K) - noir-d.écroiisante sur lø, bf. En effet
si tr,t, e la,bl et t, 11, alors

I o, t,, t,
(t, - c;-ì1- (t,, - c¡-)l : I t, ,,. =

lo, tL, tz

e lø, c;-t)
lø, cr-r) , t, e lc¿-1, bf
e lc¡-1, bf
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Par conséquent

o
Yf,

774

'Iaylor a lieu Pour I e [0,1]
(t - s)',-r [ît"l(s)ø - ft')(O)r] ds :

(22) T(t)*:T(o)x¡ !,r'p]x+f,,r"p.x-l ' *î,?þ')(0) x+Q^

o11 1 (/ -- s)'-r [ù.(t)' I 2,"(t)]ds :

Q,: *,( , - s)ñ ?('+r)(s)ø ds
(ø-1)l

:#"J (ú-s)'-'{.(s)ds+¡r5, (l - s)"-t r^(s)ds

Comme ¡t"r-r)(s)ø est continue sur [0,1] "t (t - t)'Tt une fonction réelle

de s continue sllr [0,1], nous pouvons ttuoÀfot*"r Q' en ut-ilisant la for-

mule d'intégration Par Parties'

Q,: -'!,ryt1o¡*+ #' (u - s¡"-r ?{ø)(s)rds'

0

observons que 
I U -s)'-r ¿' : I' P"' suite'

o,

n - 
| lU-s)"-r[Îør(s) *-7t"t(o)x)dsv"_(r¡_t) tJ\" L-

Pour chaque x e X, la.fon-ction Tþ)(t) x - T2!0).i est continue sur

t0,1i ô; ,r*täì" t,o¡sËt,ráiioo 5.1, poor tó.ot m e N, 
'í1 

existe des points

0 : co 1 41 ,, . , .-Z-i^-t 1c^ -'1 iodép"ndants de ø' tels que la fonc-

tion

þ^(t)x:iV- c¡-r)l f [Tr"r(c,) * - 7t"t(c,-',)x)

(U - 5)"-r {.(s)dr: Ë \v -s)r-r(s - c'-')l[1( \(c')x - 7t"t(cn-)xf d's:

J' o

m

IT{')(c,) v - Tt'\(c;-) x) (¿-r)'-''(s-c;-)lds_ç
-LJ

J

T

)

I

¿ e la, c¡-1)

¡ e¡c¡-r, I) -Y-q4
(l - s)'-r(s - c¡-)\d's : ft

Par suite
1

o :r itr- c,-r)?lTø\(c,)x-Tt"\(co-)x)+ ¡¡jr
Lu nlÍ--t

J
(l - s;'-t z,(s) ds

il,
(2s) tim ll { (r - ')"-' r^(s) ds

"'-- ll õ

De (22), il découle clue

: 0 uniformémentpar rapport ¿ ¿ e [0' 1]

vérifie la relation:

YxeX, lim lltf,(/)r - (T@(t)x - Tt'r(O)r)ll : 0 t
T(t)x: T(O)x l¡ !-rT'(0)x * -¡ tlrrøtço¡x +

ø+æ

uniformément par rapport ¿ ¿ e [0,1]'
PosonspotrxeX

Tø)(t) x - at't(O) x : Ù^(t) x I r^(t) ;

r^(t) est unc fonction continug pu' marceaux sur [0'1],à valeurs dans

iäó";" de--Banach'x, ¡i{¿iräteiur 10,11, tel1e que-lim llr.(r)ll :0 uni-

formément par rapPorl ¿ ¿ e [0,1]'

+f D (t - r,-,)î17 '(',)x- rt")\c¡-¡)xl* *]¡ !tr - 
s)"-t'-t''"

ilt i= L o

et (23) a lieu
nÉ¡'rNrrroN 5'2

tion de l'intervalle
Soil a:co1ct1." 1ctn-r1Ç!'-:h une þørti-

lø, b). une roncti"" ;pà;ä;iåtJ ¡r' t io' bl *- L(x)
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définie par: x e X

(24)

A, TIDJANE DIALLO

H^(t)x:Drt A*x* Dt¿- c¡-)iDnx
,t:0 i-l

où

Ah,Ði e L(X) h :0,1, ..', n; i : l, "',ffi
est aþþetée fonction oþérøtoriel'le élémentøire d'ordre n sur lø,bl' . --

ôô*otiot"E 5,1. Soit T: [0,1] - atoriell'e (ry,4)

- not':-çshcøue d,'orilre n sur 
- 

[0, Í ]. ott't x e X, lø
fonction T(t)x s dér- l'ord're nll
"sur l},ll.'Áto une d'orilre m sur

l0,l), (M, K) ca'ues

2g uNE NorIeN 777

ordrenswr|o)1,(M,K)-nonconcaaesd'ord'yen..S,/,r.|0,I]qui'
,r", T(t) rtàns'tø' toþotogie oþérøtor¿el,le forte, uniformément þør

¿ ¡ e l0,ll.
Détnonstration. sott. BLQ)(t) le polyrrôme c1e S. N. Bernstein de degré

7-ni 1 attaché à 1(l) sur [0,1]'
: Porlf chaque x e X, Br(T)(t)x possède des dérivées fortes, de n'im-

oorte crrel ordte, coutinues sur [0,1].
""';.ì'ì;;rä Ë.+., ii résulte qrr" po,r'. Lott m e N, il existc des points

0:co 141... <

H1,,,,(T)(t)x: B1(")(0) * + iBiQ)Q)x -f ¡ t!,ß\")1T)(0) ø +

' t É (t - rn-r¡i¡ntitg¡1c,1x - nfg)(c,-,)x)T"tl 
,

vérifie 1a relation

Yx e X, l,¡1¡1nr,,,,1f)(t)x - B'(T)(t)xl : a

uniformément par rapport ¿ ¿ e [0,1]'
Comme fr7)(r) '11'

Hr,^(T)(l) est aussi (" báàé l'ouvrage s1

T: [0,1]-.I(X) eit súr

[0,1], alors

Yx e x llB,(r)(t)x - r(t)xll < ; "(;þ ; r(') *)

Donc, pour ?(ú) satisfaisant aux conditions clu théorème 5.1, nous avons

Yxe X,llT(t)x - H,,*(T)(¿)'ll S llT(t)x - Br(T)(t)xll -l

+ llB.(r)(r)x - H1,,,,(7')(t)xll < ; ' (ht ''r'l ") *

Ve)0

Pour ces l' ), lo

* llB'(?-)(t)x - H1,",(T)(t)xll

1t,oe N; vr 'to+i^(h;r(')x)<Lz
choisissons ffio e N: Ym > l'llo + llBt(f) (t) x -

- 
Tf . /?'\//\ ryll < j

- flt,ut\r )\þ) tul I \ t
Par suite, nous avons démontré que

lirnllT(t)x - H,,,,(T)(4ll :0
flr,laæ

uniformément par rapport ¿ ¿ e 10,1].

4 - Laoôlyse nulnérlque et la théorie de t'ôpploximôtion - ToÛ1e l0' No' 2' 1981

22

Yx e X ltmllT(t)x - H^(t)x¡ : g

rrniJormément par rapport à I € [0 .]..

D&nonstrai'ioø. S^efon le lemme '.4', pour louLt m' e N nous pouvons
choisir ies points c¿ i:0, 1, . ..,m telJ que 1a fonction opératorielle
Hn,: l0,ll --' ¿(X) définie Par

x e X H-lt)x : T(o)x+ | r'10¡ x l . +';Tø)(0) x +

n :,hþ -'n-,)ilrtn\ (c,) x - r{n) (ca-,) xl

vérifie la relation (24)
Montrons q"" ]7.p¡ esl (M,K) - non-concave d'ordre ø sur [0,1]'

þn effet, en poiant öl)*r,, _,(t) 
: (t'- c¡-ìï,nous avons pour x e M et

t1,tz, ...,tn+-z e [0,1] ilistincts

It r, tr, ., ., tn +2 ; H *(') xl : :rþ-r ltr, tr, . ", t**z i g r + 1,,,-, (' ) ( Tt'l (' r) x -

1tn

- 7 r"r(c¿-r) x)f :;Ð irr, tr,. . .,tn¡zi g,¡1,,.-,1 . (1(")(c¿)x - Tttt (c¡-) x)

Dans l'article [13], il est démontré que ltr,tr, ..'ttnt2i Pn+t,"¡-rf 2O
et de T(r¡+r\(t)x = K (lemme 5.1) et c;) Q-t, il résulte que

7tn)(cr)x - T(')(c;-ì)n e K.'

fl' to,tl"î (M: K.)

"p :1,,"'I)! "!'t';';i

rl
.!

i

)

I

li



t7B A, TIDJANE DIALLO 24 MATHÐMATICA - REVUE D'ANAITYSE NUMÉRIQUE

ET DE îHEORIE DE IT'APPROXIMATION

L'ANALYSE NUMÉRIQUE ET LA THÉORID DE L'APPROXIMATION

Tome 10, N" 2' lgLl, PP' 179-lB5BIBI{IOGRAPHID

lll A r a m ä, O leg, Proþrietdli þrìvind monoloniø çirul,ui þol'ínoomelot lui S. N' Be¡nst¿in

çi øþticøre loi Iø studiul aþþroximãrii funcliilor, Studii Ei Cerc. (Cluj) VIII n¡.
3-4, 195-210 (19s7).

l'2 1 Â¡amá o., Ripianu D., une þroþriété des þolynôme de s. N, Bernstein, Mathe-
matica (Cluj) vol. 3(26) 1, 5-18 (1961).

[3] Bahti M.4., Stetenko V,, Sur la conlinuill dcs
. Mat Jurn 3 nt. I 157-160 (en russe)'

r4r Bo ja -oi;j:î,";!*:i:::d:i::-i,î_y"r;"":,::,#r::i::
tion, l'Ol{E 3, nr. 2 143-150 (1974).

[5] B¡eckner.w. w., o¡ban G., Continuà!.y, þroþerties of røliomtally s-c9_nv.ex-ttdþ-

þilgs uilh ualues in an oydered loþologicat lineor sþøce, Preprint Cluj-Napoca
1978.

uþs of Oþerators and, Aþþroøimalion, Springer-

trle, tome II lvfir Moscou 1973.
e toþologice, Editu¡a Academiei R.P,R., Bucu'

sitiues des équaliorts oþératotielles, Moscou 1962

(en russe).
tlg.l Moldlov*o dlena (Popovicítr),Obseruations sur Io suite d,cs þ-olyn_ómes^de

S. N. Bernstein tt'unõ fonctiott conlinu.e, l\Iathénratica, Cluj 4 (27) 289-292
( le62) .

[ll] popoui"iir, El etta, 'l'eoretne tle ¡ted,ie di¡t. analiza nøtcntalicd ;i legdturo lor cu

teoria intcrþoldrii, Dacia, Cluj 1972'

[12] popoviciu Tiberiu, Sør tluetrques þroþriétes!:s^f:nctiott rl'une ott de deur oaña-
l¡les réelles, Matbênratica Cluj VIII 1-BS (1934).

[lB] popoviciu, Tibcriu, Noles sur les fonclions.-conue*es^d'o¡dre suþ.érieur (IXI,
Iìrrll. lfath <le la Soc' routtt. cles sc.'I'orne 43 (l-2) 85-l4l (1941)'

[4] Yosicla, Kcsâku, Funclional Analysis, Springer-Verlag Berlin 1965'

Reçu re 4 vr're8 u;iuerrsitat*r:#:ì;i:llrrî

Slr. Rogdlnioeonu nv. I
Ckrj-Naþoca

AppROXTMATION DES FONCTIONS pÉnrOnrQUES

RÉGUI_,ARITE VARIABI.'E
DB

paf

PIERRE GOÞTGHELUCK

(Paris)

1. Introduetion

Pour tout intervalle ouvert 'f, Po
¡,ar Cþd(I\ l'ensemble des

àe périoàé 2æ, possédant un
ende d'ordre c si a. * 0.

ffn l'espace des PolYnômes
plus ø.

Le théorème de Jackson (voir par ex-emple t3' p' B9l) montre que

ci f e Cþ,n. il existã ',i-ri'""o"iuttt"'C, telle que þou^r tout ø e N*, on

;;í.r" t"to,i""i i-= H,, vérifiant sup l/(r) - P(x)l 4 C'n-t'-"'

Soity' e ÇÞ,ø et)ø',, ó,[telqüe-Í 1a, 1b^'1Ñpoúr i:l'2" "'Si
supposons de plus qle pour tãut i' -f = çoi'ei (]ø'å''[), avec q'-+ q'ì
ïäîä"f;;r"ãì;";îä.iå ¡ est plus réguliérc sui-les iátervalles lø,, b,l)'

Soit ¡l : [-æ, fæ]
Nous nous proposons de démontrer le résultat sqivant:

THEOREMÞ 1. Pour i:1,2, ".,5, soit lt,,d,f ç.)ø"b'l'. Al.ors il'

exíste d'eux constantlsör 'l Crt'ettes que þowr tout 
'7 

€ N* on þuisse trouuer

P e H, uérifiønt :

lÍ@) - P(ø)l < C2n-Þ-" x' e K

lÍ(x) - P(ø)l < C"n-q;-e; x e lc,,d',) (i: l' 2' " " s)'

Aorés avoir établi ce théorème norls traiterons plus précisément un

"o, 
pãtrìã"üår-^à"ì "o"s 

permettra de d.onner une application,


