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1. Introduetion

Pour tout intervalle ouvert 'f, Po
¡,ar Cþd(I\ l'ensemble des

àe périoàé 2æ, possédant un
ende d'ordre c si a. * 0.

ffn l'espace des PolYnômes
plus ø.

Le théorème de Jackson (voir par ex-emple t3' p' B9l) montre que

ci f e Cþ,n. il existã ',i-ri'""o"iuttt"'C, telle que þou^r tout ø e N*, on

;;í.r" t"to,i""i i-= H,, vérifiant sup l/(r) - P(x)l 4 C'n-t'-"'

Soity' e ÇÞ,ø et)ø',, ó,[telqüe-Í 1a, 1b^'1Ñpoúr i:l'2" "'Si
supposons de plus qle pour tãut i' -f = çoi'ei (]ø'å''[), avec q'-+ q'ì
ïäîä"f;;r"ãì;";îä.iå ¡ est plus réguliérc sui-les iátervalles lø,, b,l)'

Soit ¡l : [-æ, fæ]
Nous nous proposons de démontrer le résultat sqivant:

THEOREMÞ 1. Pour i:1,2, ".,5, soit lt,,d,f ç.)ø"b'l'. Al.ors il'

exíste d'eux constantlsör 'l Crt'ettes que þowr tout 
'7 

€ N* on þuisse trouuer

P e H, uérifiønt :

lÍ@) - P(ø)l < C2n-Þ-" x' e K

lÍ(x) - P(ø)l < C"n-q;-e; x e lc,,d',) (i: l' 2' " " s)'

Aorés avoir établi ce théorème norls traiterons plus précisément un

"o, 
pãtrìã"üår-^à"ì "o"s 

permettra de d.onner une application,



J

donc <l'après (5) eL (7)
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2. I)emonstration du thooreme 1

2.1, Røþþels et notations

on pose tf @): ç r-t)^-' [l )ø * io.

Si de plus x, e
l: inf l,. Pour 

I

lÍ@ - P(.f, *)l 4 Crn-o-".

,1r,, (,) posons 1,,: (2q + 1)-'Min (c, - ø,, b, - d,,) et
| ç I on a:

Si ¡t'+l existe, o' a 12, p. 47l
I

{

;

to,+'.f (x) : Lq i 167- 
ør* tfl (*)

*i '
-l .\or-tUk)(*+t+lt*... *yo,) -

n 

- Í,onr(* I yr j-... + yo,))d!, ... djo,

rnais d'après l'hypothèse sur-f,

lll-',Uto)ø + t + hi ... I !0,) -Íø)(* -l y,1... +yo,)Jl <

4 2q-q,lllpr dotr" l/;In,f (*)l < cu¡t¡a,;+e;,

Si lll < l, comme / est bornée:

ILT+'l@)l < c? < C,t-u-%lt¡qrtøi,

donc c1uel que soit t, l\l+lÍ(x)l ( Crll¡qr+ßi

et d'après (5) et (7): lf(x) - P(,f, x)l < Cr,,n-qi-ei.
On posera alors C, - Max Ca,r.

(1) tiÍ(*): ¡øt(x I h I ... i yn)d),, ... dy,

Notrs noterons <oo(/, h) :Mraxl\if (x)l On a donc
r,t

l¿ ls/l

(2) wrÍ@)l < (,)È(./, lrl).

Rappelons qtle pour m 1h' (ta, p. 10al)

(3) ^þU,ltD 4 2h-'a^(f ,ltl)
et que si 7v'l "t1 

continue (12, p' a7l
(4) ^oj,ltl) { ltl"oao-^(f('), lll)

Soit q:MaxØ¡ et soit z le plus petitentier vérifiant , r+ki|t et

ø e N*. Nous poserons K,,,, (t) : Cu,,

et 1a constante C,,, étant choisie telle que

(

J

avec 77,':lnlrl+1

K,,,,(t)dt : l. On e (12, p.57)l

I

i
l

(5) K",,(t)ltlrdtt 4 C n't pour y e 10,2r - 2l
3. Etude d'un eas parúiculier

" Nous l1ous_proposons dans cette partie d.'étudier l'approxirnation cles
fonctions.. périodiques ayqnt au voisinãge de l'origin" un ôómportement du
type- lølY _et plus réguliéres .po:ut x *2hn par exemple x,- lsin(xl2)lt.
les. hyp_othèse.s seront les suivantes: soit /une fonclion périôdiq;é,'de
périodc 2æ, telle que

* pour tout e = f0,nl,f e Çt,'a(1e,2æ - e[).

)Ê pour x e f-1, J- 1[, Í(x) : lxlre@) avec 0 < y < l, + ø et
g e Çl,a|_1, +l[).

THEoRÐME 2. Pour une telle fonction f on þeut trouuer une constør'rte
Cn tel,le que þour tout n e N* il- existe P, e H, aérifía.nt:

lf@- P,(*)l < Cainf fn-t,n-Þ-o(I¡¡x1r-t-"¡1 @ = K).

K

(6) Notons P(f, x) : K,,,(t)LLl+'Í@) + (- l)qf(x))d.t

K

alors, P = H, ([2,'pp. 57-58]) et

(7) lÍ@) - P(Í,x)l - K,,,, (t)L1,+1Í(x)dt

K
ii
I

l

2.2. Demonstrøtion d,w th'eoreme

Nous allons montrer que le polynôme P défini par (6) convient. Pour
tolt x, d'après (2), (3) et (4),

lul+'ÍþÒl ( coo+,(./, ltl) 2 2o-tae+r(f ,ltl) 4lø-ÞltlÞør(f, Vl) < C,lll¿'**
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rrEMMÉ l. La fonction u d'éfinie sur R þør u(x):lxlr !*ftt 'o:r[,
tout ent'ier h non nut' uériJiø"! h a | .il existc une conslontc Lro: uìó
'tru| 

â,li tt!|"@)l < c'o¡xf-np¡n @ + 0)'

Dentonstrøtion. soit z la fonction définie pvt -y!!.: ll * ylY' Si Þ

est un entier ,ror, ,r.riî T; Ñ;i4- l-(Zn¡:|,, "ti ittd¿tìoinrcnt dérivable et

. * v)dY' ' .. dYo'

Il en réstlite que

lAfu(O)l < lv(v - 1) "' (v - h ¡ t¡2*-rp¡a'

Si lzl ¡ (2n¡-r orl a:

lÀfu(O)l < 2u(1 -l hlzl)' < 2È(1 + þlzl)" < (6å)ÉlzlÅ'

Donc pour Tottt z: l^|u(O)l ( Crol"lo'

Il suffit alors de remarquer que pour x * 0

lVlu(x)l : lxlrllf,;t (0)l < C'olø1r-rlllÀ'

Démr¡nstra'tirtn d,u tlt'éorème 2

Soit å un entier non nul vérifiant h > þ f ø' On I eut trouver une fonction

ã petloaiq.te de période 2æ telle que:

h(x) : lølY Pour lxl < 2

lr(À) existe et est bornée pour 1 < løl < 2n - |

h(x)+0si2(løl (t'

On peut donc écrire d'aprés 1es hypothèses faites sur'/: l@)': l\A:y\:)
;;"¿';"-"C;,". ft "titi"'une "onst4it-9 

C' tel1e que pour tout ø on pulsse

;t;;";; Q, = H, vérifiant (t3,P' B9l)

lm(x) - 8"(,)l < C,1n'-Þ-"'

Admettons potlr un instant le résultat suivant:

LÞMMÐ 2' IL existe une consta'nte C'2 tette q e þour tout n on þuisse

trouuer R, n Hn aórifiant 
"

llt(x) - R,(ø)l 4 Crrn-r inf [1' (ølxlf-n1 @ e I{)'

I,e théorème en résulte alors facilement en écrivant:

lf(x) - Q,@)R,,(x)l < h(x)lrn(x) - Q'(x)l -f lQ"(x)llk(ø) - R"(ø)l'
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Demonstrat,ion d,u lemme 2

Nous avons pour lxl < 312, ltl < (2h)-L et i ( å

lxl i jltl ( 2 donc h(* + jt) : lx + jtl, et d,après le lernrne l
l\,!h(x)l ( Crolølr-*lllr.

Ii ": I{,.lxl-.Þ 312 et lll < (2/¿)-r alors lx + jtl e lt,2) pour/ < /¿ donc
d'après (1), I'hypothèse sur h@ et comme ¡ll < æ-:

l\fh(x)l ( CrrlllÂ < C,nll¡r¡ø¡r-,r.

si lrl > Qn¡-t

l\'fh(x)l < 2o sup lh(x)l: Cr, < C$(2kltl)À(ælrl-l),r-y : C,ultlhlxl, t,.

I)onc pour to:nt x e 1( et t e I{,
(8) lLfh(x)l ( Cr,lllr¡ø¡r-r

et l'on a aussi d'après (2) et (3)

(9) lLfh(x)l ( too(/ø, lll) ç Zr-t¡or(h,lt) < 2n-'ltlY.

I,e pcrlynôrne R,(ø) : P(|t,, ø) défini par (6), en remplaçant c1f l par ft

et avec , > | Ur + 3), vérifiera d'après (S), (7), (B) et (9)2'

Itr(x) - p,(x)l: 
ll *",,U, L!h(x)d.tl . r,,, .'

K

et aussi 4 C*n-nlxf-n.

4. Une applieation

Pour toute fonction / mesurable, périodique de période 2æ on note

poÍr þ > | |Í|¡ :l[Vøl1a*f''' ;

,,r,,- 
j'.r,p 

ess l/(ø) l; E,,p(f) : ,r:I,llf - Pll¡;

et porrr c( > 0, Ei,þ(Í) : ,!l_ll(f @) - P(x))lxl"ll,

pRorrosrTro¡¡ 1. So¿l q> d.. Si, (nqEi,r(f)),-n øsl une suite bornée, ølors
(rt,t "8,,,r(f))r¡=N úsl une suite bornée.

afu(0) :
t

( utrirS' *
)
0
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Demonstration. Soil P, ' H, tel çlue ll(Í@) - P"(*)) lxl"llp : Ei"¡(f)

lrf - PÀlp. å I lP,r*- Pra- ,,,llo

et en utilisant le résultat du théorème de [l]:

-g@
llÍ - p,,ll, a Ë, ll(Prn*-Prn-r,,)l*Ylle?o "Y * Ðr2k"nn2Exp-1n'o

donc d-'après l'hypothèse de la proposition :

llf - P,,llp 4 crono-' f z* (2n-r)-t 4 crrno-t

d'oìr 1e résuitat puisque E,,p(Í) < ll,f - P"llp'

Nous allons maintenant montrer qúe ce résultat est optimal'

pRoposrTrox 2. Soit þ > | et ø ) O' On þeut trouaer une fo,nction

Iø et s ) atcls que f"tË1,'riníl"iet-soit uni swile borit'ée el que (aat-eE',p(h))"'u

ne soit þas bornée þour þ 1 æ'

Demonstrqlion. Soit Y:1 -11þ (y:1 si I - foo) et Þ un entier

vérifiant lt' ) x -f 1 ; on aura donc eì'particulier Þ > 1' Soit It' la lonc-

tion du lemme Z; nottsallons montrer qo'Ëtt" peut servir de contre-exemple"

D'après le lemme 2

Ei,p(k) < ll(ø - R")løl"llp <

4 Czzn ''l\ t*1"'a. + ! lxk-n)Þlxltr+*-otodnl'tþ 
{"C"n-t-o-ttþ - C2'n-"-r

àl{tl" lxl>lln

donc (n"+t 81,,, ,'
Supposons .0(1) avec p ( æ' On aurait o( + 1 -

-- 0 > 1, alors ø pÑeã"t"it'presque partout une dérivée

dais'LP vérilia þ: *æ
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0(l'-e) si o.-P<1
si d-9:1
si ø-P)1

(10) ör(k' , t) : 0(, 1og t

0(r)

Orsil
dans Lþ
d.onc ne

est fini Y : 1 - llþ el h' existe presque oartout mais n'est pas

et sí þ: +co, Y: i-"; au voisinagd d'e'1'origine lt"(x):sgîx
peut 

-satisfaire 
(10).


