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1. Introduetion

Pour tout intervalle ouvert I, pour p = N et o [0,1], on désignera
par CPe(I) V'ensemble des fonctions f d'une variable réelle, périodiques,
de période 2w, possédant une dérivée f» bornée sur I si o =0, lipschitzi-
enne dlordre « si « #0. Si I =R on écrira Cr* = Cr=(R). On notera
H, 'espace des polyndmes trigonométriques de période 2r et d’ordre au
plus =.

Le théoreme de Jackson (voir par exemple [3, p. 89]) montre que
si f e Cts, il existe une constante C, telle que pour tout #» < N¥, on
puisse trouver P € H, vérifiant sup |f(x) — P(x)] < Cy~ ==

Soit f & CPe' et Ja, b tel quex—rr < a, < 6, < mpour 1 =1, 2,...,8;
supposons de plus que pour tout i, feC% % (Ja, b,[) avec ¢, + B>

~ p + « (nous dirons que f est plus réguliére sur les intervalles Ja,, b,[).
Soit K = [—m, +7]

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant:

THEOREME 1. Powr i=1,2,...,s, soit [c, a1 C Ja, b Alors i
existe dewx constantes Cq et Cy telles que pour tout 1 < N* on puisse trouver
P € H, vérifiant .

f(%) — P(x)] < Cyn=?7" x e K

(%) — P(x)] < Con™%% xe [, d] G=1,2"...53).

Aprés avoir établi ce théoréme nous traiterons plus précisément un
cas particulier qui nous permettra de donner une application.
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2. Demonstration du theoreme 1

2.1. Rappels et notations

fe k A
On pose Aff(x) = ; (—1)r-1 (]. ) (x + 4t).

Si f® existe, on a [2, p. 47]:

£ 14

(1) Mf) = o (Ot o s

0 0

Nous noterons w,(/f, #) = Max |ALf(x)]. On a donc

ey
@) AF()] < o(f, 1):
Rappelons que pour m < & ([4, p. 104])
(3) oy(fy 1)) < 2", (f, 12)
et que si f® est continue ([2, p. 47])
(4) i (/5 1) < 1= (f, 12])-
Soit ¢ = Max g, et soit' » le plus petit entier vérifiant » > % (g +4) et
n = N*. Nous poserons K,, (£ —hG, Si::;‘fr avec #' = [mfr] 41

et la constante C,, , étant choisie telle que S K,,@#)dt =1, On a ([2,p.57)]:
K

(5) S K, (&)|t[*dtr < C Y pour y < [0, 2 — 2.
(6) Notons P( fl %) = S K, (t) [AF (%) + (—1)%f(x)1at

alors, P.« H, ([2,'pp. 57—58]) et
) &) = PR = | { Ko (00T F ()2 |

2.2. Demonstration du theoreme _
Nous allons montrer que le polynéme P défini par (6) convient. Pour
tout x, d’aprés (2), (3) et (4),

AT f(%)] < @gialf 1) 2 282y 1(f, 1) < 20l f 1)) < Colf*H*
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done d’apres (5) et (7):

/(%) — P(f, %)] < Cyp=p-=,
St de plus x = [c,d,] posons I, = (29 + 1)~ Min (¢, — a,, b, —d,) et
! =infl,. Pour |f| <! on a:

ATTf() = AFATET ) (x)

¢ ?

:S...SA?*qf[f(qe’(x+¢+y1+ o) —

0 0

— %y ye)]dyy . dy,
mais d’aprés I'hypothése sur £,
ATty ) ~ O g E 4 )] <
< 27%% done |AITY(x)] < Colt]lith
Si |f] </, comme f est bornée:
|AT f ()] < C; < Gy~ %P jgfiths
donc quel que soit #, |ATf(x)] < Cglt|%P

et d’aprés (5) et (7): |f(x) — P(f %)| < Csm™ % %,

On posera alors C; = Max Cy);.
i

3. Etude d’un ecas particulier

Nous nous proposons dans cette partie d’étudier I'approximation des
fonctions' périodiques ayant au voisinage de l'origine un comportement du
type |#]Y et plus réguliéres pour x # 2km par exemple % — |sin (x/2)|".
Les hypotheses seront les suivantes: soit f une fonction périodique, de
période 2, telle que

% pour tout ¢ € 0, n[, f € Ctx(Je, 2n — &f).
% pour ¥ € |—1, +-1[, f(x) = |#/"g(¥) avec 0 <y <p+a et
g = Crx{(]—1, +1]).

THEOREME 2. Pour wune telle fonction f on peut trouwver ume comstante
Cy telle que pour tout m = N* il existe P, = H, vérifiant :

n n

If(x) — Py(2)] < Cyinf [n=7, n-2=%(1 + |x|v=#=)] |(x € K).
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reMME 1. La fonction u définie sur R par u(x) = |x|Y vérifie: Pour
tout entier k mon nul vérifiant k > 1 il existe ume constante Cio = c®
telle que |Abu(x)| < CoolxlT=Ht* (v # 0).

Demonstration. Soit v la fonction définie par v(y) = |1 + 1" Sik
est un entier non nul > y, pour lz] < (2k)~1, v est indéfiniment dérivable et

Ak (0) = S oA Sv(")(y1+ Y)Y e e
0 0
Il en résulte que
AR(0)] < yly — 1) oo (v — & A D27

Si 2| > (2k)~* on a:
|Ak(0)] < 2*(1 4 Rlz)T < 241 + Rlz)* < (6k)*z*.

Donc pour tout z: [Ak(0)] < Guolzls
1l suffit alors de remarquer que pour x #0
|Abu(x)| = |x[Y1A%,2(0)] < Crolxl HEI"

Démonstration du théovéme 2

Soit £ un entier non nul vérifiant k. > 9 + «. On peut trouver une fonction
J périodique de période 2m telle que:

h(x) = |1l¥ pour |7 <2
B existe et est bornée pour 1 < [#] < 2n — 1
h(x) # 012 < |2 <™

On peut donc écrire d’aprés les hypotheses faites sut f: f(x) = h(x) m(x)
avec m € Cpe. Il existe une coustante C,; telle que pour tout 7 on puisse
trouver Q, € H, vérifiant ({3, p. 897)

lm{x) — Qu(x)] < Caant™?7%

Adinettons pour un instant le résultat suivant:
LEMME 2. Il existe une constanie C,, telle que pour tout n. on puisse
trouwver R, = H, vérifiant :
h(%) — Ry(x)] < Cygn~¥ inf [1, (ml2l)r*} (¥ < K).
Ie théoréme en résulte alors facilement en écrivant:

Lf(#) — Qu0)R.(0)| < A(x)lm(x) — Qu(=)] + 104(%)11(%) — Ry(%)]-

=
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Demonstration du lemme 2
Nous avons pour |x| < 3/2, |[{| < (2k)-Yet ] <k
[%| + 7¢| < 2 domc A(x +- jt) = |x + 7¢|* et d’aprés le lemme 1
|AR(x)| < Cyol TR

Six e K, x| = 3/2 et ¢ < (2-)2 .
» \ 2 =7 =) 8.10 i
Tapres (1) Ihypothos sux 1 et Tomnis Sl Bt 4, < A flone

[AFA(2)] < Ciglt]* < Crglt[*|afr—*.
Silf > (2k)

|ARR(%)] < 2% sup [A(x)] = Cis < Cyg(2RH)H(mlx|=1h =7 = CqftfH|xv+.

Donc pour tout x & K et ¢t € K,

(8) [AMB(2)| < Coglt|¥|x|r=

et l'on a aussi d’apres (2) et (3)

®) [AFA(x)| < ek, [H]) < 2= toy(h, [8]) < 261

Le polynbdme 1R,,(x) = P(h, x) défini par (B), en remplagant ¢ 4 1 par %

et ~ irifi ’apre ' .

avec 7 > 5 (k + 3), vérifiera d’apres (5), (7), (8) et (9)
1) = Po()] = | { Ku,(0)AMB(x)d| < Cuan

et aussi < Cygn=k|x|r—*,

4. Une application

Pour toute fonction f mesurable, périodique de période 2x on mnote

pour > 1||fll, = [ f |f(x)|f’dxr”’ ;

Ifllo = supess |f(x)]; Enp(f) = inf ||f— Pl|,;
PeHy

et pour >0, Ey,(f) = inf ||(f(x) — P(x))|=]*]l,

PeH,

PROPOSITION 1. Sott ¢ > «. 51 (W'E; ; 1
AV o bomée.( wo(f))nan est une suite bornée, alors
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Demonstration. Soit P, € H, tel que [|(f(x) AP (%) |62, = Enp(f)

1Py — Ppt Iy

0
k=1

If = Pully <

ot en utilisant le résultat du théoréme de [1]:

o0

f— Pulls < 2 1Py, — Py 121,20 m)F <00 2o 2B,

E=1

donc d’aprés Uhypothése de la proposition :
I1f — Pllp < Cagnent 2,20 (247171 S Gl
J k=1

d'ott le résultat puisque E,o(f) < IIf — P\,
Nous allons maintenant montrer que; ce résultat est optimal.

PROPOSITION 2. Soit p > 1 et a>0. On. peut. trouver une fonction
et g > atels que (WES,(h))nen soit une suite bornée el que (MIPE,y(h))nen
we soit pas bornée pour B < .

Demonstration. Soit y = 1L—1/p (y=1 si p= +o0) et k un entier
vérifiant 2 > o + 1; on aura donc en particulier k& > y. Soit % la fonc-
tion du lemme 2 ; nous allons montrer qu’elle peut servir de contre-exemple.

D’aprés le lemme 2
Ego(h) < |I(h — R)I#l%lp <

1p
< Cppht™ g |x|erdx + S M,(Y~k)1>|x](v+oc,—k)17dx] < Cygn—1—= 1 = Cygn—a~!

~

|¥i<1/n |x]>1/n

donc (w*+! ES, (h))uen st bornée. 'l (1

Supposons que n*+!=bE, (k) = 0(1) avec B < a. On aurait o + 1 —
— B> 1, alors d’aprés [4, p.339] A posséderait presque partout une dérivée
dans L? vérifiant dans le cas ot p = 40 N "

| 0(=-#) S o_B<1
(10) oy (B ) =Y 0(t log ?) st o= B =11
Lo 6§ o—p>1 |

Or si p est fini y=1—1/p et W' existe presque partout mais n’est pas
dans It et siip= oo, y=1c¢t au voisinage de lorigine A'(x) =sgn %
donc ne peut satisfaire (10). ‘ :
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