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Dans ce travail nous présentons un procédé d’approximation et d’inter-
polation dans'un espace linéaire normé X, et I'application de ce procédé
4 Papproximation et a linterpolation des fonctions réeles.

Considérons : '

U, un opérateur linéaire défini sur X aux valeurs en X, continu;

I, Vopérateur unité de X(I(f) =1, Vf < X);

(B,)a=: une suite d’opérateurs qui converge vers I.

DEFINITION 1. L'opératewr U est dit opérateur d interpolation par
rapport au sous-espace S si les conditions swivantes sont remplies .

1) U-feS, VieX;
(2) U -U=U. [3]

DEFINITION 2. L'opératewr U est dit opérateur d’interpolation du type
Gonciarov velatif aux fonctionnelles lLinéaives Ay Ay oo, A, définies sur
X si les conditions suivantes sont vemplies . :
(3) Ay =ldyhi k= 0,110, 'm.

Construisons la suite d’opérateurs:
4) P, =B, — U(B, — I), =l 42, o5

THEOREME 1. Si Vopératewr U wérifie les velations (2) et (3), alors les
opératewrs P, n = 1,2, ... sont simultanément des opérateurs d’approxi-
mation et d’snterpolation du type Gonciarov relatifs aunx fonctionnelles A,
Ay ..., Ag



188 MIRCEA IVAN et IOAN GAVREA 2

Démonstration. Les égalités (4) impliquent les relations:

(5) 1P, — Il = ||B, — I — U(B, — DIl < (1 + [IU)IB, — 1ll,
nw=12 ...

Vu que la suite (B,)a-; converge vers I, les relations (5) prouvent la
propriété d’approximation de la suite (P,)i-;.

Les égalités (2) et (4) impliquent les relations:
(6) U-P=U-B,—U-U-B,+U-1=U,n=12,...

Tn vertu des égalités (3) les relations (6) impliquent les relations :

(7) Ak'P":Ak'U'Pﬂ:Ak'UZAkJ
k=01 ...,m
n=01,...

ce qui prouve la propriété interpolatoire du type Gonciarov de la suite
(Pn)i;l'

Ainsi le théoréme est complétement démontré. La méthode presentée
antérieurement nous permet de construire une suite d’opérateurs d’app-
roximation et d’interpolation en utilisant I'opérateur de Bernstein et celui
d’Hermite.

Considérons les points 0 = %, < %3 < ... /< %, < 1 et soit f une
fonction qui posséde une dérivée ordre p, continue sur le segment [0,1].

Désignons par B f le polynéme de Bernstein:

nr=g i) -

et par H = H(hg, by, ..., hptq) le polynéme d’Hermite qui vérifie les éga-
lités :

8) Hox) = h(%,), k=0,1..,m;i=0,1,...,p+1

ot les fonctions %, sont définies a I’aide| des formules:

ho() = \ (B.f(t) — f)dt,

bd o Ly R

) = B, /() = /(x),

hpni(x) = BYVf(x) — f(x),  x = [0,1].
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PHEOREME 2. La swite P,f= Bf — H', n=1,2,... possede les
propriétés :
(10) PPf(x) = fOx);
"k “r
(1) \ Buf()idx = | f(x)dx;
0 J 0

(12) PW  comverge umiformément vers 1O sur le segment [0, 1], propriéiés
valables powr n =0,1, ...; k=0, 1, ...,m; 1=0,1,...,9

Démonstration. En vertu des relations (8) et (9) on arrive aux éga-

lités:

PWf(x,) = BOf(x,) — (BOf (%) — [O(x,)) = fO(x),
1=0,1,...9; =0,1,...,m; n=0,1,... ce qui prouve les relations
(10).

Vu que %y(0) = 0 il en résulte H(0) = 0. Par conséquent on obtient
les relations:

%k xk x

k
S P, f(x)dx :\ B, f(x)dx — H(x,) — Sf(x)dx, E=0,1,...,m;

n=1,2, ... ce qui prouve la propriété (11).

On voit que A, 7 =0,1, ..., - 1 convergent uniformément vers
zéro, grice au fait bien connu que, B{)f converge uniformément vers fU
sur le segment [0,1]. Par conséquent le polynome H et toutes ses dérivées
convergent uniformément vers zéro, ce qui prouve la propriété (12).

Remarquons que la propriété (12) montre que, pour # suffisamment
grand, les polynémes P, conservent les propriétés de convexité de la fonc-
tion f.
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